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11

La economia es el estudio de cémo las personas y las sociedades eligen asignar recursos escasos
y distribuir la riqueza entre si y a lo largo del tiempo. Por lo tanto, es necesario comprender los
objetos de eleccién y el método de eleccion. Aqui nos enfocamos en la teorfa de cdmo las personas
toman decisiones cuando se enfrentan a la incertidumbre. Mds adelante, una vez que se comprenda
la teoria de la eleccidn y los objetos de eleccidn, los combinaremos para producir una teoria de
la toma de decisiones 6ptima bajo incertidumbre. En particular, estudiaremos la asignacién de
recursos en una sociedad econdmica donde los precios proporcionan un sistema de sefiales para la
asignacion optima.

Apples End of period, C, Return
—l+r)
Oranges Beginning of period, €, Risk
(a) (b) (c)

Figure 1: Curvas de indiferencia para varios tipos de elecciones o decisiones: a) consumo de bienes
bajo certeza b) consumo y ahorro bajo certeza c) riesgo y rendimiento

La teoria de la eleccion del inversor es solo una parte de lo que se conoce como teoria de la
utilidad. La mayoria de los estudiantes ya estdn familiarizados con el tratamiento de la teoria de
precios microeconémica de las elecciones entre varios paquetes de productos perecederos, como
manzanas y naranjas en un instante en el tiempo. Las curvas de indiferencia resultantes se muestran
en la Figura 1(a).

Otro tipo de eleccién disponible para las personas es si consumir ahora o ahorrar (invertir)
y consumir mds en una fecha posterior. Esta es la teoria de la utilidad de las elecciones a lo
largo del tiempo, que es fundamental para entender las tasas de interés. Este tipo de decision de
consumo/inversion de un periodo se ilustra en la Figura 1(b).

Nuestra principal preocupacion aqui es la eleccion entre alternativas riesgosas atemporales, a
las que llamamos teoria de la eleccion del inversor. La teoria comienza con nada mds que cinco
supuestos sobre el comportamiento de las personas cuando se enfrentan a la tarea de clasificar alter-
nativas riesgosas y el supuesto de no saciedad (es decir, codicia). La teoria termina al parametrizar
los objetos de eleccion como la media y la varianza del rendimiento y al mapear los intercambios
entre ellos que proporcionan igual utilidad a los inversores. Estos mapeos son curvas de indiferencia
para elecciones atemporales (o de un periodo) bajo incertidumbre. Se muestran en la Figura 1(c).






1.1

1.1.2
1.1.2.1

1. Utilidades esperadas

Construccion de la utilidad esperada

Vamos a repasar un concepto ya visto y otros dos nuevos.

e Utilidad ordinal: usualmente es usada para comparar y ordenar canastas de consumos. Sirve
para situaciones en donde no hay riesgo. Este concepto ya se vio.

e Utilidad cardinal: la diferencia con la utilidad ordinal es que aqui sirve para analizar situa-
ciones bajo riesgo o incertidumbre; hay dos opciones riesgos y hay que decidir entre una y
otra.

o Utilidad esperada: es la utilidad que se espera de las utilidades cardinales. Se emplea para el
andlisis de riesgo, acciones, etc.

Hoy se va a ver como se construye esa utilidad esperada, qué supuestos hay que hacer y

excepciones a estos.

Canasta de consumo

Suponga una canasta de consumo x; € R’ . Esta es una canasta que puede estar conformada por
varios elementos.

Ejemplo 1.1 — Un desayuno. Una posible combinacién de productos para el desayuno puede
ser representada mediante canastas de consumo, como las siguientes xj y x»:

1 (tortilla) |
x; = | 2 (huevo)
| 2 (café) |
1 (tortilla) |
xp = | 1 (huevo)
| 3 (café) |

Ante la existencia de multiples canastas de consumo, estas pueden ser ordenadas mediante las
preferencias.
Preferencias
Preferencias débiles -

Las posibilidades de ordenacién mediante las preferencias débiles son las siguientes:
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1.1.2.3
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X1 72X x1 es débilmente preferida a x;

x1Zx2 x1 no es débilmente preferida a x;

A partir de las preferencias débiles, se puede pasar a las preferencias estrictas y las relaciones
de indiferencia

Preferencias estrictas -

X| X2 X1 es estrictamente preferida a xp

X1L5%x0 X1 no es estrictamente preferida a x»

La preferencia estricta conlleva implicaciones 16gicas. Si:

X1 = X2 & Xy r>\jx2 /\XZle

Es decir que la preferencia estricta implica la preferencia débil sélamente en una direccion.

Indiferencia ~

x1 ~ xp x1 es indiferente a x,
La implicacidén l6gica necesaria para la construccién de la indiferencia es que:
X|~Xp & X) D Xa ANXp X

Es decir, la manera en la que se han construido estas preferencias es a partir de las preferencias
débiles, pasando por las preferencias estrictas y asi llegando hasta la indiferencia. En otros libros
de texto se hace en otro érdenes, es una cuestion de gustos.

Ahora lo que sigue es imponer condiciones de regularidad a las preferencias.

Condiciones de regularidad de las preferencias

Aqui no hay una intuicién econdmica tan profunda.
R1 x; 77 x; la canasta se puede comparar consigo misma — reflexividad
R2 Si se tienen las series x, y y, que convergen respectivamente:

Xy — X

Yn—Y
Esto implica que si:
Xn SV Vn=x7y
Es decir, si x,, es preferida a y, entonces en el limite x es preferida a y. Es una especie de

continuidad de las preferencias; si toda la serie se prefirié a x sobre y, ya llegando al final las
preferencias no podrian cambiar.
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Fue desarrollada por Wilfredo Pareto en 1906. Lo que se plantea es que se puede plantear una
relacion entre preferencias y utilidades. Esto se hace generando una funcién V : R” — R tal que

x=y & Vx)>V(y)

preferencia desigualdad

Si entonces x es preferido a y entonces la funcién de utilidad es mayor para x que para y.

@ ) Lafuncion de utilidad ordinal permite mapear las preferencias y con esto ordenar conjuntos o
canastas de consumo. Por otro lado, esta utilidad ordinal no sirve para situaciones de riesgo.
Las canastas que se pueden ordenar no tienen ningin riesgo asociado.

1.3.1 Supuestos para la utilidad ordinal

En algunos libros se les llama axiomas pero nosotros les vamos a llamar supuestos porque no
siempre se cumplen.
A1l Comparabilidad (completitud): Vx;,x; tiene que cumplirse alguno de los siguientes casos:
® X| >~ X2
® Xy > X|
® X1 ~ X2
Es decir, que dadas dos canastas, siempre debe ser posible compararlas entre si.
@ | Hay una ruptura de este supuesto que se llama la Superparadoja de San Petersburgo.
A2 Transitividad (consistencia): si x| = xp Axp = X3 = X1 > X3.
@ ) Existen situaciones donde esto no se cumple. Un ejemplo es el Teorema de im-

posibilidad de Arrow. Esta fue la tesis doctoral de Kenneth Arrow y es importante
entenderla.

Teorema 1.1 — Teorema de imposibilidad de Kenneth Arrow. Bajo las condiciones
de regularidad (reflexividad y la convergencia) y los supuestos o axiomas (comparabilidad
o completitud y transitividad o consistencia), existe V : R” — R tal que Vx|,x, € R”

X] = X) &= V(xl) > V(x2)

I Ejemplo 1.2 — Kreps (2013) cap.1 para la demostracion. [
No se va a demostrar este teorema pero se supone que ya ha sido visto.

Ejemplo 1.3 Suponga que se tiene la siguiente transformacién monoténica creciente:

v=F(v)
Tal que:

V=X

7 =Inx

Las dos funciones de utilidad ordinal van a escoger las mismas canastas de productos.
Esto permite ver que las funciones de utilidad ordinales admiten transformaciones crecientes y
mantienen el mismo orden de las preferencias originales. L]

Todo hasta el momento ha sido materia vista antes, ahora es momento de empezar con la
materia propiamente nuestra. Hay que empezar a construir utilidades cardinales, y para esto es
necesario estudiar las loterias.
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1.4 Loterias

I Definicidén 1.1 — Loteria. Una loteria es un repago de probabilidades de premios.

Ejemplo 1.4 — Una loteria bdsica. Suponga que se tiene una loteria /; que asigna una
probalidad & a ganar el premio o la canasta x; y con el complemento de probabilidad 1 — o la
canasta x.

o
el{ A
11—« X2

Esto se podria escribir £(x1,x2, ) 0 G(x1,x2,0). También podria ser que los premios o
canastas x; sean a su vez otras loterias y asi sucesivamente.
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2. Aversion al riesgo

Ahora hay que ver tres conceptos similares pero distintos entre si: riesgo, ambigiiedad e incertidum-
bre. Cada uno de estos tres conceptos tiene definiciones técnicas. Suponga que se quiere comparar
dos loterfas:

a 1
0
l—o X2
£l .—lO ax;+(1—a)x;

(Cudl de estas loterias es mds riesgosa? — la primera, porque me puede dar dos posibles
resultados con su respectiva probabilidad mientras que la segunda es una loteria degenerada (con
probabilidad igual a 1).

El a puede ser objetivo, por ejemplo: si se tira una moneda al aire la probabilidad de cada
resultado es de % mientras que si se tira un dado es de é. Es una probabilidad que se sabe cudl es,
es una probabilidad objetiva. Esto lo desarrollaron Von Neumann y Morgenstern en 1944,

Pero el o podria ser subjetivo, por ejemplo: la probabilidad de una recesion. Seria subjetiva
porque depende del modelo que se emplee, de las variables que se incluyan. No implica que sea
arbitraria sino que depende de cada investigador. Esto fue desarrollado por Savage en 1958.

Definicion 2.1 — Aversion al riesgo. Implica que ¢, > ¢;: se prefiere una loteria sin riesgo a
una con riesgo.

Ambigliedad
Definicion 2.2 — Ambigliedad. Si se tienen las siguientes loterfas:
1 000 000
0
1, e—L 5500000

Note que en este caso no se tiene informacién alguna sobre las probabilidades de la primer
loteria. Hay menos informacién en los casos de ambiguedad que en los casos de riesgo. Fue
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I estudiado en 1961 por Ellsberg. Preferia la loteria 2 ¢ es ser averso a la ambiguedad.

Ejemplo 2.1 — Loterias y riesgo. Suponga que se tienen las siguientes loterias:

1 000 000

%) 0—10 500 000

La gente que prefiere la loteria 2 ¢, son aversos al riesgo, y los que prefieren la primera ¢,
son amantes del riesgo.

Definiciéon 2.3 — Incertidumbre. Si se tienen las siguientes loterias:

?

, 1
(> @&————0 500 000

Note que en este caso no se tiene informacién alguna sobre las probabilidades de la primer
loteria ni tampoco de los pagos. Un ejemplo de esto son los emprendedores que se embarcan sin
saber exactamente qué rentas econdmicas pueden obtener. Hay menos informacién en los casos
de ambiguedad que en los casos de riesgo. Fue estudiado en 1921 por Knight. Preferia la loteria
2 {5 es ser averso a la incertidumbre. También Epstein (1999).

Supuestos adicionales en las preferencias

Se parte de supuestos ya vistos:
e Completitud
e Transitividad
Pero como ahora se trabajard con riesgo, se introducen supuestos adicionales sobre las loterias:
A3 Independencia (de alternativas irrelevantes): suponga que se tienen las siguientes preferencias
sobre canastas (pueden ser loterfas) x; > x:

X1
X3
X
o 2
%)
l—oa X3

En este caso en las dos loterfas se tiene con la misma probabilidad x; y x, pero también se
tiene x3 con la misma probabilidad. Esto implica que ¢; = ¢ 0 £(x1,x3,0) = {(x2,x3,0) y
X3 es una alternativa irrelevante.
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Ejemplo 2.2 — Salida a un restaurante. Suponga que en un restaurante se ofrecen los
siguientes 2 menus del dfa:

e Aperitivos: ambos menus ofrecen el mismo aperitivo

e Un ment ofrece salmén y el otro lomito

e Postres: ambos menus ofrecen el mismo postre
Si salmén > lomito entonces se escogeria el mend cuya opcién de plato fuerte tiene el
lomito, dado que solo se estaria observndo la diferencia marginal entre ambos menus:
el plato fuerte. Fuera de ahi, ambos son idénticos y se escoge con base en lo que los
diferencia.
Abhora, suponga que se le revela informacién adicional: se le indica que el aperitivo (de
ambos menus) es ceviche de salmén. Cambia la eleccion? — estudiar la paradoja de
Allais sobre las alternativas irrelevantes. L]

A4 Continuidad (medibilidad): se le conoce como el axioma de Arquimedes.

Ejemplo 2.3 Suponga que se tienen 3 loterias tal que ¢; > ¢, > (3. Este axioma plantea
que existe un tnico ndmero 7 € (0, 1) tal que ¢; ~ £[¢}, 43, 7| es decir que la loteria 2
sea indiferente a una loteria donde se estan dando ¢; y ¢3 con una probabilidad 7. Por
ejemplo:

e /y: Ferrari

e /5: iPhone

e /3: chicle
Lo que dice es que va a haber una loteria que combine el Ferrari y el chicle tal que se esté
indiferente con el iPhone.
Pero ahora suponga /3 = muerte dolorosa. Cambiarian las cosas? — Hay algo que se
llama preferencias lexicogrdficas. Es como cuando una persona prefiere la vida como
minimo antes que cualquier cosa material. Por ejemplo, muy pocas personas se jugarian
esa loteria solo por ganar un Ferrari.
Es decir, que cuando hay preferencias lexicograficas esto falla, y por lo tanto las canastas
o loterias no pueden ser tan cualitativamente diferentes entre si. L]

AS Dominancia (ranqueo): La dominancia es otro supuesto de la utilidad. Aqui no hay excep-
ciones a este axioma o supuesto; siempre se cumple.

Definicion 2.4 — Dominancia. Si x; > x; y se tienen las siguientes loterias:

X
X2
B 1
123
1-B x

Si

U(x1,x2,0) = L(x1,x0,B) & a>p
——
preferencias desigualdades
@ ) Es decir, se puede pasar de preferencias subjetivas al mundo de las desigualdades.

o, B son nimeros que se pueden calcular, y con esto calcular la utilidad esperada
o la utilidad cardinal.
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2.1.1 Consecuencias de los supuestos

La combinacién de los supuestos A3-AS (supuestos sobre las loterias) tiene como consecuencia la
siguiente:

Suponga que se tienen las siguientes loterias:

e Loteria compuesta: uno de los premios es jugar otra loteria

X1

X1

X2

Observe que: ¢, = {(x1,x;,7.) y 1(x1,4;, ). Ademds:

Prob [xi] =m + (1 — ) x,
Prob [x;] =(1—n)(1 —m;)
o Loteria directa: se dan los premios directamente

T+ (1 —mm, X1

1 -m1-m) x

Y aqui: £, = l(x1,x0,m+ (1 — ) m,)

@ ) Ambas loterfas dan los mismos premios con las mismas probabilidades. Sin embargo, podria
haber personas que les guste la emocién de jugar mds loterias, sin embargo, desde un punto
de vista econdmico ¢ ~ ¢5: solo interesan los resultados finales. Esto es consecuencia de los
supuestos A3-AS.

Es decir, una persona normal deberia ser indiferente entre ambas loterias. No hay gusto ni

disgusto por jugar mas o menos loterfas (como a la gente que le gusta ir al casino).

2.2 Construccion de la utilidad esperada

Ya se tiene la suficiente informacion para empezar a construir la utilidad cardinal. Esto es lo méas
importante y lo que sirve para las tareas. Esta demostracion se puede hacer de varias maneras pero
se va a ver la mds sencilla. Son 5 pasos:
I. Construir una utilidad "ancestral". Esto es, una utilidad sobre loterias u(¢;). Imaginar
que hay m premios finales o canastas, y dichos premios estdn ordenados de mejor a peor. Asi,
por ejemplo:

X1 =X = X3 = - > Xy

Esto también podria ser con preferencias débiles, pero lo importante es que al menos una
sea preferencia estricta. El supuesto que permite ordenar de mejor a peor es Al el de
comparabilidad.

a. Definir la utilidad ancestral u(¢,;) como una probabilidad 7, donde pasa lo siguiente:

Ez ~ f(x] 7xm7nz)

O sea, se define la loteria £, y esta es indiferente a una loteria £ donde estan los premios
X1,X, y la probabilidad 7,. Ademds, se sabe que 7, existe y es Unico por el supuesto
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1L

III.

o axioma A4. Ojo que ni siquiera se esta diciendo el tipo de loteria que es /,, pero el

supuesto A4 dice que se puede hacer.

Se estdn agarrando el mejor y peor premio: x| y X, respectivamente.

@ | Recordar que las probabilidades tienen que estar entre 0 y 1.
b. Queda por ver si esta utilidad ancestral u(¢;) se comporta como una verdadera funcién

de utilidad en el sentido de Pareto. (Ver paso #4.) | *Luego pasa al paso #2.
Construir el caso especial u(x;) = cardinal. Este es el paso mas importante*. En el primer
paso, se cred una utilidad sobre una loteria arbitraria. Hay casos especiales de las loterias
dependiendo de los pagos especificos. Entonces, la utilidad cardinal es un caso especifico de
la utilidad ancestral — ya no se consideraran loterias, sino utilidad sobre canastas, que son
un caso particular de loterfas.
Es decir, se quiere que deje de ser una utilidad sobre una loteria y que pase a ser una utilidad
sobre el repago final. Es aqui en donde se llama utilidad cardinal. Sin pérdida de generalidad,
se definen las utilidades cardinales

u(x)) =1 u(x,) =0

La caracteristica de x| es que era el mejor premio, digamos el Maseratti. Entonces tiene que
ser que indiferente entre una loteria de x1,x,, y digamos 7, o sea: x| ~ £(x1,Xn, T ), pero,
(qué tiene que ser cierto de m;? — que 7 tiene que ser igual a la utilidad de x; con nimero
igual a 1 para que sea indiferente, o sea que le den el premio con total seguridad para que
usted lo acepte, por lo que m; = u(x;) = 1, es decir, hay que dar el premio con 100% de
seguridad para que lo acepte.

Ahora hay que ver la utilidad cardinal del peor premio x,,. Entonces en la loteria m £,,,, por
lo que: xp, ~ £(x1,Xm, Ty) y como es el peor premio, aunque le de una minima probabilidad,
preferiria la otra loteria, por lo que en realidad tiene que darle O chance a pegar el premio
para que asi realmente esté indiferente entre ambas loter{as.

@ | Entonces la utilidad cardinal del mejor premio es igual a 1. La utilidad cardinal
del premio es igual 0. Esto es asi porque son los valores para la distribucion de
probabilidad que me garantizan indiferencia entre una y otra loteria.

Entonces las utilidades cardinales, dado que son la distribucién de probabilidad que garantiza
la indiferencia entre una y otra loteria, tiene que estar entre 0 y 1, por lo que 0 < u(x;) < 1.
Cuando se hacen utilidades cardinales se tienen dos grados de libertad y aqui se estdn usando
esos dos grados de libertad: la utilidad del primer premio es 1 y la del dltimo premio es O.
Expresar la utilidad ancestral en términos de utilidades cardinales. Esto se puede
desagregar en pasos:

a. Lo que si se sabe acerca de la utilidad cardinal u(¢;) es que tiene que ser indiferente

con la utilidad de x1,x,, y 7, (recordando el paso 1.1), o sea:

M(EZ) ~ u(xlaxlm )

b. Ahora se va a suponer que se va a tomar un caso especifico: £, es una loteria directa de
¢(x;,xj,m) = {;. Ahora se va a manipular hasta llegar a algo mds familiar.
Lo primero que hay que decir es que x; va a ser indiferente con la loter{a:

Xi (X1, X, ) X~ (X1, X, )
EZ = [V(A’,',X./', 71')
loteria directa

Pero se habia dicho que una loteria directa es equivalente a una loteria compuesta
siempre que las probabilidades calcen. Entonces esto deberia ser equivalente con una
loteria compuesta:
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Xi ~ L(X1, X, ;) Xj~ (X1, X, )
l, = K('xif'x_/ﬁ 71-) ~/ V(Xl yXm 7'[,'),[()(1 yXms ﬂ’-j)v 71-}
loteria directa loteria compuesta

Las loterias compuestas tienen como uno de los premios, otra loterfa. ;Por qué esta
indiferencia es cierta? — Porque se habia dicho que x;,x; eran indiferentes con sus
respectivas otras loterias.

Esta loteria compuesta tiene como repagos al final x1,x,, y la probabilidad de x; es
mrn+ (1 —m)m;.

~—_——

sale del arbol

Prob(x;) = - m+ (1 — &) - 7;

Entonces, dado que ya se tiene una loteria compuesta equivalente a la directa, ahora se
vuelve a hacer otra loteria directa:

b= /(Xif-x_/s 71-) ~ [é(xl yXm 71','),5()(] yXm ﬂf-j)a ﬂ:} ~ L [X1,)Cm, T+ (1 - 7[) : 71:1]
loteria directa loteria compuesta Otra loterfa directa

Todas estas loterias son equivalentes entre si. Esta loteria z £, es equivalente a las otras
loterfas directas pero la que interesa es la dltima.

T =u(l;) = & i+ (1 - 7)7;
=m-u(x;) + (1 - m)u(x;)

Es decir, se llega a una expresion en donde se puede sustituir en términos de utilidades
cardinales. Con esto se ha logrado desarrollar la utilidad esperada.

Entonces, en general, la utilidad esperada es igual a la suma de todas las utilidades
cardinales por la probabilidad (subjetiva u objetiva) de todos los repagos:

v=F [u(x)] :Zu(xl-) -Prob(x;)
:/u(x)f(x) dx

*Porque se reciben los premios finales.

Entonces, la utilidad ancestral u(¢;) se puede escribir como:

u(l;) = Z u(x;) - Prob(x;)
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El repago de las utilidades cardinales multiplicado por la probabilidad del repago. Esto es el
final al que hay que llegar. Esto es el mapa de lo que se va a hacer.

Construir la utilidad esperado en base a loterias: es una suerte de paso intermedio. Para
cualquier loterfa z se define la utilidad esperada como u(z) = 7, donde 7.:

g(xlaxmvﬂ"z) ~Z

Por qué se puede llegar a esto? Cudles supuestos permiten hacer esto? — 7, existe y es tnico
por el axioma A4 continuidad.

IV. *Esto se puede ver como la segunda parte del paso #1. Hay que verificar que esto en efecto
funcione como una utilidad en el sentido de Pareto. Hay que saber cudl es la naturaleza de
una utilidad — es un nimero que represente las preferencias. Esto es lo que hay que verificar
que se cumpla. Considere dos loterias w, z tal que w > z.

W~ f()(] yXm n-w) n (,}()Cl s Xm 75’)

f(X] yXm 7Tw> >—f(X1 s Xmy TC. )

A partir de esto, qué se puede decir acerca de 7, y 7.7 — Usando el principio de dominancia
0 ranqueo se tiene que:

Ty, =u(w) >, = u(z)

por AS. Por lo que entonces la utilidad esperada es realmente una utilidad w > z < u(w) >
u(z). Esto se parece mucho a lo de Pareto: la utilidad esperada se parece mucho a la utilidad
ordinal, pero todavia no hemos llegado a la utilidad cardinal. A partir de las preferencias sobre
las loterias, se puede llegar a un nimero que mapee esas preferencias, la inica diferencia es
que ahora la utilidad es sobre loterias, no sobre canastas.
@ | Note que aqui w ~ £(x1,x,,,T,) equivale a la notacién ¢, ~ ¢(x1,x,,,). Porque
desde el inicio se dijo que w, z eran loterias. Asi que ambas notaciones son vélidas, sin
embargo se puede ahorrar escribir tanto.

V. *Esto también viene explicado en el paso tercero, esto es de acuerdo con el video (otra
manera de explicarlo, estd mas detallado en el paso 3).Construccién de la utilidad esperada
(en base a repagos finales): En el paso tercero se hizo la utilidad esperada en base a loterias.
En este paso se van a hacer la utilidad esperada en base a repagos finales. Considere dos
repagos finales x;,x; y 7 es una probabilidad. Se sabe por el supuesto A4 que:

Xj~ E(xl,xm, T ) — Lt(x,') =T
utilidad
cardinal

xj o bxy, X, ;) = ulx)) =7
utilidad
cardinal

Abhora se van a aplicar loterias compuestas y directas:

4 (x i3 Xjs T )
loterfa compuesta

Estas dos loterias son equivalentes porque dan los mismos repagos finales. Observe:
o {(xj,xj,T)
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xi

Xm

X1

Xm

(m)m; + (1 — m)7; X1
lr
(1 —m)+ {1 —m)1—mx)) Xom

Entonces ambas loterfas son equivalentes:

*

El (x,‘,Xj,Tc) Nez(thm,ﬂ:ﬂi + (l - n)n’.j)

@ ) Lo que se quiere es estudiar qué significa esta condicion. Entonces se va a reescribir esta
condicién. Aqui definimos que 7; y 7; como utilidades cardinales, entonces se ha rescrito
como una utilidad esperada.

Esto quiere decir que entonces:

u(xr) - [+ (1= 7) 7] + u(xn) []

n=E [u] =mu(x;) + (1 — m)u(x;)
Es decir, las utilidades cardinales multiplicadas por la probabilidad de que se de ese repago.

@ | Utilidad cardinal: cardo viene del latin medir. La utilidad cardinal permite no s6lo ordenar
sino también medir. La utilidad cardinal ademds permite la siguiente transformacién:

ii=a-+bu

donde b > 0y atin asi preserva decisiones de u. Es decir, que todo el andlisis hecho hasta arriba
se puede cambiar por @ y se mantiene el mismo resultado. Sin embargo, las transformaciones
que se pueden hacer son lineales positivas, en contraposicion a la utilidad ordinal que admite
transformaciones monétonas. Es decir, que la utilidad cardinal es mds ’delicada’ a la hora de
aplicar transformaciones.

Dado que a,b son arbitrarios, sin pérdida de generalidad, se tienen dos grados de libertad
porque se podia decir que u(x;) = 1y u(x,,) = 0. Al poder hacer transformaciones lineales
positivas siempre se puede calcular un a, b tal que eso sea cierto.

(Por qué no podria ser u(x;) =0y u(x,) = 1? — se violaria un tema econémica que
habiamos supuesto que x; > x;,. Se estaria violando al suponer que b < 0, y tiene que ser
positivo para preservar las preferencias.

@ | Elpaso primero se pudo haber definido de esta otra manera:
d=a+bm, b>0

Es decir, que esta utilidad conserva todas las propiedades, y nosotros vimos el caso particular
donde a =0y b =1, pero con a,b arbitrarios (siempre y cuando b > 0) sigue cumpliendo
esto.

La importancia de esto es que dice que la utilidad cardinal admite transformaciones
lineales positivas. Otra forma de decirlo es con los grados de libertad: se tienen 2: a 'y b.
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Ejemplo 2.4 — Relaciones de utilidades. 1. Una utilidad ordinal que admite transforma-
ciones monotonicas:

Vi =\/Xy
-1
Xy

V) =

Piense en que x son naranjas y y manzanas. ;Son estas utilidades equivalentes? — La
funcién f(-) que combina estas dos es f(-) = ;—%1 y su primera derivada f'(-) = % >0es
positiva, y como se admiten transformaciones monotdnicas crecientes, por lo que vy y vo
son equivalentes desde el punto de vista ordinal porque mantienen las mismas elecciones
de canastas de productos.

2. Una utilidad cardinal que solo admite transformaciones positivas

u
up =a+bu; donde b >0

Esta es una transformacion que se puede hacer porque es positiva, pero la transformacién
anterior no se podria, aqui si se puede con este ejemplo porque es una transformacién
lineal.

3. Utilidades esperadas: ;qué tipo de transformacién se le puede hacer las utilidades es-

peradas? — ;una transformacién positiva o solo lineal? Las utilidades esperadas se
construyen con las utilidades cardinales.
En las utilidades anteriores se tenian manzanas y naranjas, pero por ejemplo, si fueran
acciones, habria un riesgo asociado, por lo que hay que sacar una utilidad esperada con
cada una de las acciones. Entonces lo que habria que hacer es — sacar la utilidad esperada
de invertir en cada una:

v = E [Google] =20
v = E [Amazon| =15

En este caso se comprarian acciones de Google porque tiene una mayor utilidad esperada.
La utilidad esperada sirve para ver cudl canasta riesgosa es preferida a la otra. Note que
si se elevan al cuadrado mantienen esas mismas elecciones, por lo que las utilidades
esperadas admiten cualquier transformacién monoténica.
Esto quiere decir que la utilidad esperada se parece mucho a la utilidad ordinal: llevan
a tomar una decision. La que si es diferente es la utilidad cardinal, ahf si importa la
magnitud y luego se emplean en la construccion de las utilidades esperadas.

|

Ahora se va a hacer un ejemplo muy sencillo de una combinacion entre utilidades y rendimien-
tos.
Ejemplo 2.5 — Combinacion. Suponga que la utilidad de riqueza u(w) sea igual :
w7 —1
-y

u(w) =

Esto se llama una utilidad de potencia porque es w elevado a una potencia > 1, pero también se
le llama isoelastica 0 CRRA.
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1
Por ejemplo, suponga que si Y = % entonces u(w) = *>=1 = 2(,/w — 1), pero ignorando las
2

constantes u(w) = /w conforme aumenta la riqueza la utilidad marginal es menor, lo cual se ve
asf:

u(w)

Hay una utilidad marginal positiva pero decreciente de la riqueza.

Esto es una funcidn general, pero ahora supongamos que la riqueza tiene una distribucién
log normal w ~ log normal. Esto es lo que tiene sentido econdmicamente.

Suponga que se invierte en una accién de Google: suponga que vale $1 000. ;Qué precios
futuros podria tener esa accién? — podria bajar de precio, lo maximo hasta 0. No podria bajar
menos de 0 porque mds bien la empresa pagaria para que le reciban la accién. La responsabilidad
limitada significa que no puede perder mds alla de lo que se invirti6, los $1 000, porque las
empresas tienen esa responsabilidad limitada. El precio mdximo podria ser infinito, se podria
indefinir, pero lo importante es que no podria ser negativa.

Entonces se tiene la riqueza, que es lo que se invierte. Si se dijera que w ~ N(u, 62), esta
riqueza se distribuiria asf:

7

Su punto mds alto de esta densidad seria en L, pero con una distribucién normal hay una zona
donde hay valores negativos, y econdmicamente eso no podria ser.

Por lo tanto, una distribucién normal de las acciones, riqueza o consumo no tiene sentido
porque hay regiones donde tienen precio negativo. Por eso, en finanzas se suele usar una dis-
tribucion log normal en lugar a una distribucién normal. Se toma el logaritmo de la distribucién
normal para que solo tome valores positivos: se tiene una distribucidn siempre positiva. Esto

U
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implica que siempre w > 0. Y el valor esperado de w cuando tiene una distribucién normal es :

s =esp{u+ 2}

Es es el primer momento muestral o media de la distribucién log normal. L]

Ahora vamos a ver unas propiedades de la distribucién log normal.

2.3 Propiedades de la distribucion log normal

w ~ log normal

Inw ~ N(u,0?)

Ahora, considere w?, si w tiene distribucién normal, ;qué distribucién va a tener w*? — tome
el logaritmo natural de eso:

Inw* =alnw

Cuando se tiene una distribucién normal y se multiplica por una constante, esa distribucién
sigue siendo normal pero se desplaza, por lo que:

alnw ~ N(ap,a*c?)

Por lo tanto, w* también tiene distribucién log normal pero con pardmetros un poco diferentes.
Ahora hay que ver su valor esperado:

242
c
E [w'] =exp {au + az}
Ahora imagine la situacion siguiente:

2.3.1 Combinacién u(w), CRRA y w log normal

Entonces suponga que se tiene una utilidad cardinal dada por:

w7 —1
=——7>0
u(w) = —— Y
Y suponga que w ~ log normal donde Inw ~ N(u,62). Y se va a sacar la utilidad esperada bajo
esta situacion:

a=1-y
E[w! y]\ 1
Eluw)] =—— 7, =V
22
exp{(1-pu+ 5L

V= —
1=y 1=y
Las partes constantes salen de la operacidn de la esperanza y se calcula el resto. Note que se estd
haciendo lo mismo con w* solo que ahoraa =1—17.

(,Qué tipo de transformaciones se le pueden aplicar a esta utilidad esperada? — se le pueden
aplicar transformaciones mondtonas. Y en particular, se le aplicard la siguiente:
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(1-7y)o?

v=U+ 5

Y esto ya permite hacer calculos para determinar la utilidad esperada con distintos tipos de
acciones. Vamos a suponer que Y = 1.2 y asi:

v=u—0.16°

Entonces si se invierte en Amazon o en Google interesan dos variables: la media y la varianza.
A mayor media mds feliz se estd, pero mds varianza implica estar menos contento. Esto tiene que
ver con la aversion al riesgo.

Vamos a ver un ejemplo de utilidad esperada.

Suponga que se tiene:

Vi = —0.106°
Datos del 11/03/2019. Se tienen los siguientes datos:

Ticker o o u

APPL | 20.17% | 0.0406 | -2.19%
AMZN | 22.80% | 0.0519 | 5.07%
GOOG | 18.80% | 0.0353 | 1.57%

*_|

Y con esta informacion se pueden calcular las utilidades esperadas:

Ticker o o’ u Vi

APPL | 20.17% | 0.0406 | -2.19% | -2.59%
AMZN | 22.80% | 0.0519 | 5.07% | 4.58%
GOOG | 18.80% | 0.0353 | 1.57% | 1.31%

No es problema que la utilidad esperada sea negativa. Las utilidades marginales sirven para
ordenar: la mejor opcién a invertir serfan Amazon, luego Google y de tltimo Apple.

Se ordenaron acciones que tienen riesgo asociado. En la préctica, lo ideal seria mezclar las tres
y diversificar.

Ejercicio 2.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1. ;Qué es el supuesto de la independencia de las preferencias relevantes? — Se conoce
como andlisis marginal. Si yo tengo dos loterias, basta con ver en lo que las diferencia
para tomar una decision sobre ellas. Usualmente son dos loterias que tienen dos elementos
comunes y me fijo en la diferencia entre ellas para tomar la decision.

2. ;Qué es el supuesto de comparabilidad? — Un agente puede comparar canastas y decir
si prefiere una a la otra o si es indiferente.

3. Hable acerca del supuesto de transitividad. — si tengo tres canastasy 1 =2y 2 > 3,
entonces 1 - 3.

2.4 Excepciones a los supuestos Von Neumann-Morgensten

Vamos a repasar los supuestos que se usaban para construir la utilidad cardinal y la utilidad esperada.
A1l Comparabilidad: Vx,x, se cumple que x; > x3 0 X2 > x| 0 X] ~ X3.
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A2 Transitividad o consistencia: x; > xp y > X2 > x3 entonces x; > x3. Esto tiene que ver con la
racionalidad.

A partir de aqui los supuestos sobre sobre loterias y no sobre repagos finales (aunque estos
son casos especiales de una loterfa). Son supuestos afladidos para crear una utilidad cardinal
(porque los primeros dos sirven para crear una utilidad ordinal).

A3 Independencia: si ¢] > ¢, entonces £({1,¢,,c) = £({2,¢,,3). Hay que fijarse en el efecto
marginal: qué se piensa de ¢, respecto a ¢1 que es la diferencia entre ambas loterias. Ya
se habia visto una critica de Krebs, porque ese anélisis marginal no considera que hay
alternativas irrelevantes.

A4 Continuidad: si ¢; = ¢, 7~ /3 (se estd poniendo como preferencias débiles, pero lo importante
es que haya al menos una preferencia estricta) entonces existe un tnico 7 € [0, 1] tal que
Uy ~ 0(4,03, ). Esta es importante porque a partir de aqui se empiezan a construir las
utilidades cardinales. Una violacidn a este supuesto son las preferencias lexicogréficas, y asi
podria no haber una probabilidad que logre esa indiferencia (como con la muerte dolorosa o
siempre preferir el mejor premio como un Maseratti).

A5 Dominancia: si £} > ¢; entonces £({1,0z,a) = £({1,¢2,B) < o > B. Permite cuantificar las
preferencias, pues antes solo se podian ordenar pero ahora se les pone un nimero.

Hay un dicho que dice la excepcion creé ( o prueba la) a la regla. — el sentido de este dicho
es que la excepcion dice hasta donde llega la regla, donde se quiebra.
Entonces vamos a ver las distintas excepciones de las reglas:
A1 Superparadoja de San Petersburgo
A2 Teorema de imposibilidad de Arrow
A3 Paradoja de Allais
A4 Preferencias lexicograficas
AS Suponemos que nunca se viola y siempre funciona
Vamos a ver detalladamente cada una.

2.4.1 Superparadoja de San Petersburgo

Primero hay que ver la paradoja de San Petersburgo. Esto lo explicé Bernoulli en 1713. Habia
un casino que ofrecia 2" ducados si la moneda sale cara n veces seguidas. Pero pagaban O si la
moneda sale cruz la primera vez. Vamos a ver una tabla de posibles escenarios:

Repago Probabilidad Explicacién | n
0 1 sale cruz la 0
7 primera vez
2 1.1 cara la primera 1
2 2 cruz la segunda
n 1\ 1 cara n veces
2 (i) 2 cruz la dltima n

Y el valor esperado seria:

gL (1)

Bernoulli encontré que el repago esperado de apostar era infinito, pero la cuota de entrada no
era infinito, por lo que es un juego al que uno deberia entrar. ;Pero cudl es la solucién? — la gente
no estaba dispuesta a pagar infinito por varias razones: primero la gente no vive infinitamente, pero
mads importante es que la gente es aversa al riesgo.
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Si se tiene una utilidad cardinal de la riqueza que es u(x) = Inx, entonces la utilidad espera
E [u(x)] < oo porque ese extra no se valora de la misma manera.

Pero Carl Menger en 1853 se pregunt6 qué pasaba si el repago era u~'(2"). Por ejemplo si se
tiene una utilidad logaritmica entonces:

W '(2") = exp{2"}
In{u'(2")} =2"=u(")

Entonces bajo una situaciéon como esta, la utilidad esperada:

. <;>u 1 (2]

)=

Entonces resulta que la utilidad esperada se va a infinito, y esto se llama la superparadoja de
San Petersburgo.

Por ahora regresemos al caso u(x) = Inx. Se sabe que la primera derivada es positiva (es cre-
ciente) pero la segunda es negativa (céncava (hacia abajo)). El dominio de una funcién logaritmica
es R y el rango es R.

s

D= DI

Eu(x)] =

s L

n=1

:+00

Inx

Es una utilidad que tiene ciertos problemas:

e ;Tiene techo o piso? — no tiene ni techo ni piso. Arrow propuso que las utilidades deben tener
techo o piso. Porque antes lo que pasaba era que al sacar la inversa del pago u [u 1 (2”)} =2"
y como la utilidad no tenia techo, la utilidad esperada se podia ir a +co. Si la utilidad cardinal
no tiene techo ya no se puede hacer esto.
Hay que recordar que se dijo que se tenfa una utilidad = Inx y la inversa serfa x = u~! =

exp{2"}.

u=Inx
x=u'=exp{2"}
— Infexp{2"}] =2"

Esto solo se puede hacer porque la utilidad cardinal no tiene techo. Si la utilidad tiene techo
ya no se puede hacer esto.
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Este es el truco del supuesto: esa es la idea de Menger. Idealmente las utilidades cardinales
deberian tener un piso o un techo: si se usa una utilidad logaritmica hay que verificar que los
pagos no exploten como en la superparadoja, porque se tendrian utilidades esperadas que van
a infinitas.

Esto genera un problema aqui: un agente tiene una utilidad logaritmica u = Inx y se tienen
dos casinos A y B que pagan (respectivamente):

= I A. exp{2"}
B. exp{2-2"}

(Cudl es la utilidad esperada en cada uno de los casinos si la utilidad es logaritmica? — En
el casino A la utilidad esperada es infinita y en el casino B seria infinita también: no habria
comparabilidad, no se pueden comparar si ambas utilidades esperadas dan infinito.

Sin embargo, el casino B da un mejor repago.

@ | Se trata de evitar que las utilidades esperadas den o lo cual implicaria que no se
pueden comparar entre si.

2.4.2 Teorema de la imposibilidad de Arrow

Tiene que ver con la transitividad. Este teorema dice que cuando hay tres elecciones para elegir y se
hace una eleccién popular, no se puede hacer una funcién social que permita ordenar las opciones
de forma que no se rompa el supuesto.

@ | En situaciones donde hay 3 o mds opciones, no hay funcién social democrética que sea
racional.

Una manera de solucionarlo seria con una decision no democratica (dictatorial) o tener menos
de 3 agentes o 3 opciones posibles a elegir. La figura del agente representativo seria problemadtico a
la luz de esto. Esto es relevante para las ciencias sociales como las ciencias politicas.

Ejemplo 2.6 — Elecciones en Estados Unidos. Suponga que en Estados Unidos se tienen los
siguientes tipos de votantes y sus respectivas preferencias:

vy : Clinton > Sanders > Trump
vp ¢ Sanders > Trump > Clinton
vy : Trump > Clinton > Sanders

Ahora, una funcién social podria ser el nimero de votos en la segunda ronda electoral. En
esa segunda ronda solo hay dos candidatos que se pelean entre ellos. Si pasan Clinton y Sanders:

1. Clinton v.Sanders = C = S

vi+v3 V2
2. Sanders v.Trump = S > T
Vi+v) V3

Por transitividad uno esperaria que C > T, sin embargo:

3. Trump v.Sanders = T > C

va+v3 K
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@ | Esdecir, que se viola el supuesto de la transitividad. Esta funcion social da el mismo peso
a todos los votos pero no cumple con la transitividad: la funcién social podria cumplir la
transitividad si le da todo el peso a uno solo de los votantes. Solo una decision dictatorial
cumple con la transitividad. — es un problema bastante serio.

2.4.3 Paradoja de Allais

Esto tiene que ver con la independencia de alternativas irrelevantes. Afecta el supuesto de la
independencia. Suponga que se tienen las siguientes loterias:

0 0.91 0

En este caso, la mayoria prefirié la loteria 2 a la loteria 1, incluyendo al profe. Pero ahora
analice la siguiente situacion con otras dos loterias:

1 10 0.9 15

000 0.1 0

Ahora en este caso hay muchas menos personas que quieren la loteria 4, y casi todos prefieren
la loterfa 3 (incluyendo al profe). La paradoja es que la loteria 1 es igual a una loteria compuesta:

0 =L[¢3,0,0.1]
0, =0[t4,0,0.1]

Esto es por la equivalencia de los repagos finales. Y la teoria dice que:

€3>-€4:>€1>-£2

Pero estd sucediendo al revés, /| - /» se estd violando. Esto es algo que pasa con relativa
frecuencia. No hay una explicacién de esto todavia, pero lo méds importante es observar que la
loteria 3 es diferente a la loteria 4: la loteria 3 tiene certeza a ganarse los 10 millones, pero en la
loteria 4 entra un tema de aversién al riesgo y aversion al remordimiento.

Existe una probabilidad donde se puede ganar O, y es algo que se puede recordar toda la vida:
eso es aversion al remordimiento y puede ser lo que esta distinguiendo a una de la otra.

Ahora vamos a ver la aversion al riesgo.

2.5 Aversion al riesgo

Suponga que:
1. Se tiene una riqueza inicial wq
2. Se tiene una loteria

+h
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Aqui la mayoria de personas no tomarian esta loteria, no estarian dispuestos. La manera de
verlo serfa asi: si no se toma la loteria la utilidad cardinal seria u(wy), y esto seria mayor que
la utilidad esperada de la loteria:

(o) >%u(wo+h) + X utwo— )

2
u(wo) > u(wo +h) +u(wo — h)
2(wo) >u(wo + h) +u(wo — h)

2

Esto se puede reescribir de manera tal que se puede entender mejor qué es lo que significa:

u(wo) —u(wo —h) >u(wo +h) —u(wo)

e

Ahora esto si ya tiene una interpretaciéon econémica: las utilidades marginales decre-
cientes. La intuicion de por qué las utilidades marginales son decrecientes es que:
hay saciedad, cada vez se necesita menos de eso. Esto también pasa en las utilidades
cardinales. Graficamente esto se ve asi:

u(w)

Una utilidad marginal decreciente se ve como lo grafica anterior: es una curva céncava. Pero
ahora hay que ver grificamente como son las utilidades esperadas.
Una loteria provoca la siguiente situacion:

u(w)

wo

Eso que tenemos ahf seria la utilidad cardinal y los puntos de la loteria, pero ahora hay que
ver como graficar la utilidad esperada de la loteria. La manera en que se grafica seria como
una linea entre los dos puntos.
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u(wo) oo /

wo w

Nos interesa el punto en medio (negro) que seria la utilidad esperada de la loteria E [u(wq + )]
y lo que gréaficamente se esta viendo que la utilidad esperada de la riqueza mads la loteria es
menor que la utilidad de no tener la loteria E [u(wo +£)] < u(wy).

Interesa otro concepto: donde la utililidad esperada de la loteria intersecta con la utilidad
cardinal: es el nivel de riqueza que yo necesitaria para tener la misma utilidad que el nivel de
riqueza més la loteria. El equivalente cierto w* es el nivel de riqueza que para mi es igual a
la loterfa. En este caso w* < wyq. Por eso & = wy — w* que es una prima de seguro.

Definicién 2.5 — Equivalente cierto. Es lo que estaria dispuesto a pagar (podria ser un
accidente y un seguro) para salir del riesgo.

Ahora vamos a ver una utilidad cardinal de una persona que sea amante al riesgo. Una
utilidad cardinal que es amante al riesgo se ve asi:

u(w)

u(wo)

wo

Ahora en este caso mds bien w,. > wy y tenemos que w°° — wy seria lo que estaria dispuesto
a pagar por jugar la loteria: es en si mismo una loteria — el mdximo que pagaria por comprar
una loteria.

De hecho esto pasaba en la tarea: personas que estdn dispuestas a pagar una loterfa y también
a pagar un seguro.

2.6 Actitudes ante el riesgo

Suponga que se tienen las loterias ¢ (a,b, o) y f2(aa+ (1 — a)b,0,1). La segunda loteria me paga
el premio de fijo, no hay riesgo. Ahora:
e Siuna persona /| > ¢, es amante al riesgo: u” > 0. Esto significa que la utilidad marginal es
creciente en la riqueza.
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e Siuna persona ¢; ~ {, es neutral al riesgo: u”” = 0. Esto significa que la utilidad marginal es
lineal en la riqueza.

e Si una persona ¢, > ¢; es aversa al riesgo: u” < 0. Esto significa que la utilidad marginal es
decreciente en la riqueza.

2.6.1 Aversion al riesgo

Se van a ver varias definiciones se lo que significa ser averso al riesgo:
1. Una persona al riesgo serfa entonces aquella que prefiere una loteria con el valor esperado a
una loteria general con probabilidades positivas para los distintos estados de la naturaleza.

llaa+ (1 —a)b,0,1] = l(a,b,x)

2. Pero también hay mas definiciones de aversion al riesgo. Una es que existe un ruido € que
tiene un valor esperado igual a 0 E [¢] = 0 tal que la utilidad mia inicial es mayor que la
utilidad esperada E [u(wo+ €)] = 0. Asi:

u(wo) > E[u(wo+¢€)]=0

Asi, se tiene una utilidad cardinal. En la primera habian solo preferencias, pero ya con esta
definicién se introducen utilidades cardinales.
3. u(w) es concava. Ni siquiera tiene que ser diferenciable la funcion.

Ejemplo 2.7 — Funcién céncava no diferenciable. Un banco presta $30 millones
de USD y el empresario debe hacer un tnico pago al final del préstamo. El empresario
tiene un riqueza w del negocio. Ahora, hay que ver los repagos que le quedan al banco y
al empresario:

30

20 30 40

Esto es el repago de una deuda riesgosa.

Si la riqueza del empresario, al final del préstamo, es mayor a 30, el empresario le va
a poder pagar al banco. Pero si al final del préstamo termina con menos riqueza que la
riqueza inicial, no le podria pagar, el banco le embargaria la garantia que el empresario
dio. Si el empresario queda, por ejemplo, con $ 20 millones, eso es lo mas que podria
recuperar el banco.

Esta funcién de repago no es diferenciable en todos sus puntos. Sin embargo, uniendo dos
puntos cualesquiera en la funcién de repago, la linea que une los puntos queda por debajo
de la funcién de repago, con lo cual es una funcién céncava y por ende hay aversién al
riesgo.

Abhora hay que ver la del empresario.
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BO e w — 30

/7,‘0/ 3:0 4;) W

El empresario tiene su riqueza inicial 30, y si su riqueza final termina por debajo de 30,
todo se lo recoge el banco y se queda en 0. Pero si termina por encima de 30 le van a
quedar la riqueza final menos los 30 w — 30.

Esta funcién tampoco es diferenciable, pero es convexa y por ende el repago esperado estd
por encima. Entonces si le ofrecieran una loteria donde puede perder 10 con probabilidad
% y ganar 10 con probabilidad % sf jugaria esa loterfa.

Esto es una estrategia que hacen las empresas quebradas que se llama apostar por la
resurreccion. Por eso es importante intervenir una empresa o un banco cuando estd en
situaciones como estas.

El eje y se tiene el repago final. Ademds, por la responsabilidad limitada no se podrian
quitar de las acciones por ejemplo.

Vamos a ver mds definiciones de aversion al riesgo.

4. u es diferenciable dos veces y u”’ < 0. Esta es la forma mds fécil pero tiene supuestos por
detras.

5. Esta tiene un contenido econdmico mds interesante, y aunque la matematica se parece a la
anterior, la intuicién econémica aqui es mas interesante.

Elu(w,+m +¢€)] = u(wy) m >0 2.1

no riesgo

riesgo

Entonces note que del lado derecho de la igualdad no se toma riesgo y del lado izquierdo si te
toma riesgo. Aqui lo que se esta diciendo es que se estd dando un premio por jugar: hay una
prima por invertir — yo estoy dispuesto a jugar pero solo si me ofrecen un extra por jugar.
Pero si

Elulwo+¢€)]=ulwo—m) m

mads bien se dice que la gente estd dispuesta a pagar una prima para evitar la loteria riesgosa.
® T, prima para invertir
e 7;: prima de seguro para salir del riesgo
Luego, wg — m; = equivalente cierto.
Ahora vamos a ver la aversion al riesgo absoluta, relativa y sus significados mediante la
aproximacion Arrow-Pratt. Para esto vamos a usar la expresion 2.1.

2.7 Aproximacion Pratt-Arrow

Este es el mismo Kenneth Arrow que hemos venido viendo. Se tiene la siguiente situacioN:

LHS RHS
Eluw+e¢)]=uw—m) Ele]=0
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Ahora se van a hacer aproximaciones de ambos lados de la ecuacién:

e LHS: lo que se va a hacer es una aproximacién de la utilidad cardinal mediante una expansion
de Taylor alrededor de w.

2 3
€ €
u(w+e) =u(w)+eu (w)+ Eu”(w) + gu’”(w +oe)
Esto es una aproximacién de Taylor exacta. Entonces esto dice que:
&2
u(w+¢€) ~u(w) +eu (w) + ?u”(w)

Ahora se va a sacar la utilidad esperada:

2
£
u(w+ &) ~u(w) +eu' (w) + ?u”(w)
E[€?]
=~
o2

E[u(w+é€)] ~u(w)+0+ 76 u” (w)
e RHS: aqui se hace lo mismo

u(w—1m) ~u(w) — mu' (w)

Esto es una aproximacién de Taylor siper mala. Pero se sigue ahi planteando la igualdad entre
el lado izquierdo y el lado derecho:

u(w) + % "(w) =u(w) — mu' (w)
2
b+ S5l (w) =T — il ()

Esto es la aproximaxién Arrow-Pratt.
u (w
u'(

WJ que es el concepto econdmico de la aversion al riesgo

Aqui lo primero que interesa es
absoluta ARA;:

Ahora hay que ver el signo de la aversion al riesgo absoluta:
e La segunda derivada de la utilidad cardinal u”(w) es negativa si es aversa al riesgo
e La primera derivada de la utilidad cardinal u’(w) es positiva

!
Por lo tanto ARA; = ,(()) > 0, porque el signo de menos al frente lo compensa y lo hace
u (w
~—~—
+
positivo.

Aqui lo que sorprende de la aversion al riesgo absoluta es que la segunda derivada estd "aflatada”
por la primera derivada.
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La utilidad cardinal admite transformaciones lineales positivas. Si a la funcién u(x) = Inx se le
aplica la tranformacién # = 1000 Inx desplaza a la segunda derivada, pero no cambia la posicién
frente al riesgo porque al haberse aplicado una transformacién lineal positiva, no cambia el signo,
por lo que, la dnica forma para poder comparar dos agentes que tienen esas transformaciones
lineales positivas, es que se "deflata" por la primera derivada, para no dejarse influir por ese b de la
transformacién lineal.

Ejemplo 2.8 — Aversion al riesgo absoluta y la segunda derivada ‘deflatada’. Suponga
un agente con una funcién de utilidad u. Ahora, suponga otro agente con una funcién de utilidad
il que es una transformacion lineal de u. Asf:

u
d=a+bu

Si b =1 000 entonces:
i =a+ 1000 u

Entonces, para comparar la aversion al riesgo de estos agentes:

@ =1000 '
i’ =1000 u”

Y asi, para ver la aversion al riesgo absoluta:

@' 1600 u"
@ 1600w

@ | Esta aproximazién sirve para ruidos relativamente pequefios y simétricos.

Ahora vamos a ver un teorema para comparaciones sobre aversiones al riesgo.

2.7.1 Teorema de Pratt (1964): comparaciones sobre la aversion al riesgo

Suponga que se tiene a dos personas.

Teorema 2.1 — Teorema de Pratt (1964). #1 Es globalmente mds averso al riesgo que la
persona #2 si cualquiera de estas condiciones se cumplen. Todas estas condiciones van a ser
equivalentes:
1. La aversion al riesgo absoluta de la persona #1 ARA| para cualquier nivel de riqueza es
mayor que la de la persona #2

ARA|(w) > ARA2(w) Yw

2. 3G tal que G’ > 0 AG” < 0 es una funcién céncava (con utilidad marginal decreciente) tal
que:

ur(w) = Gluz(w)]

Esto quiere decir que u; es una concavizacion de u;. Entonces lo que se esta haciendo es
agarrar la utilidad de la segunda persona (que es concava) y se le estd transformando y se
la estd haciendo mas céncava y entonces queda como la de #1.
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3. mj; > T donde m; es la prima de seguro. El individuo #1 esta dispuesto a pagar una prima
de seguro més alta que el individuo #2.

4. m, > m, donde 7, es la prima de inversion. Al individuo #1 le tienen que pagar una prima
para invertir més alta que el individuo #2.

5. up(w) es concava. Si se le saca lainversa u, ' (w) es convexa. De estaforma: u; | uy ' (w)
~ |~~~

coéncava L convexo -
Pero habiamos dicho que #1 es mds averso al riesgo que #2, asi que gana la concavidad

del #1, y por ende toda la expresion es concava. Estd relacionada con la condicién #2.

@ | Sise pide comparar entre dos agentes y sus aversiones al riesgo basado en sus utilidades,
solo se va a tener que verificar una de las 5 condiciones. A veces, dependiendo del contexto,
es mas facil encontrar una u otra. Estdn ordenadas de mas facil a mas dificil.

Aversion al riesgo relativa

La aversion al riesgo relativa se plantea una pregunta diferente: se tiene un riesgo € que afecta a
toda la riqueza, y se tiene una prima 7 como porcentaje de la riqueza y se esta dispuesto a salir de
ella. Entonces se tiene:

Eu(w(l1+¢)] =E u(w(l —m)]

Esto se puede hacer una aproximacion de Taylor y se obtiene que:

2 1"
O,
Mo — 2F Lyt ()
2 d(w)
"
RRA = . W)
aversién u' ( W)
al riesgo
relativa
=—w-ARA

@ | Lainterpretacion es: qué porcentaje de mi riqueza estoy dispuesto a ceder para quitarme de
encima un riesgo que afecta toda mi riqueza.

Otra interpretacion puede ser la siguiente.
Ejemplo 2.9 — Otra interpretacion de la aversion al riesgo relativa. Si la utilidad marginal

de un agente es u'(w) = MU. Asi, entonces la aversion al riesgo relativa se puede expresar
como:

—w M
RRA — .. oMU
MU oJw
Esto es una elasticidad de la utilidad marginal respecto de la riqueza. ]

Ahora esto se va a conectar con algo que ya se vio: la condicién de Arrow para evitar la paradoja
de San Petersburgo es que no hubiera ni techo ni piso. Esto tiene una condicion desde el punto de
vista de la aversion al riesgo relativa.

Entonces:

e Para que no haya piso, cuando w — 0 — RRA < 1

e Para que no haya techo, cuando w — +RRA > 1

Entonces, Arrow dice que la aversidn al riesgo relativa como funcién de la riqueza:
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JRRA
ow
Es decir, que tiene que ser creciente como funcién de la riqueza, porque, dadas las condiciones

de Arrow, graficamente se estd condicionando a que esto se vea asi:

RRA

>0

@ | Entonces:
o Aversion al riesgo absoluta: es cudnto estoy dispuesto a pagar para quitarme un riesgo.
Entonces, conforme me vuelvo mads rico estoy dispuesto a asumir mas riesgo (menos
averso al riesgo en términos absolutos):

JARA
aw
Los economistas esperan que caiga conforme aumente la riqueza.

e Aversion al riesgo relativa: aqui cambia la definicion, porque aqui es mds bien me van
a quitar un porcentaje de mi riqueza y podria representar mucho mds. Entonces, un
millonario, que le digan que le van a quitar un 1% es un montén de plata.

Pero aqui mds bien los economistas esperan que aumente conforme aumenta la riqueza
(por el argumento del rico que ya se explico).

<0

2.8.1 Aversiones y tolerancias

A manera de resumen:

:_u//(w)
ARA =)

i
A==t

Ahora se van a definir los inversos de cada una de estas expresiones 7' (w) y RT (w) (tolerancia

al riesto):
_u'(w) W) = 1 d(w)
ARA=="itw) T =3Ratw) = "wr(w)
RRA = — . 120 RT(w) =—1 =~ ()

:RRA(W) wu'' (w)

Asi: T'(w) es la tolerancia (absoluta) al riesgo y RT (w) es la tolerencia relativa.
e T'(w) > 0: la tolerancia al riesgo se hace mds grande conforme aumenta la riqueza
e RT'(w) < 0 : la tolerancia relativa al riesgo se hace mds pequefia conforme aumenta la
riqueza
Esto es lo que los economistas consideran l6gico que tiene que pasar. Ahora se va a ver una
familia muy grande de funciones de utilidades. Se llaman las utilidad HARA (LRT).
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2.9 Funciones HARA (LRT)

Las utilidades HARA son una utilidad de la riqueza o del consumo que estd dada por:

1=y
u(w) :ﬁ [”;V +b} b>0

Viendo la primera derivada:

aw

umw;@/ﬁ!jﬁ[y+41y3j
e
]

Y ahora hay que ver la segunda derivada:

aw

—(v+1)
& [er]
Y

Y con esto se ya se puede calcular la aversion al riesgo absoluta:

ARA =

az[%+b}*(y+l)
Y

r 1-(rt)——r

r 1-r-1+y

= aw+by
Y
__ @
~aw+by
1

v by

Tw o b
7t

Esta seria la aversion al riesgo absoluta de esta utilidad. La tolerancia al riesgo de esta utilidad
seria:
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Tw) = + 2
Y a
Esta es una funcién de tolerancia al riesgo decreciente sobre la riqueza. Esto tiene sentido si se
toma en cuenta que es una funcién lineal, por eso se les llama linear risk tolerance (LRT).
Estas utilidades HARA tienen esa caracteristica. Ahora note que se habia dicho que lo que
tenia sentido era que:

1
T'w)==vy>0
(w) 7

O sea que el y tiene que ser positivo.
Vamos a recapitular lo que se ha visto con las utilidades HARA. Habiamos visto que la aversion

al riesgo absoluto se definia como ARA = — y la tolerancia al riesgo T'(w) = % =+ Z.

wyb
Y a
Con respecto a la aversion al riesgo relativo era RRA = w-ARA = ﬁ y la tolerancia relativa
Y aw

al riesgo era RT (w) = %,—i— by.

Habiamos dicho que la tolerancia al riesgo debia ser creciente conforme aumentaba la riqueza
T'(w) = 71, > 0 siempre y cuando ¥ > 0 (mds adelante se va a estudiar que pueden haber casos
HARA donde y < 0 pero de momento se asume que es positivo).

Luego, con respecto a la tolerancia relativa al riesgo RT'(w) = ﬁ y tenia sentido que la
primera derivada fuera negativa, o sea, que sea decreciente con respecto a la riqueza. Como se
suponia que b tiene que ser mayor a 0 para que esto tenga sentido b > 0, por lo que también a
tendria que ser mayor a 0 a > 0.

Pero, especificamente, si se dice que el limite de la aversion al riesgo relativo cuando la riqueza
w tiende a infinito, tiene que ser mayor que 1 segin Arrow, para que no se de lo de la paradoja de
San Petersburgo:

lim RRA > 1

W—r+-o00

Y la tolerancia del riesgo relativo, su limite cuando w tiende a infinito:

1
limRT:5/<1 —y>1

W—roo

%, tiene que ser menor que 1, y esto entonces implica que 7 > 1. Entonces la teoria dice que:
e bh>0

e a>0

o v>1

Esto es lo ideal, pero no siempre se va a dar asi.

Casos especiales de HARA

Para recordar:

Vamos a ver casos especiales:
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1. y = +oo: viendo la tolerancia al riesgo seria T'(w) = %, y es constante, y como es el inverso
de la aversion al riesgo absoluta también seria constante, y esta aversion al riesgo absoluta
constante se llama CARA.

u(w) =—exp{—aw}

Hay que analizar si tiene techo, piso, etc.

2. y < 0 implicaria que 7’(w) < 0 y la tolerancia al riesgo disminuiria en riqueza y mds bien
ARA aumentarfa en riqueza. Esto teéricamente no tiene mucho sentido.

3. y= —1: este es un caso de gran interés. Es negativa, pero cuando es igual a -1 se tiene
ulw) =c+dw— %wz y es una utilidad cuadrética. Y con esto u'(w) = —e < 0 y para
que sea averso al riesgo tendria que ser que —e < 0 y esto se cumple cuando e > 0. Esto
econdémicamente tampoco tiene mucho sentido pero existe.

4. y> 0y en este caso la tolerancia al riesgo 7’(w) > 0 y esto econémicamente no da problemas.

5. 7= 0 provoca la tolerancia al riesgo se indefina hacia infinito. Econémicamente ser infini-
tamente tolerante al riesgo significa, no que sea amante al riesgo, si no mds bien otra cosa.
Viendo la utilidad cardinal con y = 0 habria que hacer L’Hopital. Pero la idea es que es
infinitamente tolerante al riesgo y entonces la aversion al riesgo absoluta ARA(w) = 0. No es
amante al riesgo, solo lo tolera; son cosas diferentes. Es neutro al riesgo.

6. b =0. Caso de interés. Quedaria la funcién de utilidad Wllfy;l = u(w) que es la utilidad de

potencia. Aqui la tolerancia al riesgo es igual a T'(w) = % y la tolerancia al riesgo relativo

serfa RT (w) = Jl, Ahora veamos la primera derivada de la funcién de potencia:

" —y—1
W'(w)=—yw?
Y con esto se puede calcular la aversion relativa al riesgo:
MN (W)
u'(w)

—r-1
I L
w—Y

RRA=—w

=W - ,},W*')/flJr’)/
Y

=Y

Es decir, que esta funcién de utilidad tiene la caracteristica de que se llama utilidad de
potencia o isoeldstica, pero también se llaman CRRA (aversion al riesgo relativa constante).
Esta funcidn de utilidad se usa mucho en economia, y ahora vamos a ver casos especiales de
esta.

2.9.2 Utilidades CRRA

Considere la funcién u(w) =
ver casos especiales:
o y= %: esto implica que u(w) = 24/w. Esta funcién de utilidad tiene piso y no tiene techo.
Note que:

I=y_ ., . .
nyl y su aversion al riesgo relativa es RRA = y. Ahora, vamos a
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- u(0)=2/0=0<1 — tiene piso
— u(+o0) =24/+o0 =400 >1 — no tiene techo
e y=2generau(w)=c— % Esta funcién de utilidad tiene techo y no tiene piso. Note que:
— u(0) = ¢ — § = —e0 < 1 no tiene piso
— u(+4o0) = ¢ — - = c tiene techo
e Y= 1 queda una indefinicion g y hay que usar L'Hopital. Entonces queda u(w) = Inw. Esta
funcién de utilidad no tiene ni techo ni piso. Note que:
— u(0) =In0 = —eo < 1 — no tiene piso
— u(+o0) =In+o0 > 1 — no tiene techo
Estos son posibles casos que podrian salir, pero lo ideal seria que:
o y>1
e b>0
e a>0

Ejercicio 2.2 — Preguntas del dia. Pregunias:

1. ;Cudles condiciones impone la Superparadoja de San Petersburgo a las utilidades? —
Arrow dice que las utilidades deben tener piso y techo para que las utilidades esperadas
no vayan a infinito.

Esto se dice que es una condicion suficiente, ;esto qué significa? — Cuando imponemos
un piso y un techo ya las utilidades no van a dar infinito y no se va a presentar la
Superparadoja de San Petersburgo y con esto el axioma de comparabilidad no se vera
violada.
@ | A pesar de esto, utilidades como la logaritmica no funcionan y atin asi se usan!
Hay que tener cuidado con esto.

2. ;/Qué puede decir acerca de las funciones de utilidad isoeldstica o de potencia? — Es de
elasticidad constante.
¢ Pero desde el punto de vista financiero, qué caracteristicas tiene? — Son un caso especial
de las funciones HARA cuando b — 0. Tiene aversion al riesgo relativo constante. Dice
que a medida que aumente el ingreso del agente, su aversion relativa al riesgo se mantiene
constante y no varia.

Por eso es que en finanzas se llama CRRA. ;Estas funciones tienen piso o techo? —
Depende de los valores de 7. 7 es la RRA en esta funcién y puede tomar varios valores
posibles.

Con las funciones RRA ninguna cumple ambas: que tenga piso o techo; cumplen una u
otra. El caso especial de la funcion logaritmica es que esta no cumple ninguna de las dos.

3. /Qué puede decir acerca de la aversion al riesgo absoluta? — Se calcula haciendo la
segunda derivada de la utilidad sobre la primera derivada de la utilidad. Dice que durante
toda la funcién va a ser de aversion al riesgo absoluta constante.

4. ;Qué se sabe acerca de la aversion al riesgo absoluta como funcion de la riqueza? —
Cuando aumenta la riqueza va a disminuir la aversién absoluta al riesgo.
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3. Definiciones de rendimientos

Una de las problematicas con lo que hemos venido viendo es que las utilidades son dificiles de
percibir y comprender, por lo cual se suele utilizar los repagos y los pagos. Se va a empezar por
definir qué son los rendimientos.

Hay que averiguar sobre qué son los siguientes conceptos:

o Ex-dividendo

e Hipotesis de la caminata aleatoria

Estos conceptos son para indices financieros. Estin relacionados con la raiz unitaria pero son
un poco diferentes aunque si hay cierta relacién.

Rendimientos

El ejemplo que se venia usando era el de Apple pero ahora sus rendimientos estdn muy altos y no
es algo muy representativo. Vamos a ver JPM : JP. Morgan. Este es el banco mds valioso de los
Estados Unidos y uno de los més valiosos del mundo.
Suponga que:
1. Se compra una accién de la empresa el 30.06.2020 que cost6 $94.06. Esta inversion va a ser
de un mes.
2. En ese mes, JPM declara un dividendo de $0.90 (por cada accién se reciben 90 centavos de
dividendos)
e Acciones estdn ex-dividendo 2.07.2020
e Accionistas reciben pago el 31.07.2020
3. Se venden las acciones el 31.07.2020 a las 6 pm (suponiendo que ya se recibi6 el dividendo).
Se vendieron en $96.64
Ahora se va a considerar cudl fue el rendimiento de la accién, que aunque parece simple, tiene
sus matices.

Definicion 3.1 — Rendimiento simple. El rendimiento mensual simple se define como:

cudnto se gana vendiendo + dividendo — la inversién inicial

Fme=

la inversidn inicial
_ $94.64 + $0.9 — $94.06
B $94.06
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Este rendimiento se puede dividir conceptualmente de la siguiente manera:

. cuanto se gana vendiendo — la inversién inicial dividendo
14 o
m la inversion inicial la inversidn inicial
. $94.64 — $94.06 n $0.9
~_ $94.06 $94.06
— ~——
capital gains dividend yield
plusvalia rendimiento del dividendo
=0.0274 4 0.00956
=2.74% + 0.956%

=3.7% mensual

@ | Usualmente se suelen dar medidas con 4 decimales en economia financiera porque son muy
importantes y hacen diferencia.

La razén por la cual es importante hacer esta distincién es porque son diferentes formas de
ganancia — hay un tratamiento fiscal distinto. En Costa Rica, el capital gains paga un impuesto
del 15% pero si es dividend yield para un 30%. En Estados Unidos también pasa lo mismo, hay un
tratamiento diferenciado.

Y esto aplica no solo a las acciones, sino que puede see también en una casa que esté en AirBnB:
se compra una casa en Barrio Escalante y se alquila a un restaurante: ahi los capital gains seria la
plusvalia que gane la casa en el tiempo y el dividend yield serian los alquileres que se perciban.

Entonces, si el rendimiento mensual simple es de 3.7%, ;cudnto es el rendimiento anualizado?

Definicién 3.2 — Rendimiento anualizado. El rendimiento anual se define como:

Far =(14+1m)? =1
=(1.037)12 -1
=0.5464
=54.64%

Que seria muy diferente de simplemente multiplicar por doce el rendimiento mensual, aqui es
un rendimiento compuesto.

Ese es un rendimiento muy alto, y serfa muy diferente del rendimiento donde solo se multiplica
por 12.

Ahora se va a ver el rendimiento bruto.
Definicién 3.3 — Rendimiento bruto. El rendimiento bruto se define como:

Rat :1+7at
=1.5464

Es cudnto queda en bruto de haber hecho la inversion. Si se inviertieron $100 délares en JPM al
inicio del afio, se tendran $154.64 ddlares.

Y ahora sigue otro rendimiento que también se usa. En Estados Unidos habian techo en las tasas
de interés de 9%, sin embargo la inflacién llegé al 15 o 16%, entonces los bancos para competir por
los depdsitos era que pagaban el techo de los intereses, pero lo capitabilizaban cada 6 meses.

Entonces pagaban un 4.5% en junio y en dicimbre pagaban 9% sobre el restante y salfa un poco
mads. Entonces se empezaron a capitalizar mds frecuentemente y asi sucesivamente y de ahi surgié
la idea de la capitalizacién continua.
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Definicion 3.4 — Tasa continuamente compuesta. Se define la tasa continuamente com-
puesta como:

rar =InRg,
=In(1+7,,)
=0.4360
=43.60%

Entonces si alguien ofrece una tasa continuamente compuesta, eso es equivalente que recibir
al final el 54%. Por lo que si se invierten $100 al inicio del periodo a una tasa continuamente
compuesta del 43.60%, al final se van a tener esos $164.54, es decir ese 54%.

Esta tasa continuamente compuesta del 43.60% es equivalente a un rendimiento anual simple
del 54%.

Esto tiene muchos usos en finanzas y es muy facil de manipular. Pero ahora se quiere encontrar
la tasa continuamente compuesta pero mensual.
Definicion 3.5 — Tasa mensualmente compuesta. Se define la tasa mensualmente com-
puesta como:
Tat

"=y

Es decir, se divide entre 12 la tasa continuamente compuesta anual.
Definicion 3.6

fmt :er”” - 1
=0.037
=3.7%

Entonces, hasta ahora se ha visto:

¢ Rendimientos simples: intuitivos pero dificiles de manipular

¢ Rendimientos brutos: muy simples es solo sumar uno a los rendimientos simples

¢ Tasa continuamente compuesta: no tan intuitivos pero si son muy utilizados en finanzas.
Ahora se van a pasar a los conceptos de dominancia.
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4.1.1

4. Conceptos de dominancia

@ Hasta ahora hemos discutido los axiomas de la preferencia del inversor, luego los hemos

utilizado para desarrollar funciones de utilidad cardinal, y finalmente empleamos las funciones
de utilidad para medir las primas de riesgo y derivar medidas de aversion al riesgo. Claramente,
cualquier inversor, sea 0 no averso al riesgo, buscard maximizar la utilidad esperada de su
riqueza. El papel de la utilidad esperada se puede utilizar para introducir la economia de la
eleccién bajo incertidumbre.

Se tiene la pregunta siguiente:
o Se tienen dos inversiones riesgosas con repagos cada una de x (una accién en Apple) y y (una
accion en Google): x Ay
e No se van a usar ni el ARA ni el RRA porque no son cosas observables.
e En su lugar, se va a usar la dominancia:
— Cudles son las condiciones de las distribuciones de x Ay tal que, por ejemplo, x > y
— Solo se supondrd que u' > 0o u” < 0.

@ Es decir, lo tnico que se hereda de las utilidades es suponer que la utilidad marginal es
positiva, o que se es averso al riesgo.

Conceptos de dominancia

Se va a ir de més restrictivo a menos restrictivo en distribuciones:
1. Dominancia de estado por estado
2. Dominancia estocdstica de primer orden (first order stochastic dominance): u' > 0. Se le
llama DEPO.
3. Dominancia estocdstica de segundo orden (second order stochastic dominance): u' > 0Au" <
0. Se le llama DESO. Hay un caso especial de esta dominancia que se llama aumento en
riesgo.
e Aumento en riesgo: u” < 0 solamente se pide la aversién al riesgo y no que esté la
utilidad marginal positiva
4. Dominancia estocéstica de mayor grado: u >0 para n impar y u <0 para n par. Casi
no se usa porque si no se tiene tanta fé en las utilidades, menos en las derivadas de orden
superiores.
La dominancia estado por estado implica DEPO y esta a su vez implica DESO, pero DESO no
implica DEPO (a esto se refiere con mds restrictiva a menos restrictiva).

Dominancia estado por estado
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Definicién 4.1 — Dominancia estado por estado. Sea s un estado de la naturaleza y S un
conjunto de estados de la naturaleza. Si

x?)—ysixs>ysVs€S

La proposicién anterior se pudo haber afirmado como x; > y; pero lo importante es que haya al
menos una desigualdad estricta.
La expresion > significa que domina estado por estado. x; es el pago de x en este estado de
D

la naturaleza s (que puede ser una recesién o un estado de auge o estado de Covid, estado de
guerra, etc.).

La condiciones de dominancia se pueden escribir de varias maneras:

e Representacion: y = x+ z donde Prob(z < 0) = 1. Estd diciendo que y (Walmart) es como x
(Amazon) pero un poquito més malo, porque z serd negativo o si a caso cero. El repago de
Walmart siempre sera el repago de Amazon menos un poquito.

¢ Distribucién: x; > y;. Aqui se puede crear una funcién de densidad en base a los estados de
naturaleza.

e Utilidad esperada: E [u(x)] > E [u(y)]. Ademds, si se tienen otras inversiones w y a esa
cartera inicial comprar x o y: E [u(x+w)] > E [u(y +w)].

El problema de esta condicién es que es demasiado fuerte. Puede haber un estado de la
naturaleza donde Walmart le gane a Amazon (por ejemplo si el servicio postal fallara esto
afectaria mds a Amazon que a Walmart) entonces si es posible pensar en estados de naturaleza
donde Amazon se vea més afectado que Walmart.

Entonces si no se cree en este supuesto, hay otro supuesto un poco mas débil.

4.1.2 Dominancia estocadstica de primer orden (DEPO)
Definicion 4.2 — Dominancia estocdstica de primer orden. Si

X >
DEPO
FOSD

x~ fx)y y~gQ)

Entonces se suponen las siguientes cosas (y las tres condiciones son equivalentes entre si):

e Distribucién: F(r) < G(t) Vt con desigualdad estricta en al menos un ¢. Si se compra una
accion de Amazon y Walmart: ;cudl es la probabilidad de que esa inversion valga $100 o
menos? Para Amazon, ;cudl seria ese nimero? ;como se calcularia esa probabilidad? —
las distribuciones F y G serian algo asi:

F(t)—/t F(s)ds G(t)—/_tmG(s) ds

Esto lo que dice es que, una distribucién dice cudnto son los pagos hasta cierto punto,
por eso es el <. Entonces la condicién de la distribucién F(¢) < G(t) dice que x es més
atractivo que y porque la probabilidad de que paguen un mayor rendimiento esde 1 — F' y
1-G.

Otra forma de verlo es que F y G son las probabilidades de los malos rendimientos.
Entonces la probabilidad de malos rendimientos de x es menor la probabilidad de
malos rendimientos de y.
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. d
e Representacion: y = x+z donde Prob(z < 0) = 1 por lo que z se puede pensar como un
nimero negativo.

ellos. Por lo tanto, se puede decir que y es igual en distribucidon a x — 1 y se escribe asi

y L1, (Serd esto igual que la dominancia estado por estado? ;Existe la probabilidad
de que eventualmente sea y menor que x? Asumiendo que son independientes entre
ellas.

Otra forma de decirlo es que esa igualdad de distribucién no es decir que sean igual
estado por estado, pero la distribucién de y es como si se corriera la distribucién de
x — 1 es decir, corrida un poco hacia la izquierda.

Pero no se esta diciendo que sean iguales estado por estado. Es muy diferente que la
igualdad. [

utilidad esperada de x tiene que ser mayor que la utilidad esperada de y

oo

Elu(0)] = [ u)-(s)ds> [ uls)-g(s) ds = Eluly)]

—oo —o0

Estas tres condiciones son equivalentes entre si.

En otras palabras, la distribucién acumulativa de probabilidad (definida en la riqueza,
W) para el activo y siempre se encuentra a la izquierda de la distribucién acumulativa para
x. Si esto es cierto, entonces se dice que x domina a y. La Figura siguiente muestra un
ejemplo de dominancia estocdstica de primer orden asumiendo que la distribucién de riqueza
proporcionada por ambos activos es una distribucién normal (truncada). Es evidente a partir
de la figura que x domina a y porque la distribucién acumulativa de y siempre se encuentra a
la izquierda de x.

FW)

Figure 4.1: Un ejemplo de dominancia estocéstica de primer orden

La dominancia estocastica de primer orden se aplica a todas las funciones de utilidad
crecientes (por eso es que justamente el supuesto necesario para evaluar DEPO es que
u' > 0, indicando que la funcién debe ser estrictamente creciente). Esto significa que
las personas con cualquiera de las tres posiciones frente al riesgo (también se puede
pensar que por esto DEPO implica DESO, porque aqui en DEPO se incluyen todo tipo
de agentes mientras que DESO solamente personas aversas al riesgo) preferirian el

| Ejemplo 4.1 Por ejemplo: y ~ N(0,1) y x ~ N(1,1) y son independientes entre

e Utilidad esperada: si se tiene una utilidad marginal positiva «’ > 0 tiene que ser que la

Una de las tareas es que dan inversiones con sus distintos repagos y hay que demostrar si
hay dominancia de algtn tipo: lo que se hace es que se escoge alguna de esas condiciones.
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activo x al activo y porque la dominancia estocastica de primer orden garantiza que la
utilidad esperada de la riqueza ofrecida por x sera mayor que la ofrecida por y para
todas las funciones de utilidad crecientes.

fW)
g,(W)

UiW)
Increasing

Uix)
LUiy)

Nonincreasing

Figure 4.2: Dominancia estocdstica de primer orden y utilidad esperada

La utilidad esperada es la suma de las utilidades de todos los posibles niveles de
riqueza ponderados por su probabilidad. Para una frecuencia de riqueza dada, f;(W),
en la mitad superior de la figura anterior, la funcién de utilidad creciente asigna una mayor
utilidad al nivel de riqueza ofrecido por el activo x que por el activo y. Esto es cierto para
cada frecuencia.

En consecuencia, la utilidad esperada de la riqueza del activo x es mayor que la del
activo y para el conjunto de funciones de utilidad crecientes (es decir, todas las funciones
de utilidad que tienen una utilidad marginal positiva de la riqueza). Por supuesto, lo
contrario seria cierto para las funciones de utilidad no crecientes en riqueza.

Puede pasar que la utilidad esperada E [u(x+w)| < E [u(y + w)]. Esto podria significar que una
cartera se empeore si se compran acciones de Amazon en lugar de Walmart. Esto podria ser por el
estado de la naturaleza, del riesgo y de la w que se tengan.

Si ya antes se tenian acciones de Microsoft, E-bay, Google y Facebook. Estas inversiones
o cartera w respecto a invertir en Amazon o Walmart tienen la particularidad de que son todas
tecnologicas, entonces Walmart diversifica el riesgo respecto a Amazon y asi no se tiene tanta
vulnerabilidad a un riesgo tecnolégico.

Entonces, por ejemplo, suponga que se tienen los siguientes repagos de 0, % o 1y las probabili-
dades de f y g de obtener cada pago.

t] o o1
f|025 050 025
g | 050 0.30 0.20

Suponga que las distribuciones son independientes entre ellas (podrian no serlas) y que x ~ f(x)
y y ~ g(x). Si se pidiera demostrar qué tipo de dominancia hay, ;qué seria mas sencillo hacer? —
por la primera.

Hay que calcular la probabilidad acumulada.

Y de esto se puede observar que G(¢) > F(¢) y en algiin momento hay una desigualdad
(Esto seria asi porque es DEPO, pero DESO admite que las distribuciones acumuladas se
crucen en algiin momento). El teorema dice entonces que x DZJO y. Entonces, suponiendo que

son independientes, ;cudl seria la probabilidad de que x =0y y =1?
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o 1 1
025 050 0.25
0.50 030 0.20
025 0.75 1.00

0.50 0.80 1.00

Q moa |~

Prob[x =0,y = 1] =0.25-0.20
=0.05
=5%

entonces existe una probabilidad del 5% de que y sea mayor que x, pero dominancia estado por
estado significaria que esa probabilidad fuera siempre 0: que y nunca pudiera ser mayor a 1.

@ | Lamoraleja del ejemplo es ver que la dominancia estocdstica de primer orden no implica la
dominancia estado por estado.

4.1.3 Dominancia estocastica de segundo orden (DESO)

Teorema 4.1 Se dice que x domina estocésticamente en segundo orden a y x > y, donde
DESO

x~ F(x)yy~ g(y) si cualquiera de las siguientes se cumple:
¢ Condicién de distribucion:

t

/ [F(s)— G(s)] ds <OV
con desigualdad estricta en alguna.

Aqui serfa la integral de la integral, y no tiene una explicacion intuitiva, sino que seria solo
un numero.

o Condicién por representacion: se puede representar a y en distribucion como y 4 x+z+E€
donde Prob(z <0) =1y € es un ruido tal que E[¢] =0y E [E?] > 0. Esto sf tiene
interpretacion intuitiva: se puede poner en distribucién a y y decir que y es como x
quitandole algo (z) y poniéndole ruido €.

Asi, por ejemplo:

yNN(O,Z)
x~N(1,1)

Entonces, con esas distribuciones, ;c6mo se podria definir uno y otro en distribucién? —
yLx—1+edondex—1~N(0,1)ye~N(0,1).
e La utilidad esperada de x es mayor que la utilidad esperada de y:

Elu)] = [ u(s)f(s)ds> [ uls)gls) ds=E[u(y)

(también se podrian con integrales indefinidas).

El DEPO implica al DESO. Es decir:
F(s) < G(s)=F(s)—G(s) <0Vs

y entonces, por lo tanto:
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[ IFe) -G <o

que es la condicién DESO.
Es decir, que partiendo del DEPO sale el DESO: toda distribucién que domina en primer
orden, domina en segundo orden, pero no al revés.

@ ) Ladominancia estocdstica de segundo orden no solo asume funciones de utilidad donde la
utilidad marginal de la riqueza es positiva; también asume que la utilidad total debe aumentar
a una tasa decreciente. En otras palabras, las funciones de utilidad son no decrecientes y
estrictamente céncavas. Por lo tanto, se asume que los individuos son aversos al riesgo.
Esto significa que para que el activo x domine al activo y para todos los inversores aversos
al riesgo, el drea acumulada bajo la distribucién acumulada de probabilidad de y debe ser
mayor que el drea acumulada para x, por debajo de cualquier nivel dado de riqueza. Esto
implica que, a diferencia de la dominancia estocastica de primer orden, las funciones de
densidad acumulativa pueden cruzarse.

fiw) fIW)

LW Linear
Concave

W

(a) ' (b)

Figure 4.3: Un ejemplo de dominancia estocdstica de segundo orden

La figura anterior proporciona un ejemplo grafico, esta vez asumiendo distribuciones
normales. Obviamente, el activo x dominard al activo y si un inversor es averso al riesgo porque
ambos ofrecen el mismo nivel esperado de riqueza (L, = Ly) ya que y es mds arriesgado.
Tiene una mayor varianza. El criterio de dominancia estocastica de segundo orden requiere
que la diferencia en dreas bajo las funciones de densidad acumulativa sea positiva por debajo
de cualquier nivel de riqueza, W;. Hasta la media, G,(W) es estrictamente mayor que F(W).
Mas alla de la media, ocurre lo contrario.

La Figura 10(b) relaciona el concepto de dominancia estocastica de segundo orden
con la nocién de maximizar la utilidad esperada. La funcion de utilidad céncava de un
individuo averso al riesgo tiene la propiedad de que el aumento en la utilidad para
cambios constantes en la riqueza disminuye como funcion de la riqueza. Por lo tanto,
si seleccionamos una frecuencia dada de riqueza como f;(W), mapea cambios iguales en la
riqueza, Wi y Ws.

La diferencia en utilidad entre x e y por debajo de la media es mucho mayor que
la diferencia en utilidad para el mismo cambio en riqueza por encima de la media. En
consecuencia, si tomamos la utilidad esperada emparejando todas esas diferencias con igual
probabilidad, la utilidad esperada de x se considera mayor que la utilidad esperada de y.

Si el individuo fuera neutral al riesgo, con una funcion de utilidad lineal, las difer-
encias en utilidad por encima y por debajo de la media siempre serian iguales. Por lo
tanto, un inversor neutral al riesgo estaria indiferente entre las alternativas x e y.
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Ahora se va a ver un caso especial de dominancia estocéstica de segundo orden.

Proposicion 4.1 — Intuicién de las loterias discretas y la dominancia estocdstica de
segundo orden!. Usted esta considerando dos fondos de inversién A y B con los repagos y
probabilidades descritos abajo. Usted s6lo sabe que u/(w) > 0y que u”(w) < 0. Explique si es
posible determinar cudl de los fondos serian preferidos, y si no es posible clasificarlos, explique
porqué.

Fondo/Repago | 200 300 400 500
A 045 0.20 0.30 0.05
B 0.50 0.15 0.25 0.10

Table 4.1: Probabilidad de Repago de Fondos

Observando los repagos y las probabilidades que tiene cada repago segun el fondo, es posible
graficar esta informacién de manera tal que en el eje horizontal se grafican los repagos y en el eje
vertical la probabilidad acumulada. Entonces, calculando la probabilidad acumulada se tiene:

Fondo/Repago | 200 300 400 500
A 045 0.20 0.30 0.05
B 0.50 0.15 0.25 0.10
F(A) 045 0.65 095 1.0
F(B) 0.50 0.65 090 1.0

Entonces, los repagos y las respectivas probabilidades acumuladas de cada uno de los fondos se
ven asi:

FA FA
wl 0 e ] e
0.95 ._Q 0.95
0.90 0.90 ._o
0.65 0—0 0.65 O—O :
0.50 0.50 Q—O :
0.45 .—o 0.45 :
7% 00 400 00 >z =% 30:0 o e >z

De lado izquierdo se tiene el caso para el fondo A (color rojo) y de lado derecho el fondo B
(color azul). Estas distribuciones acumuladas pueden juntarse en un solo grafico para comparar
ambos fondos, igualmente que cuando se hacia con loterias continuas.

IExtraido de https://www.princeton.edu/~dixitak/Teaching/Economics0fUncertainty/Slides&
Notes/Notes04.pdf


https://www.princeton.edu/~dixitak/Teaching/EconomicsOfUncertainty/Slides&Notes/Notes04.pdf
https://www.princeton.edu/~dixitak/Teaching/EconomicsOfUncertainty/Slides&Notes/Notes04.pdf
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A
Lo e
0.95 Q—O
0.65 . O E
0.50 ._O :
42% 306 4():0 50:0

~Vv

g ) El color morado indica que en ese tramo coinciden ambas distribuciones (rojo y azul) de
modo que ninguna estd por encima de la otra y més bien se sobreponen.

Ahora, con ayuda de la gréfica, se puede calcular la integral del criterio de DESO:

Fondo/Repago 200 300 400 500
A 045 0.20 0.30 0.05
B 0.50 0.15 0.25 0.10
F(A) 045 0.65 095 1.0
F(B) 0.50 0.65 090 1.0

ffoo F(s)—G(s)ds

Observe que la integral viene desde menos infinito hasta t, donde t es el premio. El primer
premio de ambas loterias es 200, por lo que, antes de ese momento, ninguna distribucién ha

acumulado nada de probabilidad, y por ende [’ F(0)—G(0) = 0.

Fondo/Repago 200 300 400 500
A 045 0.20 0.30 0.05
B 0.50 0.15 0.25 0.10
F(A) 045 0.65 095 1.0
F(B) 0.50 0.65 090 1.0
[T F(s)—G(s)ds | 0

@ | Observe que para la primera entrada esto siempre serd asi, por lo que también es normal
ver que a veces la primera entrada se deja vacia sin anotar nada porque se sobreentiende que
antes del primer premio no hay probabilidad acumulada para ninguna de las distribuciones.

El segundo premio de ambas loterias es 300. Como la integral viene desde menos infinito, eso
significa que hay que tomar en consideracion lo que ha pasado en los premios pasados. Vea que que
en el tramo de 200 y 300 la linea azul estd por encima de la roja. Esto se refleja matemdticamente:

/_:o F(S)—G(s)ds:/_:o F(s)ds_/_; G(s) ds

Y para el caso concreto de estos premios:
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300 300
FA(Z‘) ds— FB(Z‘) ds
200

300 300
/ tds— / tds
200 200

@ | Es decir, cuando las loterias de los repagos son discretas, la resta de las integrales
es simplemente restar alturas. Recuerde que [k dx = k-x+ C. De esta manera, dado
que son distribuciones discretas, las distribuciones acumuladas se ven como rayos
("coloreados''), y su integral es simplemente la altura (la probabilidad acumulada)
multiplicado por el desplazamiento horizontal (la diferencia entre los premios).

Asi entonces, hacer los analisis de dominancia se vuelve mas intuitivo con la ayuda de
los gréficos anteriores.

Es decir,
|300 |3oo
L-dyo0 — 1 lpo0—

4.1.3.1 Aumento en riesgo (caso especial DESO)

Six~ f(x)yy~ g(x) se dice que x es un aumento en riesgo en y x > y si cualquiera de las
riesgo

siguientes condiciones se cumple:

e Condicién de distribucién: [*_[F(s) — G(s)] ds <0y ademds [~ sf(s) = [~ sg(s). Aqui
se estd diciendo es que las dos variables x,y tienen la misma media.

e Condicion de representacion: y 4 x+éedonde E[e] =0y E [82] > 0. En aumento en riesgo
ya no hay dominancia estocdstica de primer orden y y se puede representar Como x pero con
mas riesgo.

o Utilidad esperada: E [u(x)] = [~ u(s)f(s) ds > [~ u(s)g(s) ds = E [u(y)] y lo dnico que se
pide es que sea averso al riesgo u” < 0.






5. Preferencias de media y varianza

Esto es muy importante en finanzas y su importancia. Fueron usadas por primera vez en 1952 por

. . .. + - .
Markowitz para la teoria de carteras. La utilidad esperada de los agentes va a ser Var(i, o y partir
de aqui viene algo sobre cémo armar carteras que se ve en la tercera parte del curso. Esto se va a
usar mucho.

@ Si la distribucion de rendimientos ofrecida por los activos es conjuntamente normal,

entonces podemos maximizar la utilidad esperada simplemente seleccionando la mejor
combinacion de media y varianza. Esto es computacionalmente mucho mas simple que
la dominancia estocastica pero requiere que nos restrinjamos a distribuciones normales.
Cada distribucion normal puede ser completamente descrita por dos parametros: su
media y su varianza, es decir, rendimiento y riesgo.

. . - .. .. d
Suponga que se tiene una variable x; que se puede escribir en distribucién como x; = x| + €.

(Qué se puede decir sobre x1,x2? Se puede decir que x> es un aumento en riesgo sobre x1: xo > Xi.
riesgo

Ademads se puede decir que:

E[v] =E[a] +Ee]
Var(xy) >Var(x;)  u' <0

Lo dnico que se tiene que suponer es que hay aversion al riesgo: se estd diciendo que si hay
dos variables que tienen la misma media, pero uno tiene mds varianza, ese con mds varianza es un
aumento en riesgo.

(Bajo qué condiciones se cumple esto? — se van a ver las condiciones suficientes de media y
varianza. Son dos: una tiene que ver con utilidades cardinales y otra con la distribucién. Con solo
que se cumpla 1 es suficiente, no se tienen que cumplir las dos necesariamente.

1. Utilidades cuadraticas: se habian hablado mal de las utilidades cuadraticas porque habia
un problema con que el ARA(w) es creciente, y para los economistas se suponia que con-
forme crecia la riqueza habia menos aversion al riesgo absoluta. Ese es el problema de las
cuadréticas, que van a ser asi:
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El problema con que una utilidad sea asi es que hay una zona donde hay utilidades marginales
negativas. Aqui se estaria diciendo que si aumenta la riqueza después del punto maximo
disminuiria la utilidad y eso no tiene mucho sentido. Entonces a veces esto se soluciones
trabajando solo en un rango:

<

2. Cualquier utilidad ' > 0y u”” < 0 y rendimientos elipticos.

Definicién 5.1 — Distribuciones elipticas. Suponga que:

reR"
N es un vectorn X 1

V es una matriz semidefinida positivan x n

Una distribucidn es eliptica si tiene una funcién de densidad (de probabilidad):
F(r)=Kg[(r—N)V '(r—N)]

Estas distribuciones tienen varias caracteristicas:



5.1 Demostracion de preferencias 61

5.1

e Son simétricas alrededor de
o Depende exclusivamente de dos variables: i, Var

Hay casos de distribuciones elipticas. Piense en el caso més facil posible: n = 1

U—W]

F(r) :Kg[ =

Distribucién normal (Gauss)
Distribucién t-student
Laplace

e Logistica
La distribucion eliptica es una generalizacion de la distribucién normal. Observe que por
ejemplo la distribucion t-Student tiene forma de campana, pero esta tiene colas mds gruesas
y asi. Pero por ejemplo, los rendimientos de las acciones se parecen mas a las t que a las
normal. Las t también se usan para contraste de hipétesis.
La distribucién normal y la t se parecen conforme aumente el nimero de observaciones.

@ | Sino se entendid bien el concepto de distribucién eliptica, puede pensarse en una
distribucién normal, que es un caso especifico de la distribucion eliptica.
Esto servirfa siempre y cuando haya simetria. Si por ejemplo se habla de una cartera
asimétrica, ya no serviria pensar en esto.

Demostracion de preferencias

Suponga que la riqueza final va a ser igual a la riqueza inicial por uno mas el rendimiento
simple:

w1 :W()(l + 7’)
:W()R

O la riqueza inicial multiplicada por el rendimiento bruto. Sin pérdida de generalidad se va
a suponer que wo = 1. Esto se puede decir para las utilidades sin pérdida de generalidad
porque se tienen dos grados de libertad y se estd usando uno aqui.

Entonces lo que se estd diciendo es que:

w1 =R

Ahora se van a ver caracteristicas de R:
e E[R] = u (suponiendo que se estd trabajando en una sola dimensién)
o Var[R]=E(u—R)> = 6> =E[R*] — u?
Abhora se quiere hacer una expansién de Taylor de la utilidad de la riqueza alrededor de u.

uwr) =u(p) 1 ()[R~ ] + (R s

donde Rj es el resto de la expansion de Taylor:

1 n n n
Y, ()R — )l

n=3

u™ es la enésima derivada de u.
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Abhora, a partir de esta expansion de Taylor, que es una expresion exacta, se va a sacar la
utilidad esperada:

2

Elu(w)] = () + 5 (w) + E[Rs]

donde el valor esperado del remanente Rz va a ser:

oo

1
EIRs] = Y —ul (wym,

n=3

m, =E[R— ul"

donde m,, son los momentos de una variable aleatoria. El tercer momento es la asimetria y el
cuarto momento es la curtosis. Esto es ttil porque cuando se analicen los rendimientos hay
que ver si tienen asimetria, curtosis.
Vamos ahora a ver casos:
o Utilidades cuadraticas: las utilidades cuadraticas admiten dos derivadas, lo cual significa
que ) =0V n > 3 lo que implica que R3 = 0 y E[R3] = 0.

b
u(wy) =wy — aw% (5.1)
by
=R— =R 2
7 (5.2)

Entonces se estd diciendo que todo se puede explicar como media o varianza. Vamos a
sacar primero la utilidad marginal:

1
W(R)=1-bR>0&<R< A

Entonces hay que definir el rango de rendimientos como uno solo. En cuanto a la
segunda derivada tiene que ser menor que 0:

W'(R)=-b<0&b>0
La utilidad esperada:
E[u(R)] =V =E[R] - gE[RZ]
V=u
Y asi, la varianza:

Vo? =E[R*] — u®
E[R* =0+ p?

Y esto entonces lo que dice es que la utilidad esperada va a ser:
b
\% :‘U—E [62"‘”2}
=V (u,0?)

Esto lo que dice entonces es que la utilidad esperada depende de los parametros
de la varianza y la media.
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Entonces se van a ver varias cosas acerca de la media. Entonces ahora se van a a ver varias
cosas acerca de esta varianza.

(Cudl era la definicién de una curva de indiferencia? — eran las combinaciones de mer-
cancias que generaban un mismo nivel de utilidad. Ahora las vamos a definir asi: son las
combinaciones de 1 y ¢ (media y varianza) tal que V(u,c) = k. Esto significa que si se
tuviera la siguiente funciéon ¥ = V(u, o) —k = 0 esta tiene que ser igual a 0 siempre.

Lo que interesaba de las curvas de indiferencia era ver la forma de la pendiente, entonces se
va a hacer una derivada total:

La derivada total tiene que ser siempre igual a cero (por el teorema de la funcién implicita) y
esto lo que dice es que:

d _ Vo

Ahora, vamos a ver qué pasa con esa curva de indiferencia:

Y hay que ver el signo de esto. Se sabe que :
R<1 VR
b
1
E(R] :u<z<:>ub<1<:>1—ub>0

Entonces la derivada parcial anterior tiene que ser mayor a 0 V, = 1—bu > 0. Entonces
ahora habria que sacar la derivada parcial respecto a o:

Y con esto entonces, la pendiente de la curva de indiferencia de u y ¢ es igual a:
dy __bo
des 1—-bu

(Coincide esto con lo visto en teoria microeconémica? Cuando se tenian dos bienes (como

peras o manzanas) se tiene algo como:

>0

manzanas

pendiente
curva indiferencia
negativa

peras
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En microeconomia se veian pendientes de la curva de indiferencia negativas, pero aqui hay
una pendiente positiva. — Aqui lo que esta pasando es que se esta comparando un bien
(Ia media) con un mal (la varianza) mientras que en microeconomia se evaluaban dos
bienes.

. . . d
Ahora, si en esa pendiente se evalia 60 =0 — =

7 = 0. Esto tiene una interpretacién
9 1lo=0

econémica que se va a ver mds adelante.
Luego, la segunda derivada deberfa tener signo positivo:

d’u b
ZE__ 7 50
do? 1—b/.L>

Graficamente se tiene lo siguiente a partir de toda la informacién obtenida anteriormente. Si
una persona es neutra al riesgo sus curvas de indiferencia son horizontales:

U

Uz

H

No le importa el riesgo (representado mediante la horizantilidad), y a mayor media,
mayor utilidad.
Ahora hay que ver la utilidad propiamente como la sacamos:

u

0

Cuando la volatilidad o desviacion estandar es 0, la utilidad es 0. Conforme se mueve hacia
la izquierda y hacia arriba se estd mas contento: porque le estarian dando una mayor media y
menor varianza.
Ahora hay que interpretar los efectos econémicos:
a. Pendiente positiva: significa que se estin comparando un bien { y un mal ¢. Pero si
fuera un amante al riesgo deberia tener una pendiente negativa: entonces seria como el
caso de las peras y manzanas. Pero aqui estamos viendo el caso de averso al riesgo y
por eso o es un mal.
b. Cuando o = 0 la pendiente de la curva de indiferencia tiene pendiente igual a 0.
Cuando pasa que ¢ = 0 se es neutral al riesgo. Cuando hay un riesgo muy pequefio la
persona se anima.
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5.2

c. Convexidad: la curva se va acelerando. Econémicamente esto significa que, por
ejemplo: con un rendimiento del 1% por mes, y en otro punto hay un 2% y después
un 3%. La curva esta diciendo que la tasa marginal de sustitucion es creciente: a pesar
de que los aumentos en la volatilidad son cada vez menores, se sigue pidiendo iguales
aumentos en la media.

U

3%

2%
1%

0 W
Se es cada vez més intolerante al riesgo: es algo tdxico. Entonces para aceptar cada vez
mads un poquito de riesgo, se tendria que pagar mas media.

Entonces, ahora para dibujar la curva de indiferencia para las distribuciones elipticas y van

a salir las mismas curvas de indiferencia, entonces las intuiciones son las mismas pero se

llegard por otro camino o ruta.

@ ) Aunque es conveniente caracterizar el rendimiento y el riesgo por la media y la
varianza de las distribuciones de rendimiento ofrecidas por los activos, no siempre es
correcto. De hecho, es correcto solo cuando los rendimientos tienen una distribu-
cién normal.

Distribuciones elipticas

La forma mads sencilla de ver por qué una distribucién eliptica genera curvas de media y
varianza es por la misma definicién que se habia dicho:

)=t o[*]

Esta funcién de densidad depende de la media y la varianza. Se tiene una utilidad mads
una densidad que depende de la media y la varianza, y por ende utilidad esperada depende
solamente de la media y la varianza.

Pero otra forma de describir una distribucién eliptica es de la siguiente manera:

R—u—+os

donde s es una distribucién con valor esperado 0 y varianza iguala 1 s ~ E[s] =0y Var[S] =1
entonces se le dice que es s es una distribucion esférica.

Recuerde que la riqueza inicial w; = R = u + os y si la distribucién de R era simétrica,
entonces la distribucion de s también es simétrica. Esto es lo que se va usar (por la definicidn
de eliptica que dice que es simétrica).

Se tiene la utilidad esperada
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Entonces, se puede hacer lo mismo que se hizo con las utilidades cuadréticas: sacar la
pendiente de la curva de indiferencia:

an_ Vo
do 'V,

Entonces hay que sacar las derivadas parciales:
° Lh

~+oo
Vy = / U+ os| F(s)ds
—_——

—o0

+
Pero se sabe que la utilidad marginal tiene que ser positiva siempre. Ahora, la otra

utilidad marginal.
o Vs

oo
Vo = / U+ os] sF(s) ds
Aqui habia que usar la regla de la cadena, de ahi sale ese s diferente que no salia en la
anterior. Ahora hay que ver el caso especial de cuando esta derivada parcial es igual a
0.

VG‘ = /er u'[u] sF(s) ds

o=0 —oo

Y de esto se puede sacar la derivada de u porque es una constante:

Vo :/+oo u'[u] sF(s) ds

o=0 —oo
~i/[WE]s]
=0

Y ahora sigue encontrar la derivada parcial Vy:

o0
Vo :/ W[+ os] sF(s) ds

—oo

@ ) Recuerde la integracion por partes:

/udv:u-v—/vdu

Y el orden de las funciones seria:
e Inversas
e Logaritmicas
o Algebraicas
o Trigonométricas
e Exponenciales
Entonces:

b b b
/ udv=u-v —/ vdu
a a a

Entonces hay que proceder a determinar quiés es u y quién es v:
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e u=1u'[u+0s o dv=sF(s)
e du=u"[u+0s°<0 .

Vo =u'[1L + 0] /anF(x) dx Z - /abu”[u +oslo </anF(x) dx>

:—/abu”[u—i—cs}-(/:xF(x) dx> <0

Hay otra demostracion mds sencilla sin usar la integracion por partes. Lo primero es que F ()
es simétrico: esto significa que F(—s) y F(s) tienen el mismo valor F(—s) = F(s), entonces
se tiene que:

=/ Wi+ o8] F(s) ds

:/ ulu+os| F ds+/ 'lu+os] F(s)ds

Abhora a la segunda integral se le hard un cambio de variable:

oo

Vo :/ W[+ os] sF(s) ds —/ U —os] sF(—s)ds
0 0 ~——
=F(s)

:/0oo {W'[u+os|—u'|p—os} sF(s)ds

Ahora observe que si las personas son aversas al riesgo u” < 0, sucede que u'[it 4+ 0s] <
u'[u — os] Vs, es decir, que la utilidad marginal es decreciente, por lo tanto, esta derivada
parcial tiene signo negativo o es igual a 0 en el caso que ¢ = 0.
Entonces se acaba de decir que:

a. Tiene pendiente positiva

di:_v‘7>()
do Vi —

=0

(i)

c. En cuanto a la convexidad: todavia no se ha demostrado pero con rendimientos elipticos
hay pendiente positiva porque se comparan un bien con un mal (¢). También se vio
que la pendiente es 0 cuando o = 0 (se es neutro al riesgo cuando la varianza es igual a
0). Ahora falta por demostrar que es convexo:

o=0
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0

Entonces, en otras palabras, para demostrar la convexidad hay que pensar en dos puntos
(11,01), (U2,02), y se sabe que si esos puntos estdn en la misma curva de indiferencia,
entonces tienen que genrar el mismo nivel de utilidad. Asf pues:

V(w,01) =V (w,00) =k

Entonces esos puntos tienen que dar la misma utilidad esperada, entonce, en otras
palabras es que:

Ry =u + 0151
Ry =5 + 0282

51,52 pueden tener correlacién o no entre ellas.

Y entonces se ofrece una cartera que tiene o de la cartera en Ry y 1 — o de la cartera
en R,, entonces se le va a dar una combinacion lineal de estos dos rendimientos, con
o< (0,1).

Y asi, esta cartera R:

Ry =a[u) + o151] + (1 — o) [ + 0252]

Y suponiendo que la correlacién entre 51,52 no es perfecta, ;se preferiria una cartera
que es una combinacion lineal de ambas o cada una de las carteras separas? — la
mezcla de las dos porque asf se estaria diversificando.

Entonces, lo que se estaria diciendo es que la utilidad esperada de R, es mayor que:

Elu(Re)] >@Eu(R)] + (1 — @)E[u(R)] > k

Entonces se estd diciendo que la utilidad esperada de una combinacién de esas carteras
es mayor que k, y entonces la definicién de convexidad (si no se quiere tomar la segunda
derivada) es que la combinacién lineal de dos puntos estd por encima de ella.

Entonces, a modo de resumen se ha visto que:

e Las condiciones suficientes para preferencias de media y varianza son las utilidades
cuadréticas o los rendimientos elipticos. Las curvas de indiferencia son cualitativamente
iguales en ambos casos.
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e Las propiedades de las curvas de indiferencia tienen las siguientes caracteristicas:
— Tienen pendiente > 0, lo cual quiere decir que la volatilidad es un mal
— Cuando la volatilidad es igual a 0 (cuando hay cero riesgo) yo me comporto como
un agente neutro al riesgo aproximadamente
— Hay una pendiente convexa (reflejando que es averso al riesgo) por lo tanto para ir
aceptando mayores porcentajes de volatilidad, me tienen que ir pagando més y
mads rendimiento.

A manera de resumen, en esta primera parte del curso lo que se ha hecho o ha visto es lo
siguiente. La 16gica de la teorfa de la eleccion del inversor puede resumirse mejor enumerando
la serie de pasos 16gicos y suposiciones necesarias para derivar las curvas de indiferencia de
la figura siguiente:

E(R)

Figure 5.1: Curvas de indiferencia de un inversor averso al riesgo

Primero, se describieron los cinco axiomas del comportamiento racional.

Se derivo la regla de la utilidad esperada a partir de los axiomas.

Se derivaron las funciones de utilidad cardinal a partir de los axiomas.

Supusimos una utilidad marginal positiva. Esto y la regla de la utilidad esperada se

utilizaron para argumentar que los individuos siempre maximizaran la utilidad esperada

de la riqueza.

5. Se definieron las primas de riesgo, y se desarrollé una medida de aversién al riesgo
local de Pratt-Arrow.

6. Se mostré que la dominancia estocdstica es una teoria general de la eleccién que
maximiza la utilidad esperada para diversas clases de funciones de utilidad.

7. Se desarrollaron curvas de indiferencia de media-varianza (que exhiben dominancia

estocdstica de segundo orden para rendimientos distribuidos normalmente) como una

teoria paramétrica de eleccion.

Eal e e

Ejercicio 5.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1.

¢ Qué es la prima de seguro? — Es lo que esta dispuesto a pagar un agente para salir de
una loteria.

;Oué se sabe acerca de esa prima? — Segun el teorema de Pratt se puede medir
empiricamente la prima de seguro de dos agentes; el que tenga una mayor prima de seguro
es mas averso al riesgo.

¢ Cudles son los componentes de esa prima de segura o qué es lo que la determina? —
2 "
o)

Ti=—=2 "Wy

. ¢Qué se puede decir de la prima por invertir y en qué difiera de la prima por seguro? —

Es la prima que hace que esté indiferente entre participar o no participar.

. ¢ Qué puede decir acerca del rendimiento bruto y cudl es su rango cuando hay respon-

sabilidad limitada? — Surge a partir de sumarle 1 al rendimiento simple. Cuando
hay responsabilidad limitada tiene que ser mayor a O (el simple es menor a 1). Este
rendimiento es similar al simple (es dificil se hacer las transformaciones de un periodo a
otro).
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4. ;Qué puede decir acerca del equivalente cierto? — El equivalente cierto es lo que hace
que la utilidad del equivalente cierto es igual a la utilidad esperada de una loteria. Entre
ma4s aversa sea una persona menor va a ser el equivalente cierto.
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En esta formulacién, los objetos de elecciéon no son medidas estadisticas derivadas de la
distribucién de probabilidad de las oportunidades de consumo, sino mas bien las reclamaciones de
consumo contingentes mismas establecidas en forma extensiva.

Las finanzas se ocupan de las decisiones de inversion de individuos y empresas vinculadas
a través de la oferta y la demanda de valores en el mercado de capitales. Las empresas obtienen
capital para invertir en activos reales mediante la venta de instrumentos; los individuos obtienen
derechos sobre los activos reales de las empresas al invertir en instrumentos.

Por lo tanto, los instrumentos presentan oportunidades para cambios intertemporales de con-
sumo a través del financiamiento de actividades productivas. Las decisiones individuales de
consumo/inversién que determinan la oferta agregada de valores también se ven afectadas por
los precios de los valores. Al igualar la oferta y la demanda de valores, los precios de los val-
ores generan un conjunto coherente de decisiones de inversidn tanto para empresas como para
individuos.

En este capitulo, analizaremos cdmo se determinan las decisiones 6ptimas de inversion individ-
uales y las decisiones dptimas de inversion empresarial bajo incertidumbre para un conjunto dado
de precios de instrumentos. Bajo condiciones especificadas, la toma de decisiones individuales
bajo incertidumbre se lleva a cabo maximizando la utilidad esperada de la riqueza al final del
periodo.

Se demostré que este criterio de decisién es vdlido cuando los individuos son racionales,
prefieren mds riqueza que menos y siguen los cinco axiomas de eleccion bajo incertidumbre.
Implicitamente, también se asumi6 que los individuos pueden evaluar la distribucién de probabilidad
de los pagos al final del periodo de un valor. Se demostré que el criterio de utilidad esperada es
una manera muy simple de elegir entre inversiones mutuamente excluyentes que tienen diferentes
distribuciones de probabilidad de pagos al final del periodo.

Al elegir la inversion con la mayor utilidad esperada, se determina la inversion 6ptima,
condensando asi una eleccion entre N distribuciones de probabilidad de pagos al final del
periodo en una comparacion entre N valores de utilidad esperada.

En este capitulo, deseamos ir més alla del problema de eleccién individual de inversiones
mutuamente excluyentes para abordar el problema més general de la toma de decisiones de cartera,
es decir, la eleccién 6ptima de invertir en mds de un valor riesgoso. Esto es equivalente al problema
de elegir una distribucién de probabilidad de la riqueza al final del periodo que sea consistente con
el conjunto de valores riesgosos disponibles y la riqueza inicial del individuo.

El problema de eleccion del individuo es encontrar esa cartera o combinacion lineal de
valores riesgosos que sea optima, dada su riqueza inicial y sus preferencias. Suponemos un
mercado de capitales perfecto para garantizar que no haya costos de construccion de cartera.
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6. Introduccion a bonos soberanos

Ahora se va a empezar a ver un nuevo médulo de economia financiera: mercados completos.
Antes de entrar a ver la teoria se va a ver primero temas que son importantes para la vida profesional.

Se van a ver los conceptos de bonos de gobiernos y como funcionan. Este es el primer mercado
que se va a ver antes de las acciones ya que es muy importante y relativamente sencillos.

Bonos de de gobierno

Son muy antiguos: el primero se emitié en 1153 por Venecia para financiar una guerra. Ya antes
existian los préstamos y asi pero los bonos son por medio de un mercado.

Vamos a ver varias cosas sobre los bonos:

1. Son una obligacién de pagar. Esto significa que, por lo general, se va a pagar una suma fija,
y por eso se les suele llamar al mercado de bonos de renta fija. A esto se le contrapone la
renta variable, como el mercado de acciones (por los cambios en el precio de las acciones,
los dividendos pueden variar, etc.).

Hay distintos mercados de bonos:

e Bonos soberanos: los bonos emitidos por un pais emitidos en su propia moneda. Por
ejemplo cuando Estados Unidos emite bonos en délares o Costa Rica emite bonos en
colones. Estos bonos se consideran lo mds seguro de lo que hay por varias razones:

— En el peor de los casos si el pais no puede pagar, puede imponer impuestos en esa
moneda o imprimir dinero aunque la deuda perderia valor
Si Costa Rica emitiera bonos en délares aunque aqui hay un riesgo cambiario porque
Costa Rica no puede imprimir délares.

e Bonos semi-soberanos: cuando un Estado de Estados Unidos o una provincia de
Alemania emitiera bonos. En las noticias ha salido que las municipalidades no pueden
pedir prestado porque no tienen estados auditados y eso es lo minimo que pide un
banco. Estos tienen mds riesgo que un bono soberano porque los Estados puede imponer
impuestos pero no puede emitir moneda.

e Bonos corporativos: son los bonos emitidos por las empresas. Se diferencia de una
accién en que una accion ofrece rentas variables. Un bono es una especie de deuda fija
que permite saber cudnto seran los flujos de caja. Pero una accién es como emprender
a medias en un negocio y hay menos seguridad.

e Bonos titularizados: son los que causaron la crisis del 2008.

2. Los bonos por lo general tienen calificaciones de riesgo. Las calificadores mds importantes
son Standard & Poor’s y Moody’s. Sus calificaciones se parecen pero no son idénticas:
Entonces por ejemplo, un bono AAA serian los de Estados Unidos, que no significa que no
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S&P | Moody’s
Aaa AAA
Aa+ AA+
Aa AA
Aa- AA-
Baa+ | BBB+
Baa BBB
Baa- BBB-
Ba+ BB+
Ba BB
Ba- BB-
D D
puedan pagar, pero, "... el dia que Estados Unidos no pueda pagar, habrd otras cosas de qué

preocuparse'.. De la linea horizontal para arriba se consideran titulos de grado de inversion,
que serian los bonos en los que podrian invertir los fondos de inversién o de pension.

En Costa Rica, el manejo de reservas tiene que ser en titulos que tengan un grado de A+ para
arriba. Abajo del grado de inversion los titulos se llaman de alto rendimiento (high yield),
pero hay gente que no cree en esto y los llama bonos basura.

Costa Rica tiene bonos de una calificaciéon B, que serian ya bonos basura. Costa Rica ha
hecho default en su historia como 9 veces desde 1820. Estados Unidos, por el contrario,
nunca ha hecho default. Ain después de la guerra contra Inglaterra, siguieron pagando sus
deudas, incluso a acredores ingleses, por lo que esto sugiere que el pais tiene una historia de
pagar sus deudas.

Pero el riesgo no es solo que paguen o no paguen, sino que ademads lo que pague siga valiendo
algo (como en el caso de un pais que emita moneda para pagar la deuda, por lo que devaluaria
la el valor de la deuda).

En este curso se van a estudiar principalmente los bonos soberanos, y se asume que son libres
de riesgo: es decir que pagan siempre en todos los estados de la naturaleza.

Ahora hay que ver caracteristicas de los bonos.

6.1.1 Caracteristicas basicas

Estos son los elementos que suelen venir en un bono:

e Valor facial (fuce value): puede ser, por ejemplo $1 000 en un bono de Estados Unidos o un
bono corporativo. Eso iria variando por pais (yenes, colones, etc.).

e Cup6n: por ejemplo del 2%. Asi, si el bono tiene un valor facial de $1 000, entonces el
cupon va a dar $20 cada ano. Usualmente se pagan por semestre, por lo que en el ejemplo
se pagarian $10 por semestre. Si hay un bono cero cupén significa que no pagarian nada
periddicamente.

e Plazo T': usualmente suelen ser plazos como 10 afios aunque también hay unos a un afio. Lo
normal es que cuando sean plazos menores a un aflo, sean bonos cero cup6n.

e Precio P: es un porcentaje del valor facial. Por ejemplo si un bono dice que el precio es de
P =99.58 y un valor facial de $1 000, ;cual seria el valor en ddlares de ese bono? — $995.8.
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¢ Rendimiento y:

T
c-FV FV
P-FV = +
; (I4+y)  (1+p)7T

pago final
P-FV —iFV( N )
= (I+y)  (I+y)7
I’ c 1
P-BY =FYV') +

Observe que y es el nimero que soluciona la ecuacion: es la tasa interna de retorno. Asf,
siy = 1.25% el bono estd dando una rentabilidad anual de 1.25%. Es la tasa interna del
retorno.
e Duracién: es muy importante, pero primero veamos los siguientes elementos:
- VA, = % es el valor actual del flujo de cada en el perfodo ¢.
T

- P-FV = Z VA; — el precio del bono es la suma de los valores actuales de cada flujo
=1

T
VA
de caja— 1= Z (P FZV>

t=1
- P‘_/?g, este concepto tiene que ser igual a 1, entonces se puede entender como ponderador

o porcentaje del valor que se da en el periodo ¢.
Ahora entonces lo importante es la duracién:

Entonces la duracion en términos sencillos seria el tiempo ponderado de flujos de caja
del bono.

Ejemplo 6.1 — Ejemplo de la duracién. Suponga que se tiene un bono cupén cero
— entonces tiene un unico flujo de caja: el dltimo. Entonces ese pago final recibe una
ponderacion de 1, por lo que la duracién es igual al plazo D = T': si el bono es de 20 afios
y es cup6n 0, entonces la duracién también es de 20 afos. La duracién promedio es el
plazo. Pero si el cupén es mayor que 0 C > 0, lo usual es que, en general, la duracién es
menor que el plazo D < T. L]

e ;Cudl es la relacion entre el precio y el rendimiento? — es negativa: a mayor rendimiento
menor precio. Si alguien dijera que los rendimientos de los bonos de Costa Rica subieron,
seria una mala noticia, porque los bonos valen menos y ahora la gente cree menos en que le
vayan a pagar. Seria una mala noticia para el Ministerio de Hacienda.

Entonces otra definicién de la duracion es:

—9P 1
D=—"""._

dy P

Es una semielasticidad de precio y rendimiento porque falta el rendimiento
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Ejemplo 6.2 — Aumento en el rendimiento. Imaginese que se tiene un bono 1 que
tiene una duracion de 20 afios y otro bono 2 con duracion de 4 afios. Ambos tienen tienen
precio de 100 y el rendimiento de ambos es de 1%.

D =20 afos P=100 y=1%
D, =4 afios P =100 y=1%

Pero ahora suponga que el rendimiento de ambos bonos subié un punto porcentual.

D =20 afios P =100 y=1% y =2%
D, =4 afios b =100 y=1% y =2%

(Qué le pasa al precio de los bonos? — como subieron los rendimientos entonces los
precios tienen que bajar:
i . .
—— =variacion del precio;
i
variacion del precio; = —20%

variacion del precio, = — 4%

La idea es que el bono de 20 afios baja mds porque al tener més periodos se va exponen-
cialmente mas rapido. Para eso sirve la duracién — si a usted lo contratan en el BCCR
para manejar las reservas: se tienen bonos de Estados Unidos, uno con 1 afio y otro con
4 afios de duracion, ;qué riesgos hay de invertir en un mismo bono pero con diferentes
duraciones? — no hay riesgo de crédito con Estados Unidos, pero si hay otro riesgo de
que, por ejemplo, cambien la politica de inflacion, que tengan una politica de inflacién
mas laxa significaria que se podria devaluar la promesa de pago. Entonces si hay mas
riesgo se pide mds rendimiento.

@ | En finanzas es lo mismo usar como base 1%, y esto se escribe como 100 puntos
bases:

1% = 100 puntos base

Entonces un shock como ese lo que haria es que el rendimiento suba 20 0 30 puntos bases,
y eso es un cambio bastante fuerte. Entonces, al tener bonos de Estados Unidos a 20 y
4 afios. Ante ese anuncio el bono que mas sufrié cambio en precio es el de 20 afios: a
pesar de que no habia riesgo de crédito si hay riesgo de duracion — pueden haber
movimientos que, mientras me pagan el bono, puede haber movimientos que hagan
que el precio de mercado del bono varie.

Aungque se sepa el pago en el final, en el medio de la duracién, ese bono de mayor
duracion varia mas. Interesa pensar en el medio porque es posible que no se quiera
esperar todo el plazo de la duracion sino que se quiera vender. ]

Con el caso del bono cupdn cero, la forma mads facil de verlo es que
1
(1+y)"

El precio tiene una relacién negativa no lineal con el rendimiento, hay una especie de
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convexidad:

Entonces ahora veamos otro ejemplo:

Ejemplo 6.3 Se tiene un bono con T =5, es decir, que vence en 5 afios, C = 1.63% (esto
significa que se paga un cup6n de 1.63% por afio), y = 1.71% (tasa del rendimiento anual
del bono) y se da un precio final 99.58 (el precio se interpreta como un 99.58% del valor
facial).

La curva de rendimientos se ve asi:

y

T (plazo)

Las curvas de rendimientos tienen, tipicamente, una pendiente positiva — a mayor plazo
se asume un mayor riesgo de duracién y por tanto deberia compensarse con un mayor
rendimiento.

Ahora hay que ver los datos financieros de Estados Unidos y Costa Rica. En un periodo
de 0 el rendimiento es como un 1%. Luego, las tasas soberanas en colones son lo que se
usan para hacer las curvas de rendimiento.

En 3 meses, el nivel estd en 3.10, y a nivel semanal el rendimiento bajé 0.25, lo cual es
bueno porque significa que el bono subi6 de precio, pero anualmente el rendimiento subid,
por lo que el precio del bono bajé y es malo para el pais.

En 2 afios el nivel es de 5.69 y es uno de los bonos més transados. Luego en délares, son
mads bajas en general salvo para 2 afios: esto es asi porque hay riesgo cambiario: la gente
sigue prefiriendo el d6lar para guardar valor como una opcién més segura.

Las tasas de Estados Unidos tienen pendiente positiva y esos rendimientos han caido en
el dltimo afio. Los de Costa Rica han subido y los de Estados Unidos ha bajado. Puede
explicarse porque aument6 la demanda de bonos de Estados Unidos y esos dineros se han
sacado de otros instrumentos mas riesgosos. L]

@ | Cuando se vea la informacion es diarios financieros lo que aparece es el dato 99.58%, que es
el precio del bono: se dice que el bono vale 99.58 pero hay que entender que es un porcentaje
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del valor facial (entonces también habria que saber el valor facial) y $995.80 es el nimero
final que se paga propiamente.

Esto se podria complicar mds pero esto es lo mds basico que se necesita entender.

Ejercicio 6.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1. ;Qué es la duracion de un bono y por qué le interesa eso a un fondo de inversiones? —»
Es importante para evaluar el riesgo de un bono.

/St tuviera que dar otra definicion? — Es un promedio ponderado de los tiempos en el
que uno va a recibir flujos de caja.

2. ;Qué es una curva de rendimientos y por qué usualmente tienen pendiente positiva? —»
Es graficar en el eje y el rendimiento de un bono y en el eje x el tiempo. Normalmente
tienen una pendiente positiva porque a medida que aumenta el tiempo hay mas riesgo de
mercado o duracidn, entonces ocupo que me den m4s rendimiento.

3. ;/Qué es un instrumento puro? — Es propuesto por Debreu. Paga flujos de caja =1 si
s = sy, y paga flujos de caja = 0 si s # s,,.

4. ;Queé es un instrumento complejo? — Es aquel que paga flujos de caja arbitrarios y tienen
un precio puro (un valor).
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7.1.1

7. Instrumentos Puros, Mercados
Completos, y Arbitraje

Introduccién a mercados completos

Mercados completos es un nuevo médulo en economia financiera. Primero se va a empezar por
unos conceptos importantes. Ya se vieron bonos y ahora sigue ver otros conceptos.
1. Venta al descubierto
2. Ambiente riesgo Arrow-Debreu
3. Estados de la naturaleza e instrumentos (financieros)
o Instrumentos puros
o Instrumentos de Arrow
¢ Instrumentos complejos
4. Condiciones necesarias para mercados completos
5. Arbitraje tipo I 'y tipo II

Venta al descubierto

Tesla es una empresa que hace automdviles eléctricos y cuyo valor de las acciones se disparé e
hicieron un split 5 x 1 porque tienen expectativas muy altas.

Pero por ejemplo, Toyota o Volkswagen producen muchisimos mds carros que Tesla, pero Tesla
vale muchisimo mds que estas otras dos. Pero esta empresa ha generado mucha controversia porque
consideran que no valen tanto.

Se puede apostar en contra de una empresa (apostar en descubierto) en lugar de comprar sus
aciones, en inglés se llama short sale. Suponga que se quiere vender al descubierto una accién de
Tesla: lo primero que se tendria que hacer es pedir prestada una accién de Tesla.

Entonces, un fondo de inversioén puede tener acciones de Tesla que no quiere vender, pero por
decirlo de alguna manera, la pueden ’alquilar’ o dar prestada. Entonces si se da una accién en
préstamo, se tiene que pedir algo a cambio. Tipicamente lo que se hace es pedir una garantia para
que, si le pasa algo a la accién, poder ejecutar la garantia.

Entonces si alguien da el equivalente en efectivo se presta la accidn, se deposita el efectivo y se
gana intereses, que seria como pagar el alquilar de la accién.

Entonces se da en alquiler la accién, yo la adquiri en alquiler — vendo la accién al precio de
hoy $725: ese efectivo lo voy a guardar debajo de la cama y la siguiente semana, debo devolver la
accion (no es literalmente exactamente la misma accion, sino que otro accién igual de Tesla pero
no es la misma literalmente).

A la siguiente semana, vuelvo a comprar una accién: ahora vale $700 y yo la habia vendido en
$725, y me estoy ganando $25 — esto quiere decir que yo gano si la accion baja de precio. Pero
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si la accion hubiera subido a $1 500, hubiera perdido $775.

Vender al descubierto tiene un riesgo — si el precio de la accidn sube en lugar de bajar. Hay
posibles ganancias: en el caso maximo la accién podria bajar, como maximo, a $0 y ganarfa $725,
pero podria perder hasta infinito.

Entonces hay dos riesgos:

e Que suba de precio (pérdidas podrian ser ilimitadas)

¢ Que baja de precio (ganancias serian ser limitadas)

Esto es inverso a cuando se compra una accién, que igual tiene dos riesgos (pero opuestos)

e Que suba de precio (ganancias podrian ser ilimitadas)

e Que baja de precio (pérdidas serian ser limitadas)

Suponga que se tiene la siguiente informacion:

Ticker ‘ Precio | Acciones MM ‘ Shorts MM ‘ %

AAPL | 284.44 4375 39.06 0.89%
AMZN | 2253.82 497.81 4.84 0.97%

AAL 12.03 426.06 55.24 12.97%
TSLA | 724.67 184.11 19.69 10.69%

Observe que menos del 1% de las acciones de Amazon y Apple se estan vendiendo al des-
cubierto, lo cual refleja que la gente tiene mucha confianza en que el valor de esas acciones no
bajara.

Pero en cambio, més acciones de American Airlines se estdn vendiendo al descubierto porque
hay mucha incertidumbre sobre si sobrevivirdn a la pandemia y asi por el estilo.

Mercados

Definicion 7.1 — Mano invisible de Adam Smith. La bisqueda de la satisfaccién personal
mediante la maximizacion de la utilidad personal o beneficios de la empresa llega al equilibrio
mediante el sistema de precios.

Estamos en una situacién de certidumbre, sin riesgo. Suponga que se tienen los siguientes
bienes:

bien #2

curva de
indiferencia

frontera
posibilidades de
produccion

bien #1

Esa linea recta indica los precios relativos: bajo ese nivel de precios relativos se maximiza la
utilidad personal y las ganancias de la empresa: cada quien haciendo esto (buscando maximizar su
interés, ya sea empresa o individuo) y dados los precios actuales, se llega a un equilibrio.

Entonces hay una serie de cosas que se pueden decir a partir de esta solucion:

1. Existe un dnico precio relativo de equilibrio que equilibra oferta y demanda.
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2. El precio Py las reparticiones son Pareto. Esto significa que no se puede mejorar a alguien
sin mejorar a otro.

3. Esto es equilibrio descentralizado — no se necesita un gobierno para llegar a este equilibrio.

Ahora, el plan es replicar estos resultados pero ya insertado el riesgo.

7.3 Definicion de riesgo

g ) Los instrumentos tienen inherentemente una dimensién temporal. Las decisiones de
inversién en instrumentos de los individuos estdn determinadas por su consumo deseado en
intervalos de tiempo futuros.

El paso del tiempo implica incertidumbre sobre el futuro y, por lo tanto, sobre el
valor futuro de una inversion en valores. Desde el punto de vista de la empresa emisora
(o gobiernos) y de los inversores individuales, el valor futuro incierto de un instrumento
puede representarse como un vector de pagos probables en alguna fecha futura, y la
cartera de inversiones de un individuo es una matriz de posibles pagos en los diferentes
valores que componen la cartera.

Vamos a ver dos definiciones de riesgo.
1. La primera es de Debreu (1959). El dice que hay .# estados de la naturaleza. Hay un
conjunto de estados de naturaleza . = {sy,s2,...5x } (los estados de la naturaleza podrian ser

continuos o infinitos pero de momento esto no importa). Se le da un tratamiento atemporal a
los estados de la naturaleza.

Ejemplo 7.1 — Estados de la naturaleza atemporal. Considere los siguientes estados
de la naturaleza:

e 57 = LDA gana el campeonato 2030

e s = Saprissa gana el campeonato 2025
Entonces Debreu esta diciendo que un estado de la naturaleza no solo indica algo que va a
suceder sino que también indica la fecha, y perfectamente podrian ser fechas distintas. m

2. Arrow (1964) le pone mas orden a los estados de la naturaleza. Arrow dice que hay TN = K
estados de la naturaleza. Es decir, la misma cantidad de Debreu pero €l les pone otro orden

distintos:
Sit 821 ... ST
Si2 8§22 ... ST2
S =
Stn S2n --- STN
S1 52 ST
Lo que hace es ordenar los estados de la naturaleza, y la interpretacion es que s;,5>,...,57
tienen una interpretacion del tiempo — hay una interpretacion de que se trata del periodo
1,2,...,T sucesivamente.
Asi entonces cada columna representa los posibles estados de la naturaleza que ocurren en
S11 821 ST1
) S12 8§22 T2 . .
cadaperiodo: ., ., . .Seorden losestados en el tiempo, donde cada sy es un subconjunto
S1n S2n STn
51 52 ST

en el tiempo, estos son los ambientes de incertidumbre en la economia.
Ahora hay que definir los distintos instrumentos.

@ ) Enelmodelo de preferencias de estados, la incertidumbre toma la forma de no saber cual
sera el estado de la naturaleza en alguna fecha futura. Para el inversor, un instrumento
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es un conjunto de posibles pagos, cada uno asociado con un estado de naturaleza
mutuamente excluyente.

Una vez que se revela el estado incierto del mundo, el pago en el valor se determina
exactamente. Por lo instrumento, un instrumento representa un (derecho de) reclamo a un
vector (o conjunto) de pagos contingentes al estado.

Instrumentos
1. Instrumento puro (Debreu): este instrumento paga un flujo de caja en el estado js: FCjs.
Donde:
FCj = 1 sis=s,

0 sis#sy,

Es decir, que es un flujo de caja binario: paga 1 si se da un estado y paga O si no se da ese
estado.

Ejemplo 7.2 — Instrumentos puros. Suponga el siguiente conjunto de estados de la
naturaleza:

S = {sequia, norgnal7 lluv3ioso}
1

o El instrumento puro #1 paga 1 si se estd en el estado de la naturaleza 1: FC; =
(1,0,0). Su precio es P;.

o El instrumento puro #2 paga 1 si se estd en el estado de la naturaleza 2: FC, =
(0,1,0). Su precio es P,.

o El instrumento puro #3 paga 1 si se estd en el estado de la naturaleza 3: FC; =
(0,0,1). Su precio es Ps.

@ ) Analiticamente, la generalizacién del anélisis microeconémico estandar, atem-
poral, bajo certeza, hacia una economia multiperiodo bajo incertidumbre con
mercados de instrumentos, se facilita mediante el concepto de un instrumento
puro. Un instrumento puro o primitivo se define como un instrumento que paga $1 al
final del periodo si ocurre un estado dado y nada si ocurre cualquier otro estado.

El concepto de instrumento puro permite la descomposicién légica de los in-
strumentos de mercado en carteras de instrumentos puros. Por lo tanto, cada
instrumento de mercado puede considerarse una combinacion de varios instru-
mentos de seguridad puros. En términos de la teoria de preferencias estatales, un
instrumento representa una posicién con respecto a cada posible estado futuro de la
naturaleza.

En la Fig. 2, los valores de mercado se definen con respecto a las caracteristicas de sus
pagos bajo cada estado futuro alternativo. Un valor de mercado, por lo tanto, consiste
en un conjunto de caracteristicas de pago distribuidas sobre estados de la naturaleza.

Figure 2  States. pay- States of nature 1,2,3,...,§
offs, and securities. Prosperity
Normaley
Recession e .
Depression — Markc[\;uc_un[m.x gk T
. — Securities are
"‘: defined by patterns
" of payoffs under
Payoffs _— different states
High o
Medium
Low
Zero

La complejidad del valor de seguridad puede variar desde numerosas caracteristicas de
pago en muchos estados hasta ningtin pago en todos menos uno estado.
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2. Instrumento de Arrow: "se reciclan instrumentos en el tiempo". Donde:

1 sis=sy
FCm - .
0 sis sy

Ejemplo 7.3 — Instrumentos de Arrow. Suponga el siguiente conjunto de estados de la
naturaleza:

Sx020 ={sequia, normal, lluvioso}

S2021 ={sequia, normal, lluvioso}

Aqui el instrumento de Arrow es indiferente del periodo: suponga que le paga si hay
sequia. Si hay sequia en 2020 (= 1) y lluvia en el 2021 (= 0). Va a existir en el tiempo y
le paga si se da el estado, es repetitivo.

El instrumento puro solo se da una vez nada mas, pero el de Arrow se repite en el
tiempo porque ya no es atemporal. ]

3. Instrumento complejo: tiene pagos arbitrarios, donde:

2  sihay sequia
FCjs=q4 siesnormal

1 sieslluvioso

Da pagos arbitrarios que no son 0 y 1: los flujos de caja son 2,4,1. El precio del instrumento
esV;.
@ | Elinstrumento puro es un tipo de instrumento complejo. Donde solamente hay dos
estados con pagos 1y 0.

. Cuadl es el valor del instrumento? — esto es demasiado importante. Es la suma de la
ponderacion de los flujos por la propiedad de que pase el estado.

Vi=) P FCjs
seS

Ahora, suponga que se tienen K estados y j instrumentos complejos. Se observan los precios
de los instrumentos complejos:

Vi FCy, FCip ... FCig D1
va| FCy FCyp ... FCxk| | p2
vy FCJ] FCJZ FC]K PK

Vix1i =FCjxkPxx1
Entonces, si se observan los V y se saben los flujos de caja, ;se pueden despejar los precios?
P=C'v

Se necesita que la funcién sea invertible, y para esto el determinante tiene que ser distinto
de cero, y para esto tiene que ser una matriz cuadrada J = K: esto implica que tienen que
haber el mismo nimero de instrumentos complejos como estados de la naturaleza —
esta es la intuicion economica.
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@ | Enelmarco de preferencias por estado, la incertidumbre sobre los valores futuros de los
instrumentos se representa mediante un conjunto de posibles pagos contingentes al estado.
Las combinaciones lineales de este conjunto de pagos contingentes al estado repre-
sentan el conjunto de oportunidades de pago contingente al estado de la cartera de un
individuo.

Una propiedad importante de este conjunto de oportunidades estd determinada por
si el mercado de capitales es completo o no. Cuando el niimero de valores inicos
e independientes linealmente es igual al niimero total de estados alternativos
futuros de la naturaleza, se dice que el mercado es completo.

Si el determinante es igual a cero, un flujo de caja seria combinacion lineal de
otro.

Hay tres posibilidades para llegar a un mercado completo, y se van a ver dos.

7.4.1 Mercado completo

1. Existen tantos instrumentos complejos como estados de la naturaleza. Para estado de la
naturaleza hay un instrumento complejo con su respectivo precio para el instrumento.

2. Existen tantos instrumentos complejos independientes como estados de la naturaleza. — esto
lo que quiere decir es que no puede haber un flujo de caja no puede ser combinacidn lineal
de otro (esto significa que sean independientes y que la matriz sea cuadrada

3. Arrow: N < K tiene menos instrumentos que estados de la naturaleza pero ’recicla’ instru-
mentos y no se ocupa que hayan tantos instrumentos.

Ejemplo 7.4 Suponga una economia donde hay tres estados de la naturaleza:
1. 52 53
S = {crisis,normal, auge }

A estos estados de la naturaleza no se les asigna ninguna probabilidad, porque seria posible que
seglin cada persona, tengan una distinta probabilidad de ocurrir cada uno.

Ahora vamos a ver tres instrumentos complejos:

1. Deuda sin riesgo: un bono de los Estados Unidos. La caracteristica de un bono sin riesgo
es que siempre paga sin importar cudl sea el estado de naturaleza. El flujo de caja seria
(1,1,1). Su valor seria V; = 5.

2. Seguro de desempleo: me pagan algo solo si caigo en desempleo. El flujo de caja seria
(1,0,0). Esto serfa un instrumento puro, pero habiamos dicho que un instrumento puro es
un caso de complejo. Su valor seria V; = 2.

3. Deuda riesgosa: por ejemplo un bono de Costa Rica en délares. El flujo de caja seria
(0,1,1). Su valor serfa V; = 4.

La matriz de los flujos de caja C seria:

1 1
cC=|1 0
0 1

—_— O

Hay 3 estados de la naturaleza K = 3 y 3 instrumentos complejos J = 3, por lo que las dimen-
siones de la matriz serfan 3 x 3 y hasta ahora todo bien. Para que el mercado esté completo
también falta verificar la independencia.

Si se verifica, se verd que det(C) = 0, con lo cual no seria independiente la matriz: los
instrumentos no son independiente entre si — si se agarra el seguro de desempleo y la deuda
riesgosa eso da exactamente el mismo pago que la deuda sin riesgo.

@ | No es suficiente ver las dimensiones de la matriz sino que también es necesario
verificar que se cumpla la independencia. La interpretacion en caso de que no haya



7.4 Instrumentos 87

independencia es que hay valores de los instrumentos complejos pero no se pueden
obtener los precios puros y por ende no se podrian tomar decisiones.

@ ) Suponiendo que el mercado sea perfecto, cualquier patrén de rendimientos puede ser
creado en un mercado completo. En particular, un conjunto completo de instrumentos
puros con pagos (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) puede ser creado como combinaciones lineales
de valores de seguridad existentes.

Se requiere algo de algebra lineal para averiguar como obtener los instrumentos
puros a partir de cualquier conjunto completo arbitrario de instrumentos de mercado,
pero una vez que sabemos como formarlos, es facil replicar cualquier otro instrumento
a partir de una combinacion lineal de los instrumentos puros.

Por ejemplo: un valor de seguridad con un pago (a, b, ¢) puede ser replicado comprando
(o vendiendo en corto si a, b o ¢ son negativos) a de (1,0,0), b de (0,1,0) y ¢ de (0,0,1).

Ahora vamos a ver otro ejemplo quitando la deuda sin riesgo, porque este era una combinacién

lineal de los otros dos instrumentos complejos.
Ejemplo 7.5 Suponga una economia donde hay tres estados de la naturaleza:

il 52 53
S = {crisis,normal, auge}

Ahora vamos a ver estos tres instrumentos complejos:

1. Seguro de desempleo: me pagan algo solo si caigo en desempleo. El flujo de caja seria
(1,0,0). Esto serfa un instrumento puro, pero habiamos dicho que un instrumento puro es
un caso de complejo. Su valor seria V; = 2.

2. Deuda riesgosa: por ejemplo un bono de Costa Rica en délares. El flujo de caja seria
(0,1,1). Su valor seria V; = 4.

3. Acciones: su valor es V; = 9. Su flujo de caja seria (0,1,3)

La matriz de los flujos de caja C seria:

C=

S O =

0 0
1 1
1 3

Hay 3 estados de la naturaleza K = 3 y 3 instrumentos complejos J = 3, por lo que las dimen-
siones de la matriz serfan 3 x 3 y hasta ahora todo bien. Para que el mercado esté completo
también falta verificar la independencia.

Si se verifica, se verd que det(C) = 2, con lo cual si seria independiente la matriz: los
instrumentos son independientes entre si.

Entonces el mercado si estd completo y podemos proceder a averiguar los precios.

V =CP
P=Clv

Entonces hay que encontrar C~':

1
c'=10
0

|

l\)‘ Nl O

=0 | (=)
: "—‘
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Por lo tanto:

1 0 Vi
P=10 % %1 V2
0 %1 % V3

Esto es una especie de manual para construir instrumentos puros, ;cémo lo hago? — el
instrumento puro #1 serfa un instrumento que paga 1 en crisis y O en el resto de los estados:
1. Instrumento puro #1: compro 1 de seguro de desempleo y 0 de los demas:

P, 1 1 0 0 Vi
P2 =10 % %1 1%
P 0 %1 % V3

El precioseria P =1-vi &P =1-2& P =2
2. Instrumento puro #2: la forma de verlo es mediante la siguiente férmula:

e ;Cudnto habria que comprar del instrumento complejo #1? — 0 del seguro de
desempleo, entonces su costo es 0 FC = 0 y sus pagos serian (0,0,0).

e Compro % de la deuda riesgosa. Esto me va a costar 4 - 1.5 = 6 y sus pagos serian
(0,1.5,1.5).

e Compro 0 del seguro de desempleo, vendo % al descubierto de acciones y su costo
(no seria un costo sino un ingreso y tendria que ser negativo) es de -4.5. Sus pagos
serfan (0,—0.5,—1.5).

Entonces el costo neto de estas tres operaciones seria: 0+ 6 —4.5 = 1.5 y los repagos
serfan (0, 1,0). Esto nos permite descubrir que es un instrumento puro y el precio seria
P =1.5.
@ | Observe que se pueden construir instrumentos puros a partir de instrumentos
complejos.
= 1

3. Instrumento puro #3: finalmente aqui el precio seria P3 = 2.5 = 71 4+5-9.

@ ) Dado un mercado de instrumentos completo, teéricamente podriamos reducir la
incertidumbre sobre nuestra riqueza futura a cero. No importa qué estado incierto de
la naturaleza realmente ocurra. Es decir, al dividir nuestra riqueza de una manera
particular entre los valores disponibles, podriamos, si asi lo eligiéramos, construir una
cartera que fuera equivalente a tener cantidades iguales de todos los valores de seguridad
puros. Esta cartera tendria el mismo pago en cada estado, incluso si los pagos de los
valores individuales variaban segin los estados.

7.5 Arbitraje

Vamos a ver el arbitraje, pero hay varios tipos. El primero es el arbitraje tipo 1.

7.5.1 Arbitraje tipo |

Estdbamos viendo una deuda sin riesgo que tenia un valor V; = 5y los flujos de caja eran FCj; =
(1,1,1). Ahora hay que recordar cémo valorar instrumentos complejos a partir de los precios puros
— en general, un instrumento financiero se evalia V; = Y ¢ FCj; - P;. En este caso, por ejemplo,
un instrumento libre de riesgo tendria flujo de caja igual a 1:
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VF=Y P

seS
=2+15+2.5
=6

En este caso la valoracion de estados puros es de 6, que es diferente a la valoracion del mercado
que es 5: cuando hay diferencia de valores hay posibilidades de ganar dinero a cero riesgo: esto es
arbitraje.

Para tener arbitraje ocupo 3 condiciones:

1. Comprar barato

2. Vender caro
3. No tener riesgo (las primeras dos son especulativas)
En este caso, habria que proceder de la siguiente manera:
¢ El instrumento que estd barato es la deuda sin riesgo y entonces la compro: es una salida del
flujo de caja FC = —5 y paga (1,1,1).
e Vendo al descubierto (short) del seguro de desempleo: esto es una entrada de dinero FC = +2
y esto paga (—1,0,0).
¢ Finalmente vendo al descubierto (short) de la deuda riesgosa: esto es una entrada de dinero
FC = +4 y esto paga (0,—1,—1).
Entonces el efecto neto seria al final del periodo 1 seria:

Cartera FC ‘ FC;

Comprar deuda sin riesgo | -5 \ (1,1,1)

Short seguro desempleo | +2 ‘ (—1,0,0)

Short deuda riesgosa +4 ‘ (0,—1,—1)

Neto: +1 | (0,0,0)

Esta es una inversion siper buena, estoy ganando 1 inmediatamente y no tengo riesgo (siempre
tengo 0 en la columna de la derecha).

@ | En este caso, una deuda sin riesgo serfa un derivado financiero porque depende de otros
instrumentos financieros (por ser combinacion lineal de los otros)

7.5.2 Arbitraje tipo Il

Cartera FC \ FC;

Comprar deuda sin riesgo | -5 ‘ (1,1,1)

Short seguro desempleo +2‘ (—1,0,0)

Short deuda riesgosa +4 ‘ (0,—1,-1)

Neto: +1 ‘ (0,%, }L)

Tampoco hay riesgo, pero lo importante en arbitraje tipo II es que hoy se tiene cero flujo de
caja, pero en algunos estados de la naturaleza se tiene flujo de caja positiva.
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Uno como un fondo compraria millones y millones explotando las diferencias en las valo-
raciones, pero entonces la gente haria eso, aumentando la demanda del instrumento y esto subiria

el precio hasta el punto de volver a igualar las valoraciones.

Por eso, una de las condiciones de finanzas es que ya no queden oportunidades de arbitraje
porque seria dinero regalado: los precios tienen que ser de tal manera que no haya oportunidades

de arbitraje porque seria demasiado atractivo.

Habria que ajustar los nlimeros de manera que cierren, pero aqui lo importante es ver que en
la columna de la derecha no me estan quedando puros 0’s.

Arbitraje tipo I seria si en la tabla anterior se tuviera algo asi:

El equilibrio del mercado de capitales requiere que los precios del mercado se fijen de modo
que la oferta sea igual a la demanda para cada valor de seguridad individual. En el contexto del
marco de preferencias por estado, una condicién necesaria para el equilibrio del mercado
requiere que cualquier par de valores de seguridad o carteras con los mismos vectores
de pago contingentes al estado se fijen con precios idénticos.

De lo contrario, todos querrian comprar el instrumento o la cartera con el precio mas
bajo y vender el instrumento o la cartera con el precio mas alto. Si ambos instrumentos
o carteras estan en oferta positiva, tales precios no pueden representar un equilibrio.
Esta condicion se llama la ley del precio inico de los mercados.

Si se permite la venta en corto en el mercado de capitales, podemos obtener una
segunda condicion necesaria relacionada para el equilibrio del mercado: la ausencia de
cualquier oportunidad de arbitraje sin riesgo.

Cuando dos carteras, A y B, se venden a precios diferentes, donde p4 > pp, pero
tienen vectores de pago contingentes al estado idénticos, podriamos vender en corto la
cartera mas cara y obtener un flujo de efectivo de p4, luego comprar la cartera mas
barata, con un flujo de efectivo negativo de pp. Obtendriamos un flujo de efectivo neto
positivo de (p4 — pp), y al final del periodo, podriamos, sin riesgo alguno, recibir nuestro
pago de poseer la cartera B para repagar exactamente nuestra posicion corta en la
cartera A.

Por lo tanto, el flujo de efectivo neto positivo al comienzo del periodo representa una
oportunidad de arbitraje sin riesgo. Dado que se supone que todos los inversores prefieren
mds riqueza a menos, esta oportunidad de arbitraje es inconsistente con el equilibrio del
mercado.

En un mercado de capitales perfecto y completo, el vector de pago de cualquier instru-
mento del mercado puede ser replicado exactamente por una cartera de instrumentos puros.
Por lo tanto, se sigue que cuando se permite la venta en corto, la condicién de no arbitraje
requiere que el precio del instrumento del mercado sea igual al precio de cualquier combi-
nacion lineal de instrumentos puros que replique el vector de pago del valor de seguridad del
mercado.




8. Los mercados completos
descentralizados son 6ptimos de Pareto

Vamos a seguir con mercados completo, en particular tiene que ver con los teoremas del bienestar.
Mais especificamente, que un mercado completo lleva a un 6ptimo de Pareto.
Los pasos para esta demostracion son los siguientes:
o En primer lugar, un éptimo de Pareto es equivalente a una economia en donde un planificador
social que asigna pesos a los distintos agentes. Esto es de microeconomia.
o La segunda parte es que la equivalencia anterior, también equivale a una economia descen-
tralizada con mercados completos.

6ptimo de planificador social PN economia descentralizada
Pareto pesos a cada agente mercados completos
Este teorema del bienestar es muy importante y se relaciona con la mano invisible de Adam
Smith: en una economia descentralizada se llega a un 6ptimo de Pareto con la gente buscando cada
quien maximizar su utilidad.
Vamos a ver varios supuestos de esta economia.

8.1 Supuestos

1. Es una economia intercambio. Se hace por simplicidad. Podria ser una economia de
produccién también.

2. Hay dos periodos: t =0y ¢t = 1. Este supuesto no es tan importante porque se podria pensarse
que 0 es hoy y 1 es el futuro y en el futuro podrian haber varios estados de la naturaleza.

3. Hay estados de la naturalezaent = 1: S = {sy,s2,...,5,} donde cada s; € S es un estado de
la naturaleza particular.

4. Hay I consumidores con una utilidad u;s(Cj,c1s). Hay dos subindices: el i se refiere al
agente particular y s es la utilidad en cada estado de la naturaleza (es estado-dependiente).

5. Las probabilidades son las siguientes 7;; > 0 tal que Y ;¢ 7is = 1. Que las probabilidades
también tengan subindice se interpreta como que se permite que cada agente tenga una
utilidad subjetiva independiente cada agente. Hay modelos en donde se supone que todos
los agentes tienen la misma utilidad, pero asi nadie compraria o venderia activos financieros,
pero més bien esas transacciones se dan justamente por esas diferencias en las utilidades.
Vamos a ver un ejemplo de esta economia.

Ejemplo 8.1 — Ejemplo de una economia. En esta economia hay tres agentes. Los
estados de la naturaleza son los siguientes:
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S = {sequia, normal, lluvioso}

Y los agentes son:
a. Archie: tiene una utilidad cardinal

3 1
_ % 3
ug = CoaCiy

Y las probabilidades que Archie piensa que va a tener la economia son:

P
471555

La funcién de utiliad es una Cobb-Douglas. Como el exponente de Cpy es mayor que
el de Cy4 entonces Archie es impaciente. Ademads, Archie es averso al riesgo (esto
se puede ver con la segunda derivada con respecto a cada uno de los consumos).
Esta no es una funcién de utilidad HARA. No se puede separar como una suma.
Esto tiene una consecuencia importante:

1
dup 3 (Cpa \*
dCoa 4\ Con
Note que la utilidad marginal del consumo de hoy depende de cudnto vaya a consumir
mafana. Esto es un caso especial que sucede cuando no se tengan utilidades que

sean separables (son estado-dependientes).
Si se quisiera sacar la utilidad marginal esperada seria:

dua . 3 dua
E [&COA] = 7L o <8C0A)

seS

b. Betty: up = InCpp + 0.851InCy; y las probabilidades de Betty son: 7z = {%, %, % .
Note que las probabilidades de Betty y Archie son diferentes. En particular Betty le
asigna la misma probabilidad a los 3 estados de la naturaleza.

Betty es impaciente y aversa al riesgo. Esta funcién de utilidad si es separable:
8 up 1

uCos  Coa

En esta utilidad marginal no aparece el consumo de mafiana, y esto es lo simplificador
que tienen las utilidades que si son separables.

c. Cheryl: uc = [1 = i} +0.9 [1 = C%c:| . Cheryl y Betty tienen utildidades Hara:
Cheryl valora el consumo de mafiana al 90% del consumo de hoy, y por ende es mas
paciente Cheryl, porque Betty valora el consumo de mafiana al 85% del consumo de
hoy.
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@ | Enlas utilidades de Cheryl y Betty se tienen casos HARA. Son utilidades
isoeldsticas, y estas tienen un coeficiente de aversion al riesgo relativo.
En caso de In el coeficiente es ¥ = 1 y la logaritimica no tiene ni piso ni
techo. Luego, la utilidad de Cheryl tiene techo, y cuando se tiene un techo,
segln Arrow, para que tenga techo, w — oo entonces la RRA(w) > 1. El caso
de Cheryl es la funcién isoeldstica con aversion al riesgo relativa de 2 y = 2.
Por lo tanto, Cheryl es mas aversa al riesgo. Cheryl es mds paciente pero
también es mds paciente.

6. Se tienen unas dotaciones e;jg para el agente i en el periodo O y e;s para el estado s. Ademads

1 i
Zeio =Ly Zeis =E;VseSs.
seS . seS . . .
7. Hay N instrumentos puros y esto implica que el mercado va a estar completo. Cada instru-

mento tendrd un precio P un suscrito del estado de la naturaleza. Py es el precio del periodo
0, el primer periodo y ademds Py = 1: porque como se tienen n + 1 precios, se usa 1 como
denominador.

8.2 Propiedades 6ptimo de Pareto

Primero hay que definir:

1. Reparticién: es la reparticipacién que se le da a cada agente ¢* = {c},¢3,...,cj} con I
columnas.

-

Cio

*

Ci1

*

i = |2

*
[ Cin |

donde se tiene una dimensién I x n+ 1.
Esta reparticion es 6ptimo de Pareto si cumple la siguientes condiciones:
o Factibilidad: ¢* es factible si:

cio < Eo

—_

Y la suma de los consumos en los estados de naturaleza es menor o igual a la dotacién
en ese estado de la naturaleza:

™~

cj<E;VseS
i

e No existe ¢’ tal que la utilidad esperada para los agentes con esta nueva reparticion sea
mayor o igual que la utilidad esperada con la reparticién anterior:

Elui(cy)] = Eui(c})] Vi

con desigualdad estricta en algin caso (siempre y cuando ¢’ también sea factible).
Ahora hay que usar un teorema del Bienestar:

Teorema 8.1 — Teorema del bienestar (Varian). Si ¢* es una reparticién 6ptimo
de Pareto, esto es equivalente a que existan pesos 1); > 0 de un planificador social que
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maximiza.

Vamos a ver con detalle las condiciones que dan esa equivalente de los pesos.

Ejemplo 8.2 — Corea del Norte. Suponga que usted es el lider de Corea del Norte, y se
va a hacer una maximizacion de la utilidad social:

1
max ; MiEi[ui(c;)]

Ci0,Cis
I
Mi Y, Tisis (Cio, Cis)
i

i= seS

tal que se cumplan las condiciones de factibilidad:

I
Y co<E

i=1
I
Zcis <EVseS
i=1

@ | Se usa el subindice i en E; porque se estd usando la probabilidad subjetiva que
puede tener cada agente.

Esto se puede resolver mediante un lagrangiano:

i
L =Y i Y misuis(cios cis) + Po

i=1 seS

+)Y P

sES

I
Ey—Y cio
i=1

1
Es— Z Cis]
i=1

@ | Recordar que el multiplicador de Lagrange A se interpreta como un precio sombra,
entonces se usa la notacion Fy.

Este es el problema del planificador social. Ahora hay que tomar las condiciones de
primer orden:

8.,2” 8uis -
e _O@nisezgmsﬁo—a) =0 (8.1)
dujs -
Tlisgﬂisiacio =h (8.2)

Observe que si la funcion de utilidad no es separable, va a depender de todos los estados
de la naturaleza posibles en esa economia. Ahora la siguiente condicién de primer orden:

07
aCis

a is
—0& nims% —P,=0 (8.3)

Miis=— =P, (8.4)
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Tomando 8.2 y 8.4 se obtiene:

Jujs
acis

Py

— =Ty ————
9 Uis

PO ZSGS Tcls acio

Esta dltima ecuacién dice que la razén de utilidades marginales siempre va a estar en esta

linea de precios:

Cis

Cio

Asi las cosas entonces ahora considere dos agentes: Archie y Betty:

Cis

Cio

No necesariamente tienen que consumir lo mismo ambos, pero para que si se sepa que
estdn maximizando, la curva de indiferencia de cada uno de ellos tiene que ser tangente a

esa politica de precios dada.

@ ) Laasignacién 6ptima de riqueza representa elegir C y los Q’s de manera que la proporcién
de las utilidades marginales esperadas sea igual a la proporcién de los precios de mercado

para C y los Q’s.

Es decir, las elecciones optimas de consumo e inversion implican elegir puntos en
las diversas curvas de indiferencia (curvas de utilidad esperada constante) que sean
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tangentes a las lineas de mercado asociadas.

Figure 3 Optimal Q
t

consumption/investment
Indifference curve

decisions.

U@,
w(C)

_—Slope=-

/
Market
line

)
Slope = —p,/§1

Figure 8.1: Decisiones de consumo e inversién dptimas

Figure 4  Optimal o,

portfolio decisions. Indifference curve

sl nU(Q,)
(v} =
" pe U ’(QS)

/
Market
line

/
Slope = —p,/p,

Figure 8.2: Decision 6ptima de cartera

Una forma alternativa de expresar las condiciones de optimalidad del portafolio
anterior es que las utilidades marginales esperadas de la riqueza en el estado s, divididas
por el precio del instrumento puro del estado s, deben ser iguales en todos los estados, y
esta proporcion también debe ser igual a la utilidad marginal del consumo actual.

Este es un resultado razonable; si la utilidad marginal esperada por precio del
instrumento puro fuera alta en un estado y baja en otro, entonces no habriamos maxi-
mizado la utilidad esperada. Deberiamos aumentar la inversiéon en el instrumento de
alta utilidad marginal esperada a expensas del instrumento que ofrece baja utilidad
marginal esperada.

Pero al hacerlo, disminuimos la utilidad marginal esperada donde es alta y la
aumentamos donde es baja, porque la utilidad marginal de un inversionista adverso
al riesgo disminuye con la riqueza (su funcion de utilidad tiene una pendiente positiva
pero decreciente).

TEIU/(QZ)

Finalmente, cuando se satisface la Ecuacién P ————, no queda forma de propor-
. . - ps - wU'(Q)
cionar un aumento adicional de la utilidad esperada.

Ahora vamos a ver un equilibrio descentralizado.

8.3 Equilibrio descentralizado

Las ecuaciones que se obtenian del problema de maximizacién de un equilibrio centralizado son:
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au,-s

ni) T =P
lS;g is aCtO
u;

NiTs ac: :Ps

Ahora habria que ver un equilibrio descentralizado con mercados completos (implica que hay
un precio para cada estado de naturaleza): ya no hay un planificador social, sino que cada agente
maximiza su utilidad sujeta a una restriccién presupuestaria:

max Z TisUjs (c107 Cm)
Ci0,Cis €S

tal que

Pocio+ Y Pscis = poeio + Y, Peis
seS seS
valor del consumo valor de la riqueza

Esto lo que esta diciendo es que no se puede consumir mas de lo que se tiene.
Entonces ahora se tiene:

L =Y mguis(cio,cis) + Ai | Po(eio — cio) + Y, P(eis — cis)

seS seS

@ | Abhora el lagrangiano tiene un subindice i, porque es cada agente el que estd haciendo el
problema de maximizacién en lugar de un planificador social.
Ai ya no es un precio sombra: su valor es positivo y su interpretacion es que refleja el
efecto de tener un poco mas de riqueza sobre mi utilidad marginal.

Tomando las condiciones de primer orden:

0% duis .

aczO S;g is aCiO - 7L,P0 =0 (85)
auts
is = (8.6)
A sez§ dcio

8,,2”, 8u,~s o
don 0= nisa—qs — APy =0 8.7)

1 8u,~s _
Enisﬂ =P (88)

Combinando 8.6 y 8.8 se obtiene que:

aui&
P - dcis

— =T -  ou
P ZA es Tis 31640

Se llega a la misma solucion de los precios relativos: por lo tanto un equilibrio descentral-
izado es equivalente a un mercado centralizado, y un mercado centralizado es equivalente a
un 6ptimo de Pareto, y por lo tanto un mercado descentralizado es equivalente a un éptimo
de Pareto.
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Ahora, tomando las cuatro ecuaciones de las condiciones de primer orden de ambos problemas:
8.2, 8.4, 8.6y 8.8 se observa que:

Ni % ”"“‘323 =P
MiTis gz:: =F;

1 du;

7L Ses =y

Esta equivalencia dice que para que sean iguales (por ejemplo la primera y la tercera) debe
ser que 1; = /ll El peso que le debe asignar el planificador social debe ser igual a /% y A; era
cuanto le agrega a mi utilidad aumentar mi riqueza.

Si mi consumo sube mi utilidad aumenta pero cada vez menos, por lo que la utilidad marginal
disminuye: 1 ¢; — u} | y entonces esto significa que A; |— 1; T: esto quiere decir que el
planificador social le da mas peso a los agentes que tienen mas consumo.

Este resultado stiper importante porque confirma que el mercado descentralizado llega a un
optimo de Pareto.

Ejemplo 8.3 Si la funcién de utilidad es u = InC; entonces u’ = Ci, =1& % =C;.

Esto lo que dice es que a mas consumo se tiene una utilidad marginal mas baja: esto es el
concepto de A; — el efecto de tener un col6n adicional.

Al principio es mucho el efecto marginal, pero luego conforme tenga mas y méas colones el
efecto marginal va bajando (A va bajando y % va subiendo).

Entonces el planificador social le da més peso a la gente que tiene mas consumo. ]

8.3.1 Determinantes de P,

Primero hay que simplificar y se van a suponer varias cosas:

1. m;; = 7, esto quiere decir que todas las personas tienen las mismas percepciones sobre los
estados de la naturaleza: probabilidades homogéneas

2. La utilidad cardinal u;s(cio,cis) = a; + biu(cip) +b,~e‘5u(ci1) parai=1,...,I. Se esta di-
ciendo que las utilidades son separables. Ademas las utilidades cardinales admitian transfor-
maciones lineales crecientes, por lo que se estd diciendo que se tiene un agente con utilidades
separables.
Lo interesante es la siguiente intuicion:

precio puro

Con Py = 1. Estos son los precios de los instrumentos puros.
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En Copeland y Weston se define otro precio 6

Ju
P -5 (9%)

6=—=c¢

T du
¥ (8ci0>

precio por unidad
de probabilidad

Esto se puede pensar como un precio dividido entre la probabilidad.
Ahora se van a ver los determinantes de los precios de los instrumentos puros.

8.4 Determinantes de los precios de los instrumentos puros

Vamos a ir viendo (situaciones) del mads intuitivo al menos:
1. Aumenta la probabilidad de ese estado de la naturaleza 1 7;: ;qué le pasa al precio? — sube.

du
dcis
Ju
dcio

Si se vuelve mds probable que ocurra ese estado de la naturaleza ese instrumento es mas
valioso.
2. Aumenta la impaciencia 1 0: se valora menos el futuro y baja el precio del instrumento:

T Ps :T n-s676

(7)
1P =, ie*STi

Jdu
dcio

3. Baja la dotacién en un estado de la naturaleza | Ej: si baja la dotacion en un estado de la
naturaleza baja el consumo en ese estado | c; y si baja el consumo sube la utilidad marginal
% 1 aumenta, entonces aumenta el precio:

Si la dotacién de un estado disminuye entonces los precios suben porque hay mds escasez.
4. Aumenta la dotacién del periodo inicial E¢ 1: aumenta el consumo c;y Ty entonces baja la
utilidad marginal ;T”f J y el precio aumenta:

En el caso anterior habia una escasez absoluta, pero ahora la escasez es relativa
5. Si aumenta la aversion al riesgo ARA RRA 1 hay mayor dispersion de precio.

@ ) O se puede interpretar como la impaciencia.

8.5 Precios y rendimientos de instrumentos complejos

Se tiene la siguiente situacion:

st =1 —i—fjs
_FCyq

_Vj
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@ | FCjs es el flujo de caja (cash flow CFj) entre el precio V;. Este es el rendimiento simple
estado por estado de la naturaleza.

E[Rjs] =1+ E[Fjs]
_E[FC)]
==y

@ ) V;nocambia porque es el precio inicial al cual se compro el activo.

Entonces queda la siguiente relacion:

_ E[FC]]
T+ E[F)

Esta relacion se llama valor actual o descontado: se trae a valor presente usando una tasa de
descuento.

@ | Se quita el subindice s porque es una esperanza, se estdn considerando todo, es la suma
ponderada de cada uno.
Antes cuando se vieron mercados completos se decia que el precio del instrumento puro o
complejo se debia calcular como la suma de los precios de los instrumentos puros por el flujo de
caja en ese estado de la naturaleza;

Vj = ZRV'FCJ'S

seS

Cuando esto no se da, cuando el precio del instrumento complejo difiera de esta sumatoria se

puede hacer arbitraje: hay oportunidades de ganancias.

Hay dos instrumentos complejos que interesan mucho en economia financiera:

1. Bono libre de riesgo: tiene la caracteristica de que paga lo mismo en cualquier estado
de la naturaleza CF;; = 1 Vs € S. Si el pago fueran 2, se interpretaria como si fueran dos
bonos los que se tienen. Es un bono cupdn cero (no paga cupones sino que al final paga el
valor facial que en este caso el valor facial es 1) porque Vr =Y (¢ Fs. El rendimiento bruto
seria Rp = 1+7rp = % Este instrumento libre de riesgo tiene una caracteristica especial
que no tienen los otros instrumentos: el rendimiento bruto no cambia con los distintos
estados de la naturaleza — eso es justamente lo que los hace libre de riesgo, que se sabe
siempre cual va a ser el rendimiento que le va a ofrecer.

2. El'mercado: se puede pensar como el que de un flujo de caja igual a las dotaciones CFj; = Ej,
0 sea, es el resto de la economia. Tiene un valor V,,. El rendimiento bruto es R,y = 1 4 75 =
%. La esperanza es E[Fy,] = %i‘] — 1. Esto es el rendimiento que da el mercado. Aunque
usualmente no se le llama asi, sino més bien prima de mercado o market risk premium
MRP = E[Fy, — rF].

La tasa libre de riesgo es clave y se veia a través de la curva de rendimientos, y la otra
variable importante para valorar activos es la prima de mercado.

Para Costa Rica la tasa libre de riesgo se obtiene de la curva de rendimientos y para
Costa Rica era algo asi como rr = 8% en colones. Pero la prima de riesgo es cuanto de
mas, mas alla de la prima de riesgo, da el mercado entonces suponga que para Costa
Rica fuera 6% MRP = 6% entonces si se invirtiera en Costa Rica en un instrumento
riesgoso, habria sumarle 6 al 8% y en total seria 14%.
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Ejercicio 8.1 — Preguntas del dia. Pregunias:
1. ;De qué dependen los precios puros? — Dependen de:
a. La probabilidad de que pasen
b. Del riesgo
c. De la impaciencia de los agentes
d. De las dotaciones
e. De la aversién al riesgo
2. ;Puede ser el precio de un instrumento puro tener un valor negativo y por qué? —
No puede ser negativo porque cuando se hace la maximizacidn se plantea que a mayor
dotacién aumenta la riqueza y el precio del instrumento representa ese factor.
3. ;/Qué pasa con la tasa libre de riesgo cuando aumenta la aversion al riesgo? — Los
precios se hacen mds dispersos: los pequefios mds pequefios y los grandes mds grandes.
J Pero qué le pasa a la tasa libre de riesgo? — Empiricamente se dice que la tasa libre de
riesgo va a disminuir.
4. ;Qué es el 6,7 — Es un precio por unidad de probabilidad.
Y para qué sirve? — Sirve para representar la abundancia o escasez de las dotaciones.
@ | Uno lo tiene que comparar con el e % Una perfecta pregunta de falso o verdadero

serfa la siguiente:
6, < 1 significa que hay abundancia siempre. — Esto seria falso si es menor

que e 9.

8.5.1 Un ejemplo de equilibrio de mercados completos

Ahora vamos a hacer un ejemplo. Se va a suponer que hay agentes como la misma utilidad (como
una especie de agente representativo).

1—y -y
C. C.:
0 ) 1
M[(C[(), Cil) = e +e e

-y 1=y

Esta es una funcién de utilidad isoeldstica 0 CRRA (aversion al riesgo relativa constante). La
utilidad marginal respecto al consumo de hoy es:

=,
8(:,-0 0

Y la utilidad marginal respecto al consumo de mafiana es:

i _ 5 —y
=e Ch
aC,'()

De las condiciones de primer orden del equilibrio descentralizado

Despejando:
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-
Cio Py
1
e (BT,
Cis = | ;e F *Cio
s

Esto lo que esta diciendo es que el consumo en el estado s es proporcional siempre al al
consumo en el periodo 0.

@ ) Larazon por la se despeja de esa manera es:

N
b=a- <C">
cio

b=q-is

(5) oo
Cio

Ahora se quiere ver el equilibrio general:

Entonces lo que sale de aqui, y lo importante es que la relacién de las dotaciones totales

E, s (P\17
— = | mye -
Eo Py

Y ya se tiene el precio de los instrumentos puros. Y los precios ajustados por probabilidad
también se puede encontrar el precio ajustado por probabilidad:

6 _ s V}
TTs ’ E()

Estos resultados de los precios van a ser muy interesantes.

Ahora se va a suponer una economia con tres agentes I =3, ¢ ® =09y y =1 (esto im-
1—

v_ .
plica que al trabajar Yl Y =1 =-1In). Ademads, se tienen tres estados de la naturaleza: S =

1—
{sequia, normal, lluvioso}. El bien de esta economia van a ser las naranjas.



8.5 Precios y rendimientos de instrumentos complejos 103

ejp | Instrumento complejo | e1; | er2 | €13
Archie | 2 Arroyo 2 2 0
Betty 1 Bajura 1 1 2
Cheryl | 1 Colina 0 1 3
Total | 4 3 4 5

Los tres agentes son duefios de un instrumento complejo: una finca que va a tener distintos
repagos en los diversos estados de la naturaleza:

Aqui la pregunta es si el mercado estd completo o no. No hay instrumentos puros. Donde
hay instrumentos complejos, uno tiene que fijarse en que hayan tantos estados de la naturaleza
como instrumentos complejos independientes, y para ver si hay independencia hay que ver el
determinante de la matriz de pagos:

C =

S =N
—_—— NI
[US I S BN e}

detC =4

Y como la matriz tiene determinante distinto de 0, es invertible. Ahora hay que sacar la matriz
inversa:

Esta matriz inversa se interpreta como: es la forma en como a partir de los instrumentos
complejos se puede crear los instrumentos simples, es como una receta de cocina.
Hay que usar la ecuacién de los precios de los instrumentos puros:

0

Ey
=097, [ES]

~1
E

Y 6, =09|2].
Y con esto se estd listo para encontrar el precio de los estados de la naturaleza. El primer
instrumento puro es un instrumento que paga 1 en sequia

4
P, =0.9-0.25 {]
3
=0.30=6,=1.20
Y para el segundo instrumento que paga en estado normal:

4
P, =0.9-0.5 [3]

=0.45=6,=09
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El precio del instrumento 2 es mayor que el precio del instrumento 1 porque es mis probable
que ocurra el estado 2 que el estado 1. Sin embargo observe que no paga lo mismo con los 6’s.

4
Py =0.9-0.5 [5]

=0.18= 6, =0.72

Pero ahora note que el tercer instrumento tiene un menor precio que el instrumento 1, pero la
dotacidn es distinta en ambos periodos: en el periodo 3 hay méds naranjas que en le periodo 1, por
lo que hay abundancia de naranjas y son mds baratas.

Instrumento Precio Precio ajustado por probabilidad
1 p1=0.30 6, =1.20
2 p2=0.45 6, =0.90
3 p3 =0.18 6; =0.72

6, es mayor que 9, y 6, es mayor que 6s. El 0 justamente lo que hace es quitar el elemento
de la probabilidad, controlar por la probabilidad. 6 es un factor de la abundancia del bien:
qué tan abundante o escaso es el bien: el estado 1 es escaso en naranjas y el estado 3 es
abundante en naranjas.

Pero, entonces ;por qué en el estado 2 no es igual a 1 si ahi no hay abundancia ni escasez?
— pensando en las utilidades el 6 lo que refleja es la impaciencia.

@ | Entonces 0 incluye dos cosas: la escacez o abundancia del bien pero también la impaciencia.

Ahora, ;qué pasa cuando Yy =27 ;Qué pasa con los agentes? Un Y mayor significa més aversion
al riesgo (relativa). Entonces hay que ver qué pasaria con la tabla anterior:

472
P =0.9-0.25 [3]

=0.40

El precio del instrumento simple aumento6. Y para el segundo instrumento que paga en estado
normal:

4
P, =0.9-0.5 [3]
=0.45

El precio del instrumento 2 con ¥y = 2 es igual que el precio del instrumento 2 cuando Y era
igual 1. Finalmente, para el precio 3:

4
P;=0.9-0.5 [5]
=0.144

Cuando las personas se volvieron mds aversos al riesgo, les preocupa mas el estado donde hay
solo 3 naranjas, entonces la gente busca comprar mds ese instrumento, y al subir la demanda el
precio del instrumento sube. Los otros estados donde hay mds naranjas, no importan tanto como el
estado donde puede haber menos naranjas.
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Instrumento Precio Cambio respectoa y =1
1 p1 =0.40 Aument6
2 p> =0.45 Se mantuvo igual
3 p3=0.144 Disminuyd

Abhora, volviendo al caso y = 1 para calcular el bono cupén cero CFjy =1V s€ S

Vr=) P

seS

Y como y=1:

Vr =0.30+0.45+0.18
=0.93

El valor facial serfa 1 y el precio reportado en los medios (Bloomberg) seria 93. El flujo de caja
esperado del bono seria 1 porque paga lo mismo en todos los estados:

_ _E[FC)]
o 1 +E{I‘F}
1

_1 + rr

F

@ ) 7r puede salir de la esperanza porque no cambia a lo largo de los estados de la naturaleza.

Luego,

1
=——1
rr VF
=0.07526

=7.526%

Uno hubiera pensado que como la tasa de descuento es de 0.9 entonces la tasa libre de riesgo
deberia ser de 10%, pero estd 7.526%, entonces ;qué estd pasando aqui? — la economia hoy tiene
una dotacion de 4, y mafiana puede haber dotacion de 3,4 o 5.

3

5

Esto no les gustaria a las personas aversas al riesgo, de hecho el periodo de mafiana se puede
ver como un aumento en riesgo respecto al periodo de hoy por ese 4 4 1. Si el futuro de mafana
es incierto, compraria un seguro. Cuando hay més incertidumbre la gente ahorra mds: si la gente
ahorra mds entonces al precio de los instrumentos deberian aumentar 1 P y al bono cup6n cero
(que es la suma de los instrumentos puros) deberia aumentar también y con eso la tasa libre de
riesgo deberia disminuir.
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@ | Por ejemplo, la curva de rendimientos de Estados Unidos habia bajado durante el Covid:
con el Covid aumenté la incertidumbre, y con eso la gente queria ahorrar mas, y los bonos
subieron de precio y los rendimientos esperados bajaron.

Hay dos elementos que afectan la tasa libre de riesgo: la impaciencia y la aversion al
riesgo.

Ahora hay que ver el caso del mercado: la caracteristica del mercado es que tenia repagos
iguales a las dotaciones (3,4,5) CF,,; = E;. Entonces el instrumento de mercado vale V; =) CFj; - Py

Vi =3-0.254+4-0.45+5-0.18
=3.60

El flujo esperado del mercado seria:

E[CF,] =3-0.25+4-0.50+5-0.25
=4

Y el rendimiento esperado seria:

=
3.6

=0.1111

Y lo que interesa es la prima de riesgo:

MRP =11.11% —7.5%
=3.59%

En esta economia el mercado le esta pagando un 3.59% mads para que se anime. Esto se llama
por riesgo o de mercado. Ahora en el caso donde ¥ = 2 la gente se volvié mds aversa al riesgo.
(Qué le pasaria a la tasa libre de riesgo si la gente es mas aversa al riesgo? — la gente ahorra mas y
la tasa libre deberia bajar. La prima de riesgo deberia aumentar porque si la gente es mds aversa al
riesga deberian pagarle mds para que se anime.

Entonces el bono cupén cero:

VF=1-0.40+1-0.454+1-0.144
=0.994

El precio del bono cupdn cero subid y la tasa libre de riesgo bajé un montdn:

rr = 0.60%

La intuicién es que como la gente es mds aversa al riesgo, hay mds ahorro, entonces suben los
precios puros, sube el precio del bono cupdn cero y entonces bajan los rendimientos.
Ahora el mercado:
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Vip=3-04+4-0.45+5-0.144
=3.72

La tasa de mercado es:

= ]
372

=0.075
=7.5%

La prima de riesgo es:

MRP =7.5% — 0.6%
=6.9% 1

La prima de riesgo aument6 un montén mas porque ahora tienen que pagarle mas a la gente
para que se animen.
Ahora se va a volver a los instrumentos de Archie, Betty y Cheryl cuando ¥ = 1. En ese caso
los precios eran p; = 0.30, py = 0.45, p3 = 0.18.
e Finca Arroyo pagaba el flujo de caja {2,2,0}. El valor de un activo complejo es el flujo de
caja por los precios:

Va=2-03+4+2-045+0-0.18
=1.50

Y el flujo de caja esperado:

E[CF,] =2-0.25+2-0.50+0-0.25
=1.50

El rendimiento esperado:

Elr,] :E[sja] —1

_1s
15
=0

=0%

Esta finca tiene un rendimiento menor que la tasa libre de riesgo E[r,| < ry. Esta finca paga
mas en los estados de naturaleza donde hay sequia y normal, y entonces esta finca paga mas
en los malos momentos. Hay instrumentos financieros que pagan cuando va mal: se llaman
seguros. Como es un seguro, se pide un rendimiento menor.

¢ Finca Bajura:

Vp=1-03+41-0.45+3-0.18
=1.11
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Y el flujo de caja esperado:

E[CF,] =1-0.25+1-0.50+3-0.25
=125

El rendimiento esperado:

E[CF,]
Va
125
= -
=12.61%

—1

Elry] =

Este instrumento estd pidiendo un rendimiento mayor al mercado.
¢ Finca Colina

Ve=0-03+1-0.4543-0.18
=0.99

Y el flujo de caja esperado:

E[CF]=0-0.2541-0.50+3-0.25
=125

El rendimiento esperado:

E[CF,
Elry] = [V ‘ —1
a
125
" 0.99

=22.26%

Queda pendiente calcular para cada estado:

CFyg !
7, —
m Vm

CF;
rj =4 _ 1

4

Y luego calcular:

Cov(rj,rm)
Var(ry)

@ | Elrendimiento de mercado se calcula como C7F —1.

Suponga que se quisiera hacer una regresion:
rjs =0 +ﬁj Tm,s+ Ejs

Desde el punto de vista de una regresion, aqui 8 y r,,  lo que indica es, si el mercado se mueve
en un 1%, ;en cudnto se moveria (por ejemplo) Apple? f lo que indica es esa proporcién de cambio
justamente. Eso se llama el 8 de una accién.

Buscando el 8 de dos acciones:



8.5.1.1

8.5 Precios y rendimientos de instrumentos complejos 109

o PBaapL =1.28
o Brom = 1.14
o PBrsia =1.64

Entonces si el mercado sube un +1%:

e Apple subiria 1.28
¢ JP Morgan subiria 1.14
o Tesla subirfa 1.64

A A C i .
Ese B se calcula: B, = “Zgy(’r ’r)’). El error €, es ruido blanco.

En este mercado se han estudiado 5 tipos de instrumentos:
1. Instrumento libre de riesgo (paga lo mismo en todos los estados de la naturaleza)
2. El mercado: el B del mercado seria 1y el ruido blanco es 0.
3.
4.
5.
Un B < 0 podria ser el caso de Zoom. Se podria interpretar como que se mueve contra mercado.
El instrumeno libre de riesgo deberia tener un 8 = 0. Es raro ver 8 > 2, por lo que de uno 5.45 es
demasiado grande.
El intercepto en la regresion seria la tasa libre de riesgo, y la pendiente es la prima de
mercado. Estos dos elementos son vitales para encontrar un equilibrio de mercado.

En economia financiera no interesa mucho el consumo y las dotaciones, pero esta vez si se va a
estudiar.

Consumo y dotaciones

La riqueza se determina como la dotacién inicial mas el valor del instrumento complejo del que se
es duefio ejp + V;. En esta economia se tenian los agentes:

Archie: 2+1.5 = 3.5
Betty: 1+1.11 = 2.11
Cheryl: 140.99 = 1.99
Total: 443.60 7.60

Interesa saber cudnto porcentaje de la riqueza tiene cada uno:

o Archie: 46.06%

e Betty: 27.76%

e Cheryl: 26.18%

Si esto fuera un problema del planificador social, ese porcentaje de la riqueza equivaldria a los
presos que tendria que asignar a cada uno de los agentes para llegar a la misma solucién que el
mercado centralizado.

Ademads hay que recordar que se tenfa una funcion de utilidad CRRA o isoeldstica donde
ulw) = s , y en particular el caso donde Y =1 y la funcién se vuelve un logaritmo natural para

1-y
los agentes. Entonces, el consumo 6ptimo de cada agente seria:

T
Cis :0.9F~T ) VseS

N
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Y ahora, ;qué pasa con el ahorro de cada agente?

S :0.96‘1'() Z PSCis

seS

=) 097,

seS

=0.9c¢;o Z Pycis

seS

:0.9Cl'()

Ahora que ya se tiene el ahorro total, hay que decidir cuanto porcentaje del ahorro se coloca en
cada uno de los instrumentos puros.

Pycis

S
_0.971'50,'0

~0.9¢o
:n's

% de ahorro en activo puro; =

Es decir, el porcentaje de la cartera en cada uno de los instrumentos es igual a la probabilidad.
Pero esto es cierto porque son utilidades logaritmicas, si no fueran logaritmicas, serian otro ndimero.

Entonces con esto, segun la restriccién presupuestaria, ya se tendria el ahorro cjo + S = cjp +
0.9cio = 1.9¢;9 y entonces tendria que ser 1.9¢;p = Riqueza; y despejando cjg = Ri??gza y ya con
eso se podrian calcular todas las cosas.

Ahora hay que ver qué pasa en esta economia con las dotaciones (consumos):

Dotaciones (consumos)‘ eio(cio) ‘
Archie

| eislcis) | |
| 2(1.842) | 2(1.3815) | 2(1.842) | 0(2.3025) |

El problema que tenia Archie era que en el dltimo estado no tenfa nada, por lo que en el periodo
0, 1y 2 vende un poco de sus dotaciones y con eso se puede permitir comprar para el estado #3.
Luego, para Betty:

Dotaciones (consumos) ein(cio) eis(cis)
Archie 2 (1.842) 2 (1.842) 2(1.842) | 0(2.3025)
Betty 1(1.1105) | 1(0.8329) | 1(1.1105) | 2 (1.3881)

Y para Cheryl:

Dotaciones (consumos) | ejo(cio) eis(cis)
Archie 2 (1.842) 2 (1.842) 2(1.842) | 0(2.3025)
Betty 1(1.1105) | 1(0.8329) | 1(1.1105) | 2 (1.3881)
Cheryl 1(1.047) | 0(0.7823) | 1(1.047) | 3(1.3088)

Note que el consumo de todos los agentes de hoy, es igual al consumo en el periodo 2. ;Qué
tienen en comtin estos periodos? — hay que ver las dotaciones: tienen el mismo nivel de dotaciones.

Ahora hay que ver el tema de las probabilidades neutras al riesgo.

8.6 Probabilidades neutras al riesgo

Las probabilidades neturas al riesgo se define como:
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* PS'

T. =

LR

donde 7 € [0,1] para todos los estados de la naturaleza y la suma de todas las probabilidades

rm=1

seS
Entonces ahora observe que:

s1 s1 1 Ys
m, | 0.25 | 045 | 0.25 1
P, |1 030|045 | 0.18 | 0.93

Hay que recordar que la suma de precios era el precio del bono libre de riesgo, la cual es una
interpretacion con utilidad. Luego, las probabilidades neutras al riesgo en esta economia:

S1 S1 S1 Ys
T 0.25 0.45 0.25 1

P 0.30 0.45 0.18 | 0.93
;| 0.3225 | 0.4838 | 0.1936 | 1.00

(Qué relacion entre las dos probabilidades? — tanto para sy, s3, hay mds peso en las probabili-
dades reales. Aqui el estado 2 es el bueno y el 1 es malo. Las probabilidades neutras al riesgo
son mas pesimistas que las probabilidades reales.

Ahora, hay un teorema de economia financiera avanzada

Teorema 8.2 — Equivalent Martingale Measure o Medida Martingala equivalente. El
valor del instrumento complejo se puede valorar como
_ E[CFj]
T 14E[r)]
_E7[CFj]
T 1ty

E*[CFy] se refiere a que es la esperanza usando las probabilidades neutras al riesgo.

Lo que dice el teorema es que: hay dos agentes: uno es averso al riesgo y realista y el otro es
neutro al riesgo y pesimista. Entonces ambos van a valorar el instrumento igual.

En la realidad es complicado encontrar el rendimiento esperado £ |r/|. Es mds fécil calcular
las probabilidades neutras al riesgo en términos de la tasa libre de riesgo y con eso encontrarlas.

Entonces ahora dos ejemplos:

Ejemplo 8.4 — Finca Arroyo. La finca Arroyo era la finca de Archie, y se va a calcular su
valor usando las probabilidades neutras al riesgo.

~2-0.3225+2-0.4338+0-0.1936

Ya 1.07526

=1.50

O sea que da exactamente el mismo valor que trayéndolo a valor presenta con las tasas de
descuento normales.

Ahora suponga que se tiene otro instrumento completo que da los siguientes flujos de caja
cjs = [—1,20,12. No se sabe de dénde sali6 el instrumento pero si se sabe que esos son sus
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flujos de caja.
Entonces V; se encontrard usando las probabilidades neutras al riesgo y trayendo a valor
presente con la tasa libre de riesgo.

~_ —1-0.3225+20-0.4838 4+-12-0.1936
I 1.075626
=10.86

Esto es un derivado financiero porque hay 3 estados de la naturaleza (las 3 fincas) y todo lo
deméds (el mercado, el bono libre de riesgo) son instrumentos complejos que no son necesarios
para calcular los instrumentos puros. Los instrumentos que no son necesarios para calcular los
precios de los instrumentos puros se llaman derivados financieros. ]

Ahora lo que sigue es pasar de tema ya a calcular el equilibrio con una distribucién mds general
de rendimientos. Lo que va a interesar ver es calcular ry,r,, —ry.
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Anteriormente se tenia la situacion siguiente:
— -6
u; =u;(cio) +e u(cir)

Y se tenia que las funciones de utilidad estaban dadas por las funciones isoelésticas, potenciales
o CRRA:

1—}/_1
-y

Y se habia encontrado que los precios de los instrumentos puros estaban dados por:

_ E\7
neen(z)

Y los instrumentos complejos se valoran de la siguiente manera:

u(cy) =

V;=Y CFj-P
seS
= | CFj-Pds
seS

Lo primero es si se tuviera una cantidad discreta de estados de la naturaleza, pero si se tuviera un
continuo de precios puros seria el equivalente integrando.
Entonces lo que se va a ver es como se calcula una economia en este momento.

Entonces suponga que £ es lognormal, lo cual significa que el logaritmo natural de eso tiene

Eo
una distribucién normal In {g—;] ~ N(u,o?).
Luego

In Esl + 0o
Eo| "

donde s ~ N(0,1). Aqui s se va a interpretar como los estados de la naturaleza. Cuando s — —eo la
dotacidn se hace 0. Las dotaciones de la lognormal pueden estar entre O y hasta infinito positivo.

Otra forma de decir esto es que la dotacién del estado de la naturaleza s es E; = Ey-exp{ it + Os}.
Ademads, la esperanza de una lognormal era tal que
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02
%)

2

S

[E
E 2
Ey

|-eols

Es

a
Ahora, si fuera [ Eo:| mas bien seria

i
In|—
Eo

Y su esperanza seria:

E [ES

Eo

S

[
aln
E

0

] ~ N(ap,a*c?)

} =exp {a,u +2 622}

De momento esto es lo que interesa tener presente. Hay que estudiar esta economia. Se sabe

E

. - . . .,
ue los precios son P, = e“sn's L . Ahora, si £ es lognormal entonces los precios también
Ey 0

serfan lognormales.

Hay que calcular el activo sin riesgo. El activo sin riesgo daba un flujo de caja de uno para

todos los estados de la naturaleza CFj; =1 Vs € S:
Vi= 1-Pds
= e aﬂts [5} ds
o E -Y
—e 0 / T [S} ds
E -
(&)
Eo
2 ~2
c
:exp{—S—ﬂH- 72 }
Este seria el valor del bono cupén cero.
Ahora hay que recordar el rendimiento esperado:

1+rf:Rf:expff

Lo interesante era lo siguiente:

_E[CF]]

o 1—|—I"f

_ 1

_Rf
=exp{—7r}

Vi

Entonces ya hay dos ecuaciones de los

bonos cupones cero y se van a juntar:
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. 2(72
exp{?y} —exp{~8—yu+ -}
. 2(72
—Fp=—06—yu+ }/2
. 20.2
Fr=0+vyu— Lz

Esta es la ecuacion de la tasa libre de riesgo. entonces hay que ver cudles son los determinantes
(subjetivos y objetivos) que determinan la tasa libre de riesgo:

e § = impaciencia

e Y= aversion al riesgo relativa (RRA)

Y se sabe que:

E| TTP\H T

)
E[E;| =Epexp U+ >

Y, ;qué significa u? — tiene que ver con la dotacién esperada. Y hay que recordar que

[%} = U+ O, por lo que U se puede interpretar como el crecimiento fijo de las dotaciones.

In

Por otro lado, o seria la varianza del crecimiento. También afecta el crecimiento esperado.

e Si 7T 4 entonces T ry: la gente es mds impaciente, ahorran menos y el precio de los instrumen-
tos puros disminuye | P y la suma de los precios es igual se interpreta como el precio del
bono cupén cero Y P | por lo que entonces V¢ | y esto implica que la tasa libre de riesgo
aumenta r¢ 7.

e 1 T entonces 7y T: la economia tiene alto crecimiento (se tiene una expectativa de que mafiana
se ganard mas) entonces la gente ahorra menos y se repite el proceso anterior.

e o T entonces ry |: la economia es mds riesgosa, entonces la gente va a querer ahorrar mas.

9.1 Tasa libre de riesgo y prima de mercado en equilibrio general

Ahora se va a tratar de ver un modelo de equilibrio més general para ver los determinantes de la
tasa libre de riesgo y la prima de riesgo ya con distribuciones lognormales y no con un ejemplo tan
sencillo como la vez pasada.

Hay cuatro ecuaciones importantes: tasa libre de riesgo, prima de riesgo, una medida de
rendimientos de un activo complejo y una medida de precio-beneficio que es una medida muy
utilizado en los mercados financieros.

9.1.1 Equilibrio general: 7,y 7,
Anteriormente se tenia una situacién donde habia una utilidad para cada agente en dos periodos:
;i =ui(cio) + e_sui(cil)
Y la utilidad por periodo u(c;) estaba definida como
c=r—1
1=y

Los precios de equilibrio eran

E -Y
Ps :77:3'375 <s>
Ep

u(cy) =
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Y para valorar un instrumento complejo en este mundo que tiene un flujo de caja CFj; se
considera:

Vj: CFjS'PSdS

sES

y para esto se supone una distribucién lognormal de las dotaciones. Ademas, g—(‘) es lognormal si

1 E, +o
n— = s
B M

donde s ~ N(0,1). Y si se despeja E; = Egexp{ it + 0s}. Se escoge una distribucién normal porque:
1) son muy faciles de manipular y 2) tienen propiedades como que siempre dan resultados positivos.

9.1.1.1 Caracteristicas de lognormalidad

Si en efecto
E,

In—- = o

nEO u+os

y s ~ N(0, 1) entonces, ;cudl seria el valor esperado?

E 55 = 4 Lz
| expq U >
E;

a
Y cuando esta expresion se eleva a una potencia (E—O) simplemente se puede aplicar logaritmo:

E\“ E;
In{ — | =aln—
Ey Ey
=all +aos
Y ademds, el valor esperado seria:
E E\“ . L a*c?
- =expla
Eo P LR T

Entonces este resultado o regla se usard una y otra vez en adelante.

Hay que empezar igual que la vez pasada, empezando por el activo sin riesgo. Este activo tiene
la caracteristica de que tiene un flujo de caja igual a uno para todos los estados de la naturaleza
CFj; =1V s€S.Y el precio del bono libre de riesgo seria

VFZ/ l-PS ds
seS

Y en el caso especifico seria:
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E;\ 7
(&)

s { 5120'2}
=e “expqal+

2
252
:exp{—ﬁyy+ YZ }

En el caso del activo sin riesgo el flujo de caja esperado es igual a uno E[CF;] = 1. Entonces
ahora la situacién es esta: cualquier instrumento tiene el siguiente valor:

_ E[CF}]
= TrEp)
__E[CF}]

~ E[R)]

Esta dltima expresion estd en términos del rendimiento bruto. También se podria usar la
siguiente expresion:

V; =E[CFjle”"i

que estd ya en términos del rendimiento continuamente compuesto. Se va a trabajar con este
rendimiento porque da resultados mds sencillos de interpretar. Entonces sabiendo que

2
Vi :exp{—5—yu+ ro }

2

se puede ver que

2
Vi —exp{—5—ﬂ1+ ro }

2

—1-exp{~7y}

el techito representa que es el instrumento libremente compuesto.
Se puede tomar el logaritmo de ambos lados:

) 262
rf=5+w—y7

esta expresion es demasiado importante y dice cudles son los determinantes de la tasa libre de
riesgo.
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La impaciencia estd resumida por : a mayor 0 hay mayor tasa libre de riesgo. Las personas
impacientes ahorran menos y consumen mas hoy, ahorran menos y el gobierno tiene que ofrecer
una tasa de interés muy alta para que inviertan porque tienen una preferencia muy alta por consumir
en el presente.

Si los agentes en esta economia fueran neutros al riesgo ¥ = 0, por lo que 6 se puede pensar
como la tasa libre de riesgo cuando ¥ = 0 y la gente es neutra al riesgo. Como en el ejemplo que se
hizo, § era cercano a 10% mientras que la tasa libre de riesgo era un poco mds baja: los agentes
eran aversos al riesgo y querian ahorrar un poco més: ahi no era un tema de impaciencia sino un
tema de aversidn al riesgo.

Ahora hay que ver mds caracteristicas de la tasa libre de riesgo.

Tasa libre de riesgo

Se habia dicho que la tasa libre de riesgo era

22
rp=8ty— -
2
o 1 0 =1r f
e 1 U: se puede ver que % = v > 0. Significa que en esta economia hay més crecimiento, y
mayor es la tasa de interés. Suponga que Costa Rica va a crecer mads, esto lo desincentiva
a ahorrar porque se sabe que se va a tener mas ingreso en el futuro, y el gobierno y las
empresas tienen que ofrecer mayores tasas de interés para incentivar a ahorrar. Entonces este
crecimiento hace que se quiera ahorrar menos con lo cual | P; y en consecuencia también
baja la suma de los precios que es igual al valor del bono cup6én cero | Y P = V; | y como
hay una relacién inversa entre el precio del bono cupén cero y el rendimiento esperado por lo
que el rendimiento del bono cupén cero sube 1 7

ar £ . - 2
e 0 1: se puede ver que Té = —7?0. Este fenémeno es mas fuerte conforme la aversion al

riesgo sea mads alta: si la gente es mds aversa al riesgo la gente ahorra mds (la aversion al
riesgo genera mas ahorro!) por lo que este efecto se ve potenciado para la gente que es
aversa al riesgo. Pero con la volatilidad hay una baja en la tasa libre de riesgo. También se

92 . . . . .. ..
puede ver que ﬁ = —27 < 0. Sigma tiene varios niveles: si sigma aumenta esto significa

que hay un mayor crecimiento esperado 1 E {%} = exp { u+ %‘2 } pero lo mds importante
es que la dispersion de las dotaciones se vuelve mds riesgosa, y ante mds riesgo, la gente
querria ahorrar més porque ha aumentado el riesgo (el crecimiento que hay es mas inseguro)
entonces la gente querria ahorrar mds. Al aumentar el ahorro aumenta el precio de los
instrumentos puros y la suma también aumenta y el bono cupdn tiene ahora un mayor precio
y en consecuencia, dada la relacién inversa entre precio y rendimiento, el bono cupén cero
tiene ahora un rendimiento menor.

e ¥: se puede ver que %—r}f = 11 —yo?, lo cual es ambiguo en cuanto al signo, sin embargo,

empiricamente se encuentra que i — yo> < 0 si ¥ > %, lo cual generalmente si es asi.
Entonces conforme la gente se vuelve mds aversa al riesgo aumenta el ahorro y sube el precio
de los instrumentos puros, la suma de los precios sube, el precio del bono cupén cero sube y
baja el rendimiento del bono cupdn cero.

Hay dos tipos de variables:

e Variables de preferencias: 8,7 son caracteristicas de las personas

e Variables de la economia: u, o ;en periodos de 20 afios qué cambia més? ;Las caracteristicas
de la economia o las preferencias de las personas? — en general se asumird 8,y van a ser
mds o menos fijos pero U, o si pueden cambiar por pais por ejemplo.

Estos serian los determinantes de la tasa libre de riesgo, y esta tasa libre de riesgo seria real.

Para ver la tasa libre de riesgo faltaria ver la inflacion esperada: si aumenta la inflacién esperada
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también aumentaria r, y al ser libre de riesgo, se supone que no hay probabilidad de impago (de
parte del emisor).

Viendo los datos para varios paises, se observa que hay tasas libre de riesgo que pueden ser
negativos: segun la ecuacién encontrada en este modelo se viste esa posibilidad si se admite.
Ademas, las tasas reportadas son nominales, por lo que habria que restarlas la inflacién esperada.

La teoria dice que hay una relacion positiva entre crecimiento y la tasa real de interés. Siguiendo
el grafico mostrado se puede ver que esto si se cumple. La tltima columna es la volatilidad futura
de los mercados. El pais con més incertidumbre es Jap6n, luego Alemania y luego el resto. La
teorfa dice que hay una relacion inversa entre volatilidad y la tasa libre de riesgo lo cual si se cumple
viendo el gréfico.

Entonces esta tasa libre de riesgo si funciona en la vida real, empiricamente si se puede ver que
se cumpla.

Ahora hay que seguir con el instrumento de mercado.

Instrumento de mercado

El instrumento de mercado es igual a la dotacion:
CFj; =E;

El rendimiento de ese instrumento va a ser igual a

vm:/Es-Ps

=E, | = ds

62(1—)/)2}

=e °Ey exp{(l —Y)u+ >

Lo que se quiere sacar es que

Vim =E[CFjp)e” "

E[CF;,)] =E[E]
flujo de
caja esperado
E
ol
Ey
o2
=Epexp { o+ 5 }

Ahora hay que unir las dos ecuaciones. Esta expresién ¢ °Ej exp { (I—y)u+ G(]%w} se
hall6 con mercados completos
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201 _ )2 2
%exp{—5+(1—y)u+w} =%exp{u+(;}

2
201 _ )2 . 2
1nexp{—5+(1—}/)u+6<l2}/)}—lne_””exp{u—i—c;}
201 — y)2 X 2
—5+(1—y)u+6(27):e’mu+c;

Y despejando para e "n:

2

—F :5+w—7’226+762

Que es la tasa libre de riesgo, por lo que entonces:

P =rp+ ’)/O'2
MRP =#,, — r;

Entonces la prima de riesgo depende de dos elementos:
e O: riesgo objetivo — si aumenta el riesgo objetivo aumenta la prima de riesgo
e 7¥: riesgo subjetivo (aversion al riesgo) — si aumenta la aversion al riesgo también aumenta
la prima de riesgo
Con la pandemia tuvo que aumentar la volatilidad y la aversién al riesgo, con lo cual tuvo que
haber aumentado la prima de riesgo.

9.3 Relacion price earnings P/«

Suponga que tiene una empresa con un beneficio por accién (earnings per share EPS)de $2. Esta
empresa tiene un precio de $40. Hay una relacién que se usa en finanzas que es el ratio price
earnings se que se calcularia:

$40
82
=20

P/e

Suponga que eso era Amazon, ahora piense, por ejemplo en Microsoft:

$15
P/e =53

=5

Observe que entonces varias empresas tienen distintas razones beneficios, y lo que se quiere
saber es a qué responde esto. El paper analiza esto en n periodos y arroja un resultado util que es la
razon inversa:

E & 1 y—1
Foyt (i) (1)

Aqui se encuentra que Y~ 1.3y § = 3.82%. Esto se calcula asi porque generalmente se piensa
que son las variables que menos cambian. Ahora hay que ver los efectos sobre el price earnings:
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e Sube la tasa libre de riesgo 1 r;7: €l earnings price aumenta T % y en consecuencia el price
earnings disminuye g J
e Sube la volatilidad 1 o: el earnings price aumenta 1 % y en consecuencia el price earnings
disminuye % +
Son dos factores para poder entender el mercado accionario. La tarea es usar esto para ver si el
mercado estd sobrevaluado o subvaluado. La derivacion es un poco complicada de hacer, pero lo
importante es saber usarla (como en la tarea) para poder entender el mercado accionario.

Ejercicio 9.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1. En el modelo de mercados completos, ;de qué depende la prima de mercado? — Esta
prima mide la diferencia entre el rendimiento esperado de un activo financiero y la
tasa libre de riesgo. Seria la diferencia que hay que otorgarle al individuo un mayor
rendimiento sobre lo que ofrece el activo libre de riesgo dado que este otro si tendria
riesgo.
¢ Pero cudles serian los determinantes de esta prima de mercado? — Depende de:

a. De la variabilidad de los mercados
b. o
c. vy

2. ;El mercado en Estados Unidos estd sobrevaluado o subvaluado? — Sobrevalorado.

¢ Invertiria entonces en el mercado de Estados Unidos? — Ahorita no.






10. Separabilidad en carteras

Abhora se va a ver algunas aplicaciones para mercados completos.

O

Pero antes de eso se va a ver el tema de los fondos de inversion. Es gente que trabaja invirtiendo
en instrumentos financieros como bonos o acciones. En Costa Rica la mayoria de los fondos de

Bajo la separacion de carteras, los inversionistas eligen entre solo unos pocos portafolios
basicos de instrumentos de mercado. Por lo tanto, la importancia de tener un mercado
completo se reduce considerablemente.

Recuerde que cuando los mercados de capital son incompletos, los individuos tienen
limitaciones en sus opciones de patrones de pagos contingentes al estado, limitandose a
aquellos patrones de pagos que pueden construirse como combinaciones lineales de los
instrumentos de mercado existentes.

Sin embargo, con la separacién de portafolios, los inversionistas a menudo descubrirdn
que las oportunidades de pago inviables no habrian sido elegidas incluso si estuvieran
disponibles. Por lo tanto, bajo la separacion de portafolios, las decisiones de portafolio
de los inversionistas a menudo no se veran afectadas por si el mercado de capital es
completo o no.

Se ha demostrado que la separacién de portafolios depende de la forma de la funcién
de utilidad de los individuos y de la forma de las distribuciones de rendimiento de los
instrumentos.

En el caso especial donde las funciones de utilidad de los inversionistas respecto a
la riqueza son cuadraticas, o los rendimientos de los instrumentos estan distribuidos
conjuntamente de forma normal, se obtiene la separacion de carteras. Con la adicién
de expectativas homogéneas, la separacion de portafolios proporciona condiciones
suficientes para una ecuacion de fijacion de precios de los instrumentos.

Esta relacién de fijacion de precios de los instrumentos de seguridad puede expresarse en
términos de medias y varianzas y se llama modelo de fijacién de precios de activos financieros.
La forma resultante de la ecuacién de fijacidn de precios de los instrumentos de seguridad es
particularmente conveniente para formular proposiciones comprobables y realizar estudios
empiricos.

Muchas de las implicaciones de la separacion de portafolios en los mercados de capital
parecen ser consistentes con el comportamiento observado y han sido respaldadas por pruebas
empiricas.

inversion invierten en bonos, y la mayoria de los fondos son de fondos de pensiones.

En inglés se llama Mutual Fund Separability y se refiere a que se puede separar por fondos de

inversion.

Sea I = #de hogares (por ejemplo 1 500 millones de hogares). Luego, hay K = #estados naturaleza

y J = #activos complejos. Entonces el problema a resolver es demasiado complicado.

En finanzas no se puede hacer lo del agente representativo. Entonces hay que buscar simplificar

el problema. Hay una serie de teoremas sobre separabilidad en fondos (o carteras).
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Los teoremas de separabilidad dicen bajo qué condiciones las personas se van a invertir
en otros fondos de inversion. Nos interesa en un mundo donde todas las personas
invierten en uno o dos fondos de inversion. Bajo qué condiciones las personas invierten
en un mismo o dos fondos de inversion.

Se van a ver modelos donde una porcion del dinero va a estar en un fundo de
inversion y otra en instrumentos libres de riesgo — esto es money separation.

1. Un fondo de inversién invierte en instrumentos complejos. Entonces se tiene un fondo de

Wi n

inversién que tiene unos pesos | : | tal que la suma de los pesos sume Z w; = 1. Esto es el
W i=1

peso de cada accién en que han invertido (por ejemplo las primeras 10 acciones en que ha

invertido el fondo representan un 47% del total de los activos en que ha invertido el fondo).

. El problema se simplifica si # fondos = M < K y menor que J también. Entonces la gente

solo invierte en un ndmero determinado (relativamente pequeio de fondos)

. A nivel tedrico es importante que: se puede encontrar equilibrio atin en mercados incompletos.

A menudo va a suceder que J < K o sea que el nimero de instrumentos complejos (acciones)
es menor que el nimero de estados de la naturaleza, y si hay separabilidad en carteras igual
se puede encontrar un equilibrio.

10.1 Ejemplo de separabilidad

Se tiene a Ana, Betty y Carlos. En este caso ellos tenfan un ahorro A; =Y g ps - cis que era lo que
compraban en instrumentos para el periodo 1 en los distintos estados de la naturaleza.
Las condiciones de primer orden cuando ¥ = 1 eran:

i 097
aCiO Ps - Cis

< ps-cis =097 - cjp

Y por lo tanto el ahorro para cada uno de ellos era:

A; :Zps'cis

seS

=0.9¢;o Z T

seS

20.961'()

Es decir, ellos ahorraban el 90% de su consumo del periodo 0. Lo que interesa es saber como
son las carteras de ellos. O sea, el peso que cada uno de ellos le asigna al instrumento es:

Las carteras en que invierten ellos: observe que se pierde el subindice de cada agente, por lo
que so6lo va a importar las probabilidades de que ocurra cada estado de la naturaleza.

Entonces la cartera en que compran Ana, Betty y Carlos es tal que invierten 1/4 del ahorro en
el estado de la naturaleza 1, 1/2 en el estado de la naturaleza 2 y 1/4 del ahorro en el estado de la
naturaleza 3:
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Estos pesos son independientes de la persona. Por lo que si hubiera un fondo de inversién
Miguel Cantillo 2020 que invierte 1/4 en el instrumento 1, 1/2 en el instrumento 2 y un 1/4 en el
instrumento 3, ese fondo serfa atractivo para Ana, Betty y Carlos.

Si el fondo tuviera pesos diferentes de inversién en los respectivos instrumentos, no seria
atractivo para Ana, Betty y Carlos porque ya no coincidiria con las probabilidades de cada estado
de la naturaleza.

Entonces en este ejemplo, hay M = 1 un fondo. Indistintamente de la cantidad de instrumentos
y estados de la naturaleza, la gente invierte en el mismo tipo de fondo porque todos tienen la misma
utilidad (no es un agente representativo pero por haber dicho que tenian la misma utilidad se
asemeja la idea). Como cada uno tiene distintos ahorros si resulta que cada uno termina comprando
menos de cada instrumento pero si en la misma proporcién los 3 (1/2,1/4,1/2).

Entonces, al haber separabilidad en carteras, aunque no hubiera 3 instrumentos (y en conse-
cuencia hubiera més estados de la naturaleza que instrumentos) atn asi se podria encontrar el
equilibrio.

Problema general

Este problema general tiene dos partes: primero los supuestos y luego las condiciones de primer
orden.

Supuestos

Los supuestos son los siguientes:
1. Hay K estados de la naturaleza s € S

2. Hay J instrumentos y cada instrumento da un rendimiento bruto R, = CFis

v

3. Hay I agentes con una utilidad u; tal que u} > 0,u} < 0 (agentes tienen ]que ser aversos al
riesgo). Se va a definir el ahorro para cada uno A,y = 1 — se puede asegurar que no hay
pérdida de generalidad por los grados de libertad.

4. Puede existir activo sin riesgo Ro; = Ry V s € S. Entonces se va a considerar un caso con 'y
sin activo sin riesgo (hay que hacer dos maximizaciones)

5. wjj es el porcentaje del ahorro del agente i en el activo j. Esto son las carteras. ¢Es posible
que un peso sea negativo w;; < 0? — si porque se puede hacer short sell, y el caso
contrario es que también se puede invertir mas de la riqueza w;; > 1, pero lo que si tiene

J
que cumplirse es que todos los activos sumen 1 Y w;; = 1. Un caso especial es cuando
Jj=1
J
hay activo sin riesgo: Z wii=1.
j=0

El problema

Hay que ver dos casos: sin Ry y con Ry.

Sin activo libre de riesgo

J
e La cartera tiene que ser Z wij = L.
j=1
¢ El consumo en el estado de la naturaleza (por ejemplo la sequia) tenfa que ser cj; = Zle Wij*
1 -Rj.
Jjs

ahorro
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o El lagrangiano serfa:

Cis

J J
L=Y mai | Y wiiRjs| +Ai [1=) wij
ses =1 =1

la restriccién es que los pesos tienen que sumar 1. En este caso el multiplicador de lagrange
A; se refiere a qué pasaria si los pesos sumaran mas de 1, y como esto no tiene sentido,
este multiplicador no tiene interpretacion econémica.

10.2.2.2 Con activo libre de riesgo

e La cartera tiene que ser igual pero ahora hay un peso adicional, el del activo sin riesgo:

J
Wio + Z Wij = 1.
j=1
J
wio+ }_ wij =1
j=1
J
wio =1- ZW,‘]‘
j=1

J
e El consumo en el estado de la naturaleza tenia que ser c;; = wjo - Ry + Z wij*Rjs, 1o cual se

Jj=1

J
puede simplificar ¢;; = Ry + Z wij[R s — Ry]. Esto se puede interpretar como rendimiento
j=1
en exceso: ¢j; = Ry + Zf: | Wij - 2js donde zj; = R j; — Ry es el rendimiento en exceso.
o El lagrangiano serfa:

Z = anui

seS

j=1

J
Ry + ZWij'st]

aqui no hay lagrangiano porque ya estd implicito en el problema.

Sin Ry Con Ry
7
y wio + ; wij =1
Cartera Y wij=1 .,
7= wio=1-Y wij
Jj=1
7
, Cis = Wio - Ry + ;Wij'st
Consumo en estado s Cis = Z wij - Rjg J ”
i=1 cis = Rp+ Y wij[Rjs —Ry]
j=1
J J J
Lagrangiano Y= Z Tl wijRjs| +Ai |1 — Z wii| | L= Z Tu; | Ry + Z Wij " Zjs
seS j=1 j=1 seS j=1
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@ | Laintuicidn es la siguiente: piense en una produccion que emplea 3 factores de la produccion:
mano de obra, tierra y capital. Sus costos, respectivamente, son: wy, wy, wy (asuma que son
iguales). La condicion de optimalidad en produccién implica que el producto marginal debe
ser igual al costo, y si tienen el mismo costo, los productos marginales tienen que ser iguales.

El impacto que tiene el factor de la produccién sobre la utilidad marginal — eso es lo
que hay que pensar.

10.2.3 Condiciones de primer orden

Y las condiciones de primer orden del problema serian:

‘ Sin Ry ‘ Con Ry
Condiciones de primer orden
% 2%
9 - = Z 7'L'SM/M,' [Cis] 'st —-Ai=0 ) - = Z 717314/141‘ [Cis] *Zjs = 0
Wij seS Wij seS
/ /
E[ui(-)-Rj] :)Li E[ui(-)-Rj] :l,'
Abhora, piense en una funcién de produccién que depende de varios insumos f(zi,...,z,): la

condicién de optimalidad es que la productividad marginal sea igual entre ellos. Eso es lo que dice
que la condicién de primer orden obtenida anteriormente: la productividad marginal del activo
tiene que ser igual para todos los activos.

Cuando hay un instrumento libre de riesgo es exactamente lo mismo: la productividad marginal
es igual a 0 porque se le estd introduciendo un costo ahi. La razén de la diferencia con el instrumento
libre de riesgo es que se estd introduciendo el costo: Ry. Entonces sale el rendimiento en exceso
que ya tiene ese costo incorporado.

Teorema 10.1 Si hay solucién al problema, es tinica — Inger Soll.

10.3 Condiciones suficientes para separabilidad

Solo hay que demostrar una de las condiciones y con eso ya se cumple que hay separabilidad de
carteras. Vamos a ver las condiciones para las distintas separabilidades:
1. M = 1: todo el mundo invierte en el mismo fondo de inversién (solo hay un fondo de
inversion)

e [ =1 solo hay un agente. u;;, R, arbitrarios. Si solo hay un agente representativo, la
cartera que €l tenga va a ser la cartera.

e Todas las utilidades de los agentes se pueden escribir como u; = a; + b; - U y esto
implica que la utilidad marginal serfa u} = b; - U’ — se estdn haciendo transformaciones
lineales positivas. Entonces esto significa que es como si fuera un agente representativo
(mds o menos) porque todos tienen la misma utilidad (como en el caso de Ana, Betty y
Carlos).

Proposicion 10.1 — Demostracién. Imagine que existe que w’; (independiente del
subindice i) tal que E[u/(-)R;] = A.
Entonces la utilidad marginal de un agente seria

E[u'()Rj] = E[bui(-)Rj] = bid = ;

Entonces lo que se acaba de demostrar es que si se tuviera esos pesos que daban una
productividad marginal constante para todos los instrumentos para una utilidad que no
tenia suscrito i, para la utilidad de cada uno de los agentes también va a ser un nimero
constante.
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En el caso mds sencillo imagine con Ry:

E[d(-)zj] =0
0
E[W(-)zj] =biE[u(-)z}]
=0

*

Entonces lo que se demostré es que si estos pesos w); eran Optimos para esa u sin
suscrito, también tiene que ser 6ptimo para cada uno de los agentes especificos.

® Rjsesi.i.d (idéntica e independientemente distribuida) lo cual significa que se puede
escribir Rj; como Rj; = UL + €j; conde €5 es i.idy E[sjs} = (. Ademaés tiene que ser
que u! < 0 (agentes son aversos al riesgo).
La cartera en que van a invertir todos va a ser w; = % Esto es cierto porque si w; # },
observe que la cartera w’; = } tiene media i (si todos los activos tienen la misma
distribucién), mientras que cuando es diferente w; # } tiene como media también p,
pero cuando se le da el mismo peso a todos los activos w; es un aumento en riesgo a wj-.
Esto se puede escribir como que rj = r} +u; donde E [uj] =0y la gente siempre
escogeria la cartera que no sea aumento en riesgo.

¢ Rj, se puede escribir Rj; = y; + €, donde E[g;|y,] = 0 y lo que se pide es que las
utilidades sean aversas al riesgo u < 0.

J
Entonces se agarra una cartera 6ptima que tiene estas caracteristicas w; donde Z w}f €;=0Vs € 8.
=1
Esta cartera tiene un riesgo residual €, que se estd eliminando en cada uno de ljos estados
de la naturaleza. Para cualquier w; 7 w’ es un aumento en riesgo.
En una cartera 6ptima se elimina el riesgo idiosincratico €;;. Se puede pensar que esta
cartera tiene dos tipos de riesgo:
— ys es el riesgo de mercado, que le pasa a toda la economia
— &j; riesgo especifico a esa empresa
La cartera 6ptima que se crea elimina completamente el riesgo idiosincratico.
Abhora falta ver las condiciones para separacion en dos carteras M = 2:

a. Solo hay dos agentes en la economia / = 2 con u;, R j; arbitrarios.

b. Ry arbitrario pero u; es cuadratico. Esto no se va a demostrar, pero cuando las utilidades
eran cuadraticas hay preferencias de media y varianza.

. Rjy arbitrario, existe un activo libre de riesgo y las utilidades de cada agente estdn dadas

. 1- . L
por u; = %, [%ci + b,-] " con Y igual para todos los agentes. Esto es distinto a cuando

se tenia una sola cartera. No todos los agentes tienen la misma utilidad por el subindice

i, pero si es cierto que todos los agentes tienen la misma aversion relativa al riesgo.

Aqui la separacidn que existe es que se va a invertir
Wio en Ry en la cartera #1
wij=(1—-wip)o; Y04 =1

@ | Laprimera cartera va a estar constituida de bonos libre de riesgo. La segunda
cartera van a ser acciones en un fondo de inversién y se combinan esas dos
carteras
10.3.1 Una condicion suficiente

Los rendimientos de cada accidén van a estar dadas por:

st:Bj'ys+8js
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y existe Ry.
Esto quiere decir que va a haber divisién en dos carteras:

1. La primera cartera es bono sin riesgo Ry donde se invierte wio
2. La segunda cartera donde se invierte w;; = (1 —wj) - &; y se cumple que Z§:1 o; =1
Hay una divisién en acciones y en bonos: esto es igual a todo el mundo, peor lo que cambio es wjy
que dependera de la aversion al riesgo: si es muy averso al riesgo entonces w;y va a ser muy alto,

pero si no es tan averso al riesgo va a ser mas bajo.
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11. Principio de Separacion de Fisher

Esto es una aplicacién de mercados completos.

El efecto Fischer

El efecto Fischer en las tasas de interés es

Historia econémica

La primera revolucién industrial ocurre en 1750, mediante la produccion de textiles principalmente
y las empresas se empiezan a hacer mas grandes (en términos de gente).

La segunda revolucién industrial tiene que ver con el descubrimiento de nuevas tecnologias:
el ferrocarril, el telégrafo y el acero. Esta segunda revolucién se da entre 1820 y 1850 y estas
tecnologias se empiezan a usar mds fuertemente. Estados Unidos y Alemania lideraron esta
revolucion.

Empiezan a surgir empresas importantes (una primera generacion) y al final de esta primera
generacion (1880-1890) tal vez los hijos de los duefios originales de las empresas no siempre
tenian el interés de continuir llevando las empresas. Se empiezan a crear las bolsas de valores
(principalmente la de Estados Unidos).

Estas empresas empiezan a salir a estas bolsas, y ahora los duefios de las acciones son los
duefios de las empresas. Con esto, se empieza a dar una separacion entre el control y la propiedad
de las empresas. La propiedad tienen los accionistas, pero el control lo tienen los gerentes, que no
necesariamente tienen acciones en la empresa.

Irving Fisher fue el primer economista estadounidense mundialmente famoso, y en 1930
escribi6 un libro The Theory of Interest y explicaba los determinantes de las tasas de interés. En
ese libro hizo dos aportes relevantes para el curso: 1) la definicion del valor actual y el valor
actual neto y 2) plantear que la separacion entre el control y propiedad en las empresas no
seria un problema en el tanto que los gerentes de las empresas maximizaran el valor actual
neto VAN de sus oportunidades. Ni siquiera es necesario que el gerente conozca las preferencias
de los propietarios.

El valor actual neto

Esto es una idea bastante antiguo. Hay un caso del afio 1200 de un soldado que le cambian la
periodicidad en que le pagan su pensién. Ahora hay que ver como se calcula el valor actual neto.
Se tienen los flujos de caja:
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FC=-(y,Ci,....Cr

(o suele ser negativo, por ejemplo, cuando se hace un inversion inicial que tiene un costo.
Luego, los demds flujos de caja ¢, pueden ser positivos o negativos. Ya se ha visto un ejemplo del
VAN y flujos de caja: en un bono ¢ es el precio inicial que se paga por un bono y el resto de ¢, son
los flujos de caja que genera el bono.

Ahora hay que ver dos conceptos importantes del valor actual neto.

Valor actual

La definicion de valor actual (present value (PV)) es

VA

¥ o
L ity

donde k = tasa de corte. En bonos se llama rendimiento del bono y aqui tasa de corte. En
Excel existe la férmula de valor actual o present value y es necesario invocar la tasa de corte y los
respectivos flujos de caja. En el valor actual no se incluye el flujo de caja 0 Cy, pero en el VAN si.

T
Ct
VAN(NPV) = —Cy
; (I+k)
=VA—cg

En Excel se puede invocar VAN o NPV e igualmente requiere la tasa de corte y los flujos de
caja pero ahi ya hay que incorporar el flujo de caja 0.

Ejemplo del principio de separacion

Hay que hacer los siguientes supuestos:

1. No hay riesgo. Esto quiere decir que la tasa bruta es igual a la tasa libre de riesgo R = Ry

2. Lautilidad del agente u = u(co) +e%u(c;) donde ' >0y u” < 0 (cuando Fisher lo desarrollé
no existia la interpretacion de aversion al riesgo. Ademds 6 > 0 por lo que el agente es
impaciente

3. Hay una dotacion inicial eq

4. Es una economia de produccion y no de intercambio: hay un ky que es la inversion inicial y
el consumo que queda es co = eg — ko

5. Hay una funcién de produccién f(kg) = c¢1 donde /' >0y f” <0

6. Hay un mercado de capitales (mercado financiero). La riqueza tiene que ser igual al consumo
s wo =co+ I%. Entonces la riqueza tiene que ser igual al valor actual del consumo y Ry es la
tasa libre de riesgo en la economia.

7. Ry es latasa libre de riesgo

Vamos a ver varios tipos de economia y cudles son las condiciones de primer orden

Maximizaciones

1. Economia de produccién: el duefio es el mismo que el gerente (como la primer generacién
de los duefios de las empresas). En este caso el problema de maximizacién seria el siguiente

maxu(co) + e u(cy)
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Y el lagrangiano que resuelte el problema es

L7 = uleg — ko] + e Sulf(ko)]

y la decisién de optimizacién es con respecto a la inversién que se haga, y la condicién de

primer orden respecto al capital seria:

Q27
ko

Y ahora habria que despejar f'(ko):

f (ko) =€® [”/(CO)]

u'(c1)

= —u(co)+e % (1) f (ko) =0

2. Economia de intercambio: donde el duefio es un capitalista (un inversor nada mds). El duefio

maximiza la utilidad intertemporal:
max u(co) + e Ou(cy)
tal que

i C1
wop =C —_—
0 0 Rf

c1 =(wo —co)Ry

Y el lagrangiano asociado a este problema serfa:

07"
= u/(co) + ¢ 2w (c1)-Rp =0
aCo
Y despejando para Ry:

Ry = b [”’(CO)}

u'(cr)

Observe que esta condicién es la misma que la encontrada para una economia con produccion,

por lo que entonces:

!

Ry =e® [ (e

ul

| = 7tko)

Esto lo que dice es que el determinante de la tasa de interés (que en este caso es la tasa libre

de riesgo) estd dada por dos tipos de condiciones:

e Las preferencias de los inversionistas mediante la impaciencia e?® y las utilidades

marginales (factor subjetivo)

e La productividad de los factores (factor objetivo)

3. Separacion del control y la propiedad: hay un gerente (que no es el duefio) de la empresa que

maximiza el valor actual neto (VAN). El valor actual neto de la empresa estd dado por:

k
VAN(ko)=— ko + flko)
inversion Rf

inicial

@ | Como es un ambiente libre de riesgo, hay que tomarlo en cuenta para traer a valor
presente. Es decir, se trae a valor presente con la tasa libre de riesgo.

lo que produce en el
siguiente periodo
traido a valor presente
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Y la condicién de primer orden seria:

0 VAN B 1 (ko) B
ok - Ry =0
Ry =f"(ko)

Lo cual es justamente la condicién de maximizacion vista anteriormente. Con lo cual
entonces, se estaria maximizando la utilidad esperada del duefio y entonces esto justifica
que haya separacion propiedad y control: mientras el gerente escoja el nivel de capital
que maximiza la utilidad esperada de los dueiios.

Todo esto de Fisher se hizo antes del desarrollo de las utilidades cardinales, por lo que ahora
toca verlo con el caso de que haya incertidumbre.

11.5 Economia con riesgo y mercados completos

Se hacen los siguientes supuestos:
e ko es la inversion inicial
e ¢y = eg—k, es el consumo inicial
o fi(ko) = c15'y se cumple que f{(ko) >0y £ (ko) <O
Y al igual que en los casos anteriores, se tienen las siguientes maximizaciones:

1.

Economia con produccién: el problema de maximizacién es

maxu(co) + e °Eu(cy)]

tal que
co =eq — ko
Cls :fs(kO)

Y el lagrangiano de este problema serfa:

LP = uleg — ko) + e d Z msu[ f5(ko)]

seS

Y la condicién de primer orden seria:

aLr
dky

= —1/(co) +e ® Y mal (c1,) fl(ko) = 0

seS

Economia de intercambio: aqui es clave recalcar que los mercados deben ser completos. Se
debe maximizar la utilidad esperada, pero la restriccién dice algo diferente:

maxu(co) +e O Efu(c)]
tal que

ey = Cco+ Zpscls
seS

La restriccion dice que la dotacion inicial debe usarse para consumir hoy y ademds todo el
consumo que va a hacer en todos los estados de la naturaleza con pg normalizado a 1 pg = 1.
En este caso, el lagrangiano en intercambio estd dado por:

+e9 Z mou(cys)

seS

Zi =u [eo_zpscls

seS
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Y entonces lo que se va a hacer es maximizar consumo por consumo en los distintos estados
de la naturaleza:
<"

FP A G e 0mad (c1y)

y esta condicién de primer orden se debe multiplicar por f}(ko):

—u (co)psfi (ko) + e mu (c s)f (k)
CO Zpsfs (ko) + SZTQ s ko)

seS ses

=0
0

hay que encontrar una
expresion para esto

y revisnado en economia de produccién, se encuentra que:

e ® Y mal (c1,) fl(ko) =t/ (co)

seS

y esto se va a incluir en lo que recién se encontrd:

ko) Y. psfi(ko) + ueg) =0
seS
Y pofi(ko) =1

sES

Esta condicién se parece a lo que se habia encontrado en la economia que no tenia riesgo
donde Ry = f’(ko). Entonces ahora queda ver la interpretacién econémica.

11.5.1 Interpretacién econémica

Entonces se encontrd la situacién de que Y ¢ psfi(ko) = 1 entonces veamos un ejemplo.

Ejemplo 11.1 — Una inversion sin riesgo. Si se tiene una inversion sin riesgo esto significa
que

fs(ko) = f(ko)

esto quiere decir que no cambia de acuerdo a los estados de la naturaleza. Pero también significa
que f;(ko) = f'(ko), o sea una constante. Para esta inversion sin riesgo se tiene que

Y pof' (ko) =f'(ko) Y. ps

seS seS

Ahora viene lo importante: la suma de los precios de los instrumentos puros es igual al valor del
instrumento complejo libre de riesgo Vy donde Vy = bono cup6n cero, es decir CF;=1Vse S.
Este bono cupdn cero también se podria encontrar como Vy = ! —-. Entonces lo que

1+rf
(ko)
R

se estd diciendo es que =1 con lo que entonces f'(kg) = Ry.

Esto es el mismo resultado que dio en una economia sin riesgo, y esta es la clave que
permite entender que esta maximizando tanto en economia de dotacion y economia de
produccion. ]

El siguiente paso que estd faltando es encontrar el valor actual neto en una economia con produccién.
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Valor actual neto en una economia con riesgo

El valor actual neto genera el siguiente flujo de caja

CFjs :fs(k()) Vse S
Y el valor actual del proyecto estd dado por:

VA=Y ps-filko)

seS

Es decir que el valor actual del proyecto se valor igual que se valoraban los instrumentos complejos.
Y el valor actual neto del proyecto estaria dado por:

VAN = —ko+ Y ps- fs(ko)
seS

Esta es la forma en que se calculan los valores actuales netos cuando hay mercados completos.
Ahora hay que maximizar respecto a ky:

OVAN
=—1+Y psfl(ko) =0
T Sezgpf( 0)
Y pofi(ko) =1
seS

Y esto da la misma condicién de maximizacién cuando se tenian economias de produccién
e intercambio. Entonces el principio de separacidn de Fisher se estd cumpliendo: mientras los
gerentes maximicen el VAN estan haciendo lo que es preferido por los duefios de la empresa.
Entonces ahora esto se va a ver con el ejemplo que ya se tenia hecho.

Ejemplo de economia resuelta

En ese ejemplo se tenian los precios de los instrumentos puros:

ps=1[03 045 0.18]
y=1

Esto era para el caso donde ¥ = 1 y los agentes tenian utilidades logaritmicas. Y las siguientes
probabilidades:

by

Las dotaciones totales de la economia eran:

=

7= |

E;=[3 4 5]

Como hay que maximizar el valor actual neto: siempre que VAN > 0 se deberia hacer el
proyecto y si VAN < 0 se rechaza el proyecto.
Entonces se van a ver distintos proyectos:
1. Proyecto #1: sistema hidropénico
Las caracteristicas de este proyecto son:

—lhy=—x

fs(IO) :(17 1, l)
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El valor actual de este proyecto serfa:

VA, =1-03+1-045+1-0.18
=0.93

Y el valor actual neto seria:
VAN, =—x-+0.93
Y el proyecto se aceptaria solo si:

VAN >0
—x+0.93 >0
0.93 >x

El valor actual también se puede encontrar de otra forma:

__E[fs(ko)]
VA =1 B
1
T1+E[r]
E[r] =7.526%

Entonces esto dice que la tasa de descuento de este proyecto deberia ser 7.526%. Entonces
se puede decir varias cosas:
a. Siempre y cuando la inversion inicial sea menor a 0.93 deberia hacerlo
b. Los flujos de caja de esta economia deberia descontarlos al 7.526%. Esto es asi porque
este 7.5% también es el rendimiento esperado del bono libre de riesgo. Este proyecto se
parece mucho al bono sin riesgo porque estd ofreciendo un flujo de caja que es igual en
todos los estados de la naturaleza. Tiene un perfil de riesgo muy similar al bono libre
de riesgo.
El B del sistema hidropédnico seria 0 porque no tiene correlacion con las dotaciones
totales de la economia, o sea, que no tiene correlacién con el mercado.
2. Abono fertilizante
El flyjo inicial ¢y = —y.
@ ) Un fertilizante solo sirve aplicarlo cuando estd lloviendo, de lo conctrario, se quema.
@)

Este abono fertilizante va a tener un flujo de marginal:
) =[0 1 2]
donde E[f;] = 1. El valor actual de este proyecto de abono fertilizante serfa:

VA, =0-0.3+1-0.45+2-0.18
=0.81

Y el valor actual neto:

VAN, = —y+0.81 >0
y<0.81
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Entonces mientras la inversion inicial sea menor que 0.81, estarfa dispuesto a hacerlo. Luego,
E[CF,
1+ E[n]
E[ry] =23.4%
Entonces observe que se estd descontando el abono fertilizante con una tasa mucho mas
alta que el proyecto hidropdnico. Esto se debe a que el abono fertilizante tiene un estado en
donde no da pagos:
F=[0 1 2
E,=[4 5 6
Pero en este estado (sequia) la dotacién de la economia es de 4, por lo que entonces el 3 es
positivo y es mayor que 1 8, > 1:
Fi:1—2—100%
E,:5—-6—20%
Es decir que el 8 es como de 5, porque el mercado sélo se estaria moviendo un 20% mientras
que el instrumento un 100%.
3. Sistema de riego: este proyecto tiene un costo inicial de z: ¢o = —z mientras que los flujos

de caja son: Fy(-) = [2 1 0] , por lo que es un instrumento riesgoso dado que sus flujos de
caja van cambiando.
Ahora hay que ver el valor actual del proyecto:

VA, =0-0.341-0.45+0-0.15
=1.05

Y el valor actual neto de este proyecto seria:

VAN. = —z+1.05 >0

7<1.05
Y finalmente:
1.05—va, = Ethtko)] 1
1+E[r] 1+4E[r]
E[r)| =—.476%

Y se puede ver que la tasa de descuento es negativa — porque funciona como un seguro, porque

mientras el flujo de caja de este proyecto es:
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Por lo que entonces se pasa de una economia con riesgo, a una donde ya no existe el riesgo: se
gana lo mismo en todos los estados de la naturaleza y esto seria lo que ocuparia justamente esta

economia.

Por lo tanto, este proyecto tiene un f3 negativo f3, < 0, porque se mueve en direccién opuesta al

mercado.

Lo importante de Fisher es entender que la tasa de interés depende tanto de elementos
psicoldgicos como externos. De lo que se vio en la vez pasada también se vio que ry =
S+yu— # que también dependia de las preferencias (8, ¥) y de condiciones de la economia
(u, o).

Y lo otro que decia Fisher es que no hay problemas con que haya separacién entre
propiedad y control siempre y cuando los gerentes estén maximizando el valor actual neto
(VAN) de los proyectos.

Esto se vio para economias sin y con riesgo, sin embargo, para economias donde hay
riesgo es necesario que el mercado completo. Si los mercados no estan completos, esto
no necesariamente se cumple: el gerente tendria que saber las preferencias los dueios
de la empresa.

Ejercicio 11.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1. Explique el concepto de money separation. — Es cuando las personas optaban por dividir

entre activos de renta fija y renta variable.

2. Cuando hay preferencias de media y varianza, ;qué tipo de separabilidad en carteras
hay? — Cuando hay preferencias de media y varianza se puede hacer separabilidad en

dos carteras.

Siempre que haya preferencias de media y varianza hay separabilidad en dos

]
carteras. Si ademds hay activo libre de riesgo, hay money separation.






12. Modigliani Miller | en Mercados
Completos

@ Este teorema se suele considerar como la base de las finanzas corporativas. Las finanzas
corporativas se basan en valorar empresas, proyectos, por eso se ocupa haber llevado
contabilidad.

Este teorema habla sobre como afecta la estructura del capital al valor de la empresa. Las
empresas tienen dos formas de financiarse:

e Deuda D
o Patrimonio E (Market Value Equity)

La suma de los dos es el enterprise value o valor del negocio. Lo que se quiere entender es
cudles son los determinantes del valor del negocio. Lo que dice el teorema es que, bajo ciertas
condiciones, los cambios en la estructura de la deuda no cambian el valor del negocio.

Los supuestos del modelo son los siguientes:

1. No hay costo de quiebras

2. Los impuestos son neutros: en la mayoria de paises se subsidia la deuda — los pagos de
intereses sobre la deuda son deducibles de la renta mientras que el pago de dividendos no lo
son.

Se permite las ventas al descubierto

No hay poder de mercado

5. No hay informacién asimétrica

W

@ Lo destacable de la demostracion de este teorema es que se hace por ausencia de arbitraje.

Ahora hay que ver las demostraciones.

12.1 Demostraciones

El estado de situacién financiera son: activos, pasivos y patrimonio.
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Una empresa

Activos Pasivos
Efectivo Deudas
Cuentas E; = patri-

por pagar monio
Inventario | Pasivos to-
Propiedad tales
Plantas
Equipo

Activos to-
tales

Al final debe cumplirse que activos totales = pasivos totales

| Definicién 12.1 — Pasivos. Son obligaciones o deudas con las cuales hay que cumplir.

| Definicién 12.2 — Patrimonio. Es el aporte que hicieron los socios.

@ | Usualmente se suele hacer una separacion entre activos corrientes (usualmente se pueden
liquidar en un periodo de menos de 1 afio) y activos no corrientes (usualmente no se pueden
liquidar en un periodo de menos de 1 afio).

Al final lo que dice el teorema, de forma intuitiva, es que el valor de una empresa se
determina por la columna de la izquierda, y dado que siempre debe darse la igualdad
contable entre activos totales y pasivos totales, aunque se redistribuyan los activos totales,
esto no va a cambiar los valores totales de ambas columnas (puesto que siempre deben ser
iguales) y entonces no cambia el valor de la empresa.

12.1.1 Demostracion de Modigliani y Miller (1958)

@ | Laestructura de capital se pregunta cudnto endeudamiento deberia tener la empresa: ;deberia

financiarse el valor de la empresa con deuda o con patrimonio? Indica cudnto endeudamiento
tiene la empresa. Tiene que estar entre 0 y 1.

0 significa que no se estd endeudado para nada. 1 significa que se estd al 100% endeudado.

Se consideran dos empresas con el mismo flujo de caja pero distinta estructura de capital:

1. Empresa U (unlevered o desapalancada). Esta empresa genera un flujo de caja FC = a; con
t=1,...,T. El valor de su deuda es 0 D,, = 0. El valor de sus acciones es E, y el valor del
negocio es EV, = E,

2. Empresa L (levered o apalacancada). Esta empresa genera un flujo de caja FC = g, con
t=1,...,T. El valor de su deuda es 0 D; > 0 y realiza pagos d; parat = 1,...,T. El valor de
su patrimonio es E; y tiene pagos e; = a; — d; para . El valor del negocio es EV; = D; + E;.

Teorema 12.1 — Teorema Modigliani-Miller. El valor del negocio desapalancado tiene que
ser igual al negocio apalancado: EV,, = EV;.

Proposicion 12.1 Esto se puede probar por contradiccion:
e Suponga que, por ejemplo, EV; > EV,,. Se compra barato y se vende al descubierto lo que
estd caro. Con la cartera resultante se hacen ganancias. De este modo, se tendria que comprar
EV, y se tendria que vender al descubierto EV;. La cartera entonces:
Entonces hay que la posicion neta de la cartera:
Entonces se generan posibilidades de arbitraje: conforme la gente compra mas acciones
de la empresa desapalancada y vende los instrumentos de la empresa apalancada, el precio de
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Cartera FCy FC,
Compro o, | —QE, +oa;
Short sell aD; | +aD; —Qd;
Short sell °E; | +aE; | —a|a; — dy]
Cartera FCy FC,
Compro o, —aE, +oa,
Short sell aD; +aD; —ad,
Short sell AE| +oE; —ala, —dj]
Posicién neta | o[E;+D;—E,] | +c[a;, —d; —a, + d]
o[EV;—EV,] 0

una y otra se igualaran hasta cerrar las las brechas, por lo que entonces, si hubiera arbitraje
habria una contradiccién con la proposiciéon original.

En los mercados financieros no puede haber arbitraje. Es una oportunidad demasiado facil de
ganar como para que no se hayan agotado ya dichas oportunidades.

12.1.2 Demostracion en mercados completos de Stiglitz (1968)

Se va a considerar los estados de la naturaleza 6 € 0, el flujo de caja x(6) y un precio dado del
estado de la naturaleza p(0) y se van a considerar dos instrumentos financieros:
1. Bonos (deuda): tienen una tasa de interés bruta R y tienen un valor facial VF = Dy se tiene
que el valor facial es igual al valor de mercado.

e Six(0) > R-D: en estos estados de la naturaleza donde lo prometido a pagar es menor
que el flujo de caja que genera la empresa, entonces puede pagar la deuda. Por lo tanto
estd en un estado de no quiebra O = {6[x(6) > RD}

e Six(0) > R-D: en estos estados de la naturaleza donde lo prometido a pagar es mayor
que el flujo de caja que genera la empresa, entonces no puede pagar la deuda. Por lo
tanto estd en un estado de quiebra Q = {0|x(6) < RD}

Los flujos de caja de los acreedores serian:

4(6) = R-DVO € Q°
|x(6)vVe €0

@ | Enel caso del estado de quiebra es un supuesto algo fuerte porque se estd suponiendo
que se recupera toda la deuda, pero eso no es cierto: esos costos en realidad no son
cero porque hay que pagar abogados, contadores, etc.

Entonces, la deuda es un instrumento complejo que se valora:

Fv

D =Y —RDp(6)+ Y x(6): p(6)

6eQ° 0eQ

@ ) MV =market value. Y €l supuesto que se hace es que el valor facial es igual al valor
de mercado. R es la variable que se puede ajustar para garantizar entre el valor de
mercado y el valor facial.

Esto es una deuda riesgosa porque hay estados de la naturaleza donde hay quiebra.

@ ) Elno tener poder de mercado implica que no se puede cambiar la prima de mercado
ni Ry. Pero una empresa si puede ofrecer una u otra tasa de interés pero R se puede
pensar como el cupén que se estd dando.

2. Acciones: se quiere ver el valor de las acciones. Los flujos de caja de los acreedores serian:

4(6) = x(8)—R-DV O € @
~love €0
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Entonces, el valor del patrimonio es:

E=Y =[=x(6)—R-D}]p(6)+0
6eQ°

El valor del negocio seria la deuda mas el patrimonio:

EV =Y [RD+x(6)—RD|p(6)+ ) x(6)p(6)

0cQ° beQ
=Y x(0)-p(8)+ Y x(0)p(6)
0cQ° 60

Y la unién de los conjuntos Q y Q€ es todo el conjunto de los estados de la naturaleza, por lo
que entonces:

EV = Z x(0)p(0)

6cO

Y en esta formula no aparece la estructura de capital de la empresa, por lo que entonces
la estructura de capital no afecta el valor de negocio cuando hay mercados completos.
El supuesto importante es que en estado de quiebra no hay costos de quiebra.
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13.1

13. Acciones

Las acciones tienen varias caracteristicas:

1. Da el derecho a los flujos de caja residuales de una empresa. Residuales significa que
son los tltimos en recibir dinero de la empresa. Normalmente los primeros en recibir
flujos de caja o los que tienen el derecho a recibir los primeros flujos de caja de la empresa
son los trabajadores. Luego los proveedores, los acreedores. También tienen derecho a los
flujos de caja el gobierno.

2. Normalmente, da ’control’ sobre la empresa, al menos nominalmente, ya que son los
que escogen a los miembros de la junta directiva. Los miembros de la junta directiva son
los representantes legales de la empresa.

Estas dos potestades se le asignan a los accionistas porque como son los dltimos en recibir los
flujos de caja, ellos son quienes toman todas las decisiones. "El que gran parte reparte, se deja
la mejor parte". — Por esta razén los accionistas quisieran maximizar el valor del negocio para
asegurar que les quede una gran parte a ellos.

La totalidad del patrimonio (equity) es la suma de las acciones de la empresa. Ese patrimonio
tiene un valor en libros (Book Value of Equity BVE) y un valor de mercado (Market Value of Equity).

Para las empresas que se cotizan en bolsa, el valor de mercado (" Market Value of Equity’ o
MVE) se calcula de la siguiente manera: MV E; = N; - P; también se conoce como la capitalizacién
de mercado (" Market Capitalization’ o Market Cap’), donde N; es el nimero de acciones y P; es el
precio por accién. En realidad esto también se puede hacer para empresas que no cotizan en bolsa
pero es mas dificil.

Toda empresa cotizada tiene un ’7icker’ que es una abreviatura por la que se puede ver en el
mercado.

Hipotesis de mercados eficientes

Es una idea antigua y relativamente sencilla de probar. La primera persona en afirmar esto fue
Bachelier en 1900. Planted que los precios de la bolsa de valores tienen o siguen una caminata
aleatoria. Caminata aleatoria quiere decir que se esta usando toda la informacion disponible a
la hora de valorar los rendimientos — se esta usando toda la informacion disponible en el
momento. Si estoy usando toda la informacion disponible, los cambios en los rendimientos
unicamente se dan debido a cambios inesperados o sorpresas, es decir, nueva informacion que
no habia sido incorporada anteriormente, porque si fuera informacién no sorpresiva, ya se
hubiera incorporado a la hora de hacer la valoracion.

Cowles (1933) hizo un andlisis empirico: vio los precios de las acciones, y después de una
subida, ¢es mas probable que el precio suba o baje? Luego Samuelson en 1973 hizo una de-
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mostracién de la caminata aleatoria. Eugene Fama (1970,1971) hizo un recuento de la hipétesis de
mercados eficientes (EMH) y las consecuencias de esto.

Sea V* todos los flujos que genera un activo en el futuro, por ejemplo para una empresa como
Apple o Amazon. Entonces, el precio de una accién como Amazon, ;qué refleja? Si se trae a valor
presente toda la informacién que se sabe de los flujos de caja de Amazon:

P =E[V"]

Entonces el subindice ¢ indica que se estd usando toda la informacion que se tiene disponible
(que sea relevante) hasta ese entonces para valorar a Amazon. ;Pero qué pasa con la valoracién
para los siguientes periodos?

Pz+1 = Et+1 [V*]

- Py —P
El rendimiento es r;| = %t’, por lo tanto:

De momento no nos vamos a preocupar por el denominador del rendimiento a la hora de
aplicar la esperanza a ambos lados.

[ ]

E;[riv1] =E [P11 — P
=E/[E V'] —E[V"]
=E;[V*] —E [V"]
=0

@ ) Ley de las esperanzas iteradas:
E; [Et+l [V*H =L [V*]

La moraleja es que entonces no hay correlacion entre r; y r,.: si hubiera correlacion,
habria un cierto patrén que se podria aprovechar, y al aprovecharse de esos patrones termina
desapareciendo ese patron u oportunidad de explotacion.

Entonces ahora hay que probar la hipdtesis de la caminata aleatoria, pero en economia financiera
no sirve ver si una serie es estacionaria con una prueba Dickey Fuller por ejemplo.

rms €S un rendimiento continuamente compuesto por mes para s = 1,2,...,12. Ahora, para
calcular el rendimiento anual seria sumar los rendimientos mensuales (desde enero hasta diciembre
por ejemplo) r, = Y5 = 1'%r,,.

La varianza del rendimiento anual serfa entonces Var [r,] = ¥'\2, Var[r,,s] = 1262. Como no

o
hay autocorrelacion las covarianzas serian 0.

Test de razén de varianzas

La prueba de razén de varianzas seria:

o4

VR =
1262

Si no hay autocorrelacion este nimero deberia ser 1.
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14. Matemadtica de Media y Varianza

Vamos a empezar ya propiamente con la teoria de carteras y ver qué pasa cuando se mezclan un
poco. La vez pasada vimos acciones y la idea es empezar ya a crear carteras de acciones.

Matemdtica de media y varianza

La pregunta fundamental es: ;cdmo invertir en miltiples activos? — de momento se ha invertido
en uno u otro activo, pero ahora la idea es invertir, simultdneamente en mas de un activo. Esto fue
desarrollado por Markowitz en 1952 aproximadamente.

El supuesto basico de Markowitz es partir de que se tienen preferencias de media y varianzas.
Los dos supuestos suficientes para tener preferencias de media y varianza eran:

1. Tener preferencias cuadraticas

2. Tener rendimientos elipticos

Los rendimientos de las acciones siguen una distribucion...

Entonces lo que vamos a hacer es ver el comportamiento de media y varianza de las carteras.
Vamos a empezar con dos activos y luego se generaliza a n activos.

7, es un rendimiento sencillo, no continuamente compuesto, al igual que r,. Y el rendimiento
esperado es E[r;] = ;.

@ Para el analisis nuestro lo mds sencillo es asumir que se van a distribuir como una normal,
aunque no necesariamente sea el caso, pero si serd un rendimiento eliptico.

La varianza de cada uno de los activos es Var[r;| = GJZ:

Var(rj| =E [(rj —uj)z}
=E [7]] -1

Y por tltimo, la covarianza:

Cov[ry,ry]| =0y

También interesa saber el coeficiente de correlacion entre activos:
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el-1,1]

p2 —R?

La correlacién al cuadrado es igual al coeficiente de determinacién R? de una regresién como
las de econometria.

[ ]

Iy

] (vector de rendimien-
y

El vector u es el que tiene las medias de todos los rendimientos i = [

tos). Por otro lado, la matriz de varianzas-covarianzas es:

2
Oy O,

Desde el punto de vista matricial, se puede decir que esta matriz es:
1. Simétrica — la matriz es igual a su transpuesta
2. Semidefinida positiva — la varianza de una cartera siempre es positiva

Media de las carteras

Se invierte w, de la riqueza en el activo x, y w, de la riqueza en el activo y.

Tiene que cumplirse que los pesos w sumen a uno:

wy+w, =1

Por lo que entonces:

wy =1—w,

@ | Observe que, por ejemplo, es posible que wy > 1 o que w, < 0. El segundo caso implicaria
hacer una venta al descubierto del activo x, y por ende, se tendria que comprar atin mds del
activo y para "compensar".

En otras palabras, lo importante realmente es que los pesos sumen a uno, pero cada peso
individualmente, puede ser mayor que 1 o menor que 0.

Entonces por comodidad se puede definir que w = w, dado que al haber solo dos activos,
los pesos pueden plantearse solo en términos de uno de los activos, en este caso, X.

Entonces, el rendimiento esperado de la cartera seria:

E[wry+ (1 —=w)ry] =wE[ry| + (1 —w)E[r]
=Wty + (1 —w)y

Esto se puede reescribir matricialmente:

s-amt

:W/IJ

Y a partir de esto, se puede definir un nuevo vector que llamaremos w:
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donde wy=wyw,=1-w.
@ ) Quewe R? significa que puede tomar valores tanto positivos como negativos.
, 1 .
Hay otro vector 1 que va aestar llenode 1’s 1 = [ 1l Entonces w't = 1 porque seria la suma de

los pesos de la cartera.

14.1.2 Varianza de la cartera

La varianza de la cartera seria:

2 2 2 2
Var [wyry +wyry] =wi0y + 2W,wy Oy + Wy O,

2
o w,] 02 Oyl [wx
— U ey, o2 |w
xy y y

=w'Vw

@ | Lavarianza de una cartera no puede ser negativa. En términos generales, si podria ser 0, lo
cual sucederia cuando los pesos sean 0. De momento esto no tiene mucho sentido, pero serd
posible cuando haya activos libre de riesgo.

Ejemplo 14.1 — Exxon Mobile y Apple. La media histérica de estas empresas son:

_ 1 1248
# =100 |0.93
Esto lo que quiere decir es que el rendimiento promedio de Apple por mes es de 2.48 y el Exxon
es de 0.93.

@ ) El ﬁ se saca para no tener que estar usando tantos decimales.

La varianza seria:

I (50 8
= 1002 [8 19]
Esto lo que dice es que Apple da un rendimiento bastante mayor a Exxon pero Apple

también es mds riesgosa que Exxon. La varianza no tiene una interpretaciéon econémica tan facil.
La desviacién estdndar seria:

- /50
AAPL =\ 1002
=7.07%
Es decir, Apple tiene un rendimiento mensual de 2.48% y una desviacién de 7.07%, lo cual

es bastante amplio porque se podrian tener rendimientos de 2.48%=+7.07% lo cual es un rango
muy amplio. Para Exxon:
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/19
OxoM = 1002 = v 4.36%

@ | Note que en este caso no hay dominancia entre las acciones porque Apple tiene mayor
media pero también mayor varianza. Pero esto no es tan importante: en las carteras vamos
a ver que es posible que interese mezclar activos dominados.

Estos activos tiene una correlacién positiva:

P = /5015
~(0.2533

Y luego
p?=R?*=0.0641

Esto se interpreta como que si se corriera una regresion entre los rendimientos de Apple y
Exxon, darfa un coeficiente de determinacién de 0.0641.

Ahora la idea es crear una cartera con estas dos empresas. Se va a invertir w en Apple y
(I —w) en Exxon.

oy =w-2.48% (1 —w)0.93%
=0.0155w +0.0093

Observe que si

. 1 = u,=248%
Siw=
0 = u,=093%

@ | Observe que 0.93% también se puede pensar como 93 puntos base (jerga financiera).
Como en finanzas usualmente se trabaja con nimeros muy pequefios, es mas cémodo
trabajar en términos de puntos base para no estar arrastrando tantos decimales.

Abhora, ;serd posible encontrar una cartera que pague mas del 2.48%? — Si, inviertando
mas en Apple, por ejemplo w =2 en AAPL y asi 2-2.48% = 4.96%, pero esto implicaria que
se estd vendiendo al descubierto Exxon para financiar esas compras extras en Apple.

De esta forma, 1 —w = —1 en XOM genera un —1-0.93% = —0.93%. Vea que asi:

2-2.48% =4.96%

+ —1-0.93% = —0.93%
+4.03%

Pero observe dos elementos de riesgo:
1. Se estd invirtiendo todo en Apple, el activo mds riesgoso.
2. Se hizo un short de Exxon.

@ | Siel precio de Apple bajara y el Exxon subiera, lo perderia todo!
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Entonces observe que si es posible obtener un mayor rendimiendo con otra cartera, pero
esto vendria a costa de tener mds riesgo también.
La varianza de esta cartera seria:

1 50 8][ w
2—7 —
% =100 " ! W][S 19} [l—w}

— 1 2 2
_100[50w + 16w(1 —w) +19(1 —w?)]

:ﬁ [53w2 — 22w+ 19]

Abhora, ;como verificar que la férmula estd funcionando bien? — ;Qué pasaria si invierto
todo en Apple o todo en Exxon? — Si inverto todo en Exxon entonces w = 0 y si invierto todo
en Apple seria w = 1:

19
50

2 _ _
Oy lw=0 = 1002~ OAAPL

Ahora, observe que la expresion 53w’ — 22w + 19 la podemos derivar respecto a w:

2
9% _ 0 o5 106w — 22 =0
ow
106w =22
2
" =106
—20.70%

Ahora, para saber si es un maximo o un minimo se usa el criterio de la segunda derivada:

2202
Y —106 >0
ow? =

Por lo tanto se encontré un punto minimo dado que la segunda derivada es positiva.
A esta cartera se le llama cartera de minima varianza o Minimum Variance Portfolio (MVP).
Entonces esta cartera dice que w = 0.2075 es lo que invierto en Appley 1 —w =0.7925 lo

que invierto en Exxon.

3 .2 1672 g . . ..
La varianza de la cartera seria G, p = ooz bero como la varianza no tiene una interpretacion

econdOmica tan directa, la desviacion estandar seria oy p = 4.09%.
Observe que la varianza de esta cartera es menor que la varianza de cada una de las acciones
individualmente (7.07% y 4.36% para Apple y Exxon respectivamente).

@ ) Esto es una idea muy importante: se puede pensar como cuinto gano por la
diversificacion del riesgo. Se puede crear una cartera con una desviacion estandar
menor que cada uno de los activos individualmente.
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14.2 Diversificacion del riesgo

Entonces suponga que se quiere graficar lo siguiente a partir del ejemplo de las dos acciones
anteriores.

En el eje vertical se tiene la desviacién estandar y en el eje horizontal se tiene el peso w que en
este caso es cudnto de la riqueza invierto en Apple.

Note que cuando w = 0O se estarfa invirtiendo todo en Exxon, y en ese caso la desviacion seria
de 4.36. La cartera de minima varianza se construye invirtiendo un 20% de la riqueza en Apple y
el resto en Exxon y esta tiene asociada una desviacion de 4.09. Cuando se invierte todo en Apple
w =1 la desviacién es de 7.07.

Oy
7.07
436
4.09
0 0.2075 W
MVP

Entonces esta grafica lo que dice es la combinacion entre los pesos y la desviacion estandar
que resultan de invertir en Exxon y en Apple.

Observe que hay un tramo en que esa desviacion baja, y luego del punto minimo, vuelve a subir,
(por qué? — Observe la funcién de varianza:

02 =woZ +2w(1 —w) oy + (1 —W)Gy2

=woy +2w(1 —w)poxoy + (1 —w)’o;

Oxy
0x0y

Y si p =1 seria un caso dréstico. Observe:

@ ) Recuerde que p =

0?2 =wo? +2w(1 —w)o,0y + (1 — w)zcry2

— (woi + (1-w)o,)?

Y como esa seria la varianza de la cartera, la desviacion estandar seria:

oy =wo,+ (1 —w)o,

De esta manera, en el grafico anterior se puede concluir que cuando p = 1 entonces se tiene la
linea que une los puntos:
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Oy
7.07
436
4.09
0 0.2075 W
MVP

Entonces, la cartera que combina Apple y Exxon tiene una curva en lugar de una linea recta —
se estd encontrando una cartera que tiene una varianza menor que los activos individualmente.

En la linea punteada se tenia que p = 1 pero en la cartera que tiene Apple y Exxon se
tiene p = 0.2533 — p es una variable que mide la diversificaciéon. Entonces, si p < 0 seria
una cartera de minima varianza con una menor desviacion estandar incluso y se veria algo
asi:

A

/
TOT e )

5 p=02533
436 — L p=-010
4.09 e
0 0.2075 . w
MVP
Entonces, por ejemplo, si p = —1 significa que lo que gana en una inversion lo pierde en otra.

Entonces lo que pasaria es que la desviacion estandar seria de 0 y se pegaria abajo en el eje —
seria una cartera de cero riesgo, pero en la vida real, es poco probable que en la vida real haya una
correlacion de -1 entre las empresas.

Una correlacién de - 1 entre las empresas significa que se mueven totalmente opuestas en
proporcién inversa igual a 1, pero lo que si es mds realista que suceda es que haya empresas con
correlacién negativa alta, pero de -1 es muy dificil.

@ | Recuerde que la desviacion estdndar nunca podria ser menor a 0.

Entonces, a manera de resumen encontramos que para la cartera que construimos:
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1
T [1.5540.93w]

02

v =To0 [53w? — 22w+ 19

Lo que vamos a aprender mds adelante es que la varianza se puede escribir como una funcién
de la media (casi como una funcién de produccién) en donde vamos a encontrar que:

, 1 ¢

2
o =1c B[Hw—%]

Y la desviacion estandar va a ser:

oL C 0 AY
W_CD“WC

Y para este caso particular seria que

1 _ 16717
C — 1002
Entonces observe que cuando u,, = % se obtendrd la varianza de la cartera de minima varianza
1 _ 52
por lo que & = Oy p-

Esto implica entonces que:

My =
125

~ 100
=1.25%

al >

Entonces esto permite graficar a la desviacién estandar como funcién de la u,,.
Observe que, en particular, cuando se tiene U,, = ‘% ahi la desviacion estdndar seria % y a partir
de ahi se pueden ver cudles son las posibilidades que se tienen (es la frontera de posibilidades):

Iy

Al

0 1 o,

Observe que la zona de % para abajo no nos interesaria (zona dominada) porque, para dos
carteras a, b, la cartera b ofrece un mayor rendimiento para la misma desviacion estdndar:
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Iy

Al

0 | o,

Entonces, si hay preferencias de media y varianza — las curvas de indiferencia serfan convexas
y con pendiente positiva y se verian algo asi:

Hw
Ug
zona
dominante
A :
¢ :
: zona
- a dominada
®
0 1 O,
— w
NG

@ | Observe que en la zona dominada hay carteras que ofrecen menores rendimientos para la
misma desviacion estdndar, entonces se podria escoger otra cartera con mas rendimiento sin
aumentar la desviacién estdndar.

(Alguien invertiria en la cartera de minima varianza? — tendria que tener una funcién de

utilidad totalmente vertical, y esa persona tendria que ser muy aversa al riesgo:

;LLW
Up Uq
zona
dominante
A :
¢ :
5 Zona
- a dominada
o
0 X Oy
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Solo una persona muy aversa al riesgo invertiria en la cartera de minima varianza porque
al tener una funcion de utilidad perfectamente vertical, los aumentos en el rendimiento no le
aumentan la utilidad dada la desviacion estandar.

Es decir, tendria que ser casi un caso de preferencias lexicograficas porque el agente b estd
indiferente sin importar cudnto rendimiento mds le ofrezcan que eso no le va a aumentar la utilidad
de la persona.

Casi todas las demds personas, invertirian en otras carteras que no sean la de minima varianza.
Entonces invertirian en carteras que estidn en la zona dominante.

Y finalmente, una persona neutra al riesgo, seria indiferente ante la desviacion estdndar, y dado
que la frontera es una pardbola, esta frontera eficiente se aplana en infinito, por lo que entonces esta
persona venderia mucho al descubierto de Exxon para comprar infinito de Apple:

Iy
up Ug
Ue
zona
’ dominante
A :
¢ :
: Zona
‘a dominada
®
0 1 O,
Ve "

Entonces observe que probablemente las personas b, ¢ no existen; lo normal va a ser toparnos
con personas como a. De hecho observe que a seria neutro al riesgo en el intercepto, pero ya
después empieza a subir su tolerancia al riesgo.

Ejercicio 14.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1. Cuando hay ventas al descubierto se pueden definir los rendimientos continuamente
compuestos en todos los casos. /Falso o verdadero? — Falso porque con venta al
descubierto no hay limite a lo que se puede perder, entonces se podria llegar a un caso en
que el rendimiento sea cero o negativo y el logaritmo se indefine.

2. La distribucion lognormal se puede obtener con el teorema del limite central de una suma
de variables.; Falso o verdadero? — Falso. Esto es cierto para distribuciones normales.
Para la lognormal se puede llegar por shocks multiplicativos.

3. Siun fondo suizo de bonos soberanos aumenta la duracion de su cartera también aumenta
su riesgo de mercado ;Falso o verdadero? — Verdadero.

4. La dominancia estado por estado se puede demostrar usando la representacion por
igualdad en distribucion. ;Falso o verdadero? — Es solo una igualdad (Cpura 'y dura’) y
no una igualdad en distribucion.

5. ELVAN de un bono es siempre menor a su valor actual. ; Falso o verdadero? — Verdadero.
El VAN esta pensado como el valor actual menos el costo inicial de inversidn, pero en un
bono no hay costo inicial de inversién, pero un bono no puede tener precio de 0 porque por
la forma en la que se construye la maximizacién de mercados completos por definicién
tiene que ser mayor o igual a 0 (porque es la suma de precios puros y como los precios
puros son positivos entonces el bono no puede tener precio de 0).



15. La frontera eficiente

La frontera eficiente consiste en la creacién de carteras cuando se tienen n activos riesgosos. A esto
se le conoce como Mean Variance Efficient Frontier (MVEF).

15.1 Notacion matricial

Sea X = w'a. La derivada g—fv = g, donde a es un vector de dimensiones n x 1. Ahora, si x =w'Vw
ox

entonces su derivada es 5= 2VuscnWax1-
———

nx1

Observe que la segunda derivada es como si fuera el caso donde X = Vw?. En notacién
matricial serfa el equivalente a X = w'Vw.
La matriz V es la matriz de varianzas y covarianzas, la cual se caracterizaba por:

1. Ser semidefinida positiva
2. Ser simétrica

15.2 Frontera eficiente

La idea es construir una cartera w que cumpla con lo siguiente:
1. Minimice la desviacién estdndar o,, dado un rendimiento fijo y,,
2. Los pesos de las carteras pueden sumar a 1 (aunque individualmente pueden ser mayor a 1 o
menores a 0 por la posibilidad de la venta al descubierto)

r
. . . . r2 .
3. Haya n activos riesgosos con rendimientos simples r = | | y su rendimiento esperado

"'nl px1

M1 1

Mo ) i 1

seaEfrj]=pn=| . . Ademas, hay un vector de 1’s 1 =
L 1 nx1

@ Vamos a suponer que los rendimientos tienen una distribucién conjuntamente normal a
pesar de que vimos que en la realidad no hay una distribucion normal.

Entonces r ~ (u,V) donde V es la matriz de varianzas y covarianzas:
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011 O12 ... O1n

021 022 ... O
V pu—

Oyl Op2 ... Opp

nxn

Asumir la normalidad es importante porque la distribucién normal es la Gnica distribucién
paretiana que es estable paretiana: esto quiere decir que la suma de variables normales es
también normal.

15.2.1 Lagrangiano

La idea es minimizar la varianza, por lo tanto se tiene el siguiente problema:

1
max—iw’VW tal que w't =1

Wl =,

Ademas, note que la primera restriccion es que los pesos deben sumar a 1, mientras
que la segunda lo que dice es que el rendimiento de la cartera debe ser uno concreto (.
Entonces, por ejemplo, si se quiere un rendimiento (1, = 1%, la idea es buscar la cartera
que minimiza la varianza para conseguir ese 1% de rendimiento.

Asi, el lagrangiano seria entonces:

Z —%W’Vw+7t1 (Wi — ] + 22 [w'e—1]

@ | Los multiplicadores de Lagrange indican:

e A;: cudnto cambia la varianza ante un cambio en la media — es el efecto de pedir
un poco mds de rendimiento sobre la varianza A; > 0. Tiene una clara interpretacién
econdémica.

e A,: larestriccién del A; tiene que ver con que la suma de los pesos debe sumar 1, y por
ende no tiene una interpretacion econémica mas alld de la suma de los pesos.

A continuacidn, hay que ver los pasos para resolver el lagrangiano:

1. Encontrar las condiciones de primer orden y despejar para 1,4,

2. Agarrar los pesos de la cartera y plantearlos como funcién de la media w = f(u,,)

3. Calcular la varianza de la cartera 62 = w'Vw = g(L,,) y esto serfa la frontera eficiente.

15.2.2 Solucién

Sabiendo los pasos para obtener la frontera eficiente, entonces se procede con su solucion siguiendo
los pasos ya indicados:
1. Encontrar las condiciones de primer orden y despejar para 1,2,

9L ) Vot Awet hat =0
ow
aﬁ—O@ / _
al] - Wnu_.uW
it =0<=wi=1

ey
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@ | La expresion resultante de la primera condicion de primer orden es de dimension
nxl1.

Ahora, se puede reescribir lo anterior:

Vw =Aiw+ At
vV lvw =,V 'w+ LV
w=,V 'w+ LVl

@ ) Laidea es pre o antemultiplicar por V~! para despejar para los pesos.
Abhora, aplicamos transpuesta a ambos lados:

w :llu’V*I + lzllvil

Ahora, ya sabemos cudnto es w' y podemos evaluar en la segunda y tercera condicién de
primer orden:

W =,
& MV + V) p=p,
'V AV =,

Ahora, evaluando en la tercera condicién de primer orden:

wi =1
(kl,u’V’l —i—lzllvil) ! =1

ap'v i vl =1

Esto que se acaba de encontrar, se puede presentar en notacién matricial:

we| _[W'vlu Jvolud (A
| v vl |4

Pero esto, también se puede reescribir de la siguiente manera:

o L[]

Entonces, surgen las siguientes definiciones:

A=V iu=p'vh
B=u'v'u
c=1'vh

D =BC —A?
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@ | Todo esto va a tener un significado mas adelante! Observe que D es el determinante
de la matriz mas a la izquierda.

. P 2
Nos va a interesar escribir B como B = % + g.
Entonces, nosotros tenemos

MR

A Cl, , N 1

Pero la idea del primer paso es despejar A1, A, y esto lo podemos lograr con la inversa (de
dlgebra lineal):

12 D|—-A B 2%2 1
Y con esto, concluye el primer paso. Sin embargo, va a ser importante tener presente las
definiciones de A, B,C.
Recuerde que habiamos dicho que la matriz de varianzas y covarianzas V es simétrica

y semidefinida positiva. Entonces, V! hereda las mismas propiedades y por ende
también es simétrica y semidefinida positiva.

A=V iu=p'vl
B=p'v'u

c=1I'v

Ahora, como V! es semidefinida positiva, entonces ante un vector a, x| = adV=1la>0;en
otras palabras: esta expresion es 0 solo si el vector a estuviera lleno de 0’s.

A partir de aqui entonces se puede ver que B > 0, porque la inica manera en la que
podria ser 0, es si |1 estuviera lleno de 0’s. Luego, C, tiene que ser estrictamente mayor
0 C > 0 porque esta multiplicada por vectores llenos de 1’s.Con respecto a A, ya no
aplica la propiedad de ser semidefinida positiva, porque para eso tiene que ser el mismo
vector multiplicando a la matriz V! pero en el caso de A es 1’ y 1, de manera que no se
puede decir nada al respecto, aunque lo normal es que sea positiva.

También existe una demostracién para ver que D > 0 pero no la vemos aqui (estd en el libro).
Ahora, ya con esto podemos pasar al segundo paso para encontrar la frontera eficiente.

. Agarrar los pesos de la cartera y plantearlos como funcién de la media w = f(,,)

Tenfamos que

_ M
=y !
:MV*lu + /’szflc

Pero ya sabemos cudnto es A1, A, por lo que entonces:

WZ%V’1 w1 {—CA _BA]M [ulw]

Entonces ya tenemos los pesos de la cartera. Vamos a calcular su inversa:
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/
wl= [l] lz] |:'lll,:| y~!

Con eso se termina el segundo paso, en esta ecuacién de pesos de la cartera eficiente.

3. Calcular la varianza de la cartera 62 = w'Vw = g(u,,) y esto serfa la frontera eficiente.
Finalmente, el tercer paso es encontrar la funcion de la frontera eficiente. Habiamos dicho
que la minima varianza es 62 = w'Vw, y como ya tenemos los pesos:

o2=[h A {‘lﬂ viv.vTe [ﬁj

Vv
4 w

w

Esta expresion se puede simplificar un poco haciendo uso de la matriz identidad:
op =M A _‘lﬂ v [M}
o [o]v i)
=M 2] v /J/V_lll} [xl]

— [ )] :f fc‘} m

~1
M B A el 1] C —A Uy . .
Y recordando que: bj = [ A C] [ 1 1=D|_4 B . , la expresion anterior

se puede reescribir:

o2=[A A {f ﬂ

= [Al )’2] |:‘uiwj|
Asi entonces:

=gt 115 ]

Entonces la frontera eficiente seria:
1
o2 =5 [Cuj —2Ap, + B]

Pero, ahora se puede evaluar B (siguiendo la definicién) para obtener una mayor intuicién

econdmica:
1 A?
1 5 A A\?
=_ _2(Z a
S| (C) o+ (C)
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Y esta seria la formula de la frontera eficiente.

@ ) Estaderivacion es importante porque dice cudl es la relacion entre la media y la varianza
de las carteras que estan en la frontera eficiente.

15.2.3 Interpretacion econdémica de la frontera eficiente

Vamos a suponer varios casos:

o U, = ’% — Gv% = é o, = % esta es la cartera de minima varianza (MVP) — ninguna
cartera puede tener menor varianza que esta

e C: T n — si aumentan los activos se tienen mds grados de libertad y la cartera de minima
varianza disminuye | MVP entonces T C. C tiene que ver con la minima varianza, y
conforme afiado mads activos, C tiene que subir.

° % = Upyvp (es el rendimiento de la cartera de minima varianza. Conforme aumentan los
activos T n — 1 es ambiguo. Lo importante de la cartera de minima varianza es justamente
la varianza, pero de la media no estamos seguros. Si sabemos que C aumenta, pero A puede
bajar o subir.

Si la cartera mia u,, < %‘ o si més bien u,, > ‘é, seria entonces como tener las siguientes

zonas:
Uy
Zona
dominante
A
C N
0 . o
% %
e Suponga que
AN? D, 1
b=c) =c\> ¢
A—j:D 2 1
bvme= e\ ¢
A D 1
My =+ C(G%_c>
—Aj: D 2 1
bv=ec=\Vey\% ¢

Esta es la media de la cartera eficiente. Asi entonces, sabiendo que é > 0:
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Entonces, la ecuacién y,, < % + \/g o,, es la media de la parte dominante, y lo que dice es

que se puede tirar un rayo dado por %‘ + \@ Oy

i

Al

S

Ow

Asi entonces, matematicamente, el término \/E es la pendiente de la curva: entonces se

puede interpretar como una tasa de cambio entre U, y 6,,. Asi las cosas, si se aumenta

la variabilidad A 6,, 1= A, ~ A/ 2.

@ | Estono es exactamente la tasa de cambio, es una aproximacion y mds adelanta vamos
a descubrir el niimero que si representa esa tasa de cambio; se puede ver mas bien
como un techo a esa tasa de cambio.

Asi, conforme aumenta el ndmero de activos, esto es bueno porque se tienen mds grados de
libertad, entonces la frontera eficiente se mueve o desplaza hacia la izquierda, y esa pendiente

tiene que aumentar.
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My AL Q-Gw

Al

0 1 oy,

Que la pendiente aumente, significa que la tasa de cambio \/g 1 también aumenta. Ya
se habia dicho que C aumenta conforme aumenta el nimero de activos, ;pero entonces
qué pasaria con D? — tendria que aumentar mas que proporcionalmente con respecto
a C para que la expresion como un todo esté aumentando.

Ejercicio 15.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1. Hable sobre 'C’y para qué sirve. — C = 1'V~11. Sirve porque la varianza minima es é y
la desviacién minima es Lc
(Y qué se sabe de C cuando aumenta el niimero de activos? — Cuando aumenta el nimero
de activos la varianza de la cartera disminuye por lo que C debe estar aumentando.

2. Hable de las caracteristicas de la matriz V. — Es semidefinida positiva y es simétrica.
;Y qué significa que sea semidefinida positiva? — Que si se tiene un vector de pesos w se
tiene que w'Vw > 0 porque wi = 1 entonces de ahi sale.
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La vez pasada que tenfamos las acciones de Apple y Exxon, estas estaban en la frontera eficiente,
pero cuando teniamos 10 acciones, estas ya no estaban en la frontera eficiente. Eso es lo que vamos
a estudiar ahora.

Spanning de carteras

@ La idea es que a partir de dos carteras que estén en la frontera eficiente, se puede encontrar
cualquier otra cartera.

Hasta el momento se ha estudiado una cartera normal. Pero vamos a ver varios tipos:

1. Cartera normal: hay un vector de pesos w (qué porcentaje de mis ahorros dedico a cada
activo). Tiene la caracteristica que w't = 1.

2. Cartera autofinanciada: se caracteriza porque w't = 0. Significa que se hace una venta al
descubierto por un lado y con ese dinero se compran otras acciones.

Lo que vimos la vez pasada es que si una cartera estd en la frontera eficiente w € MVEF

se puede escribir de la forma w = V! [/.L l] Bl] = %V*I [/.L l] [ CA _BA] [’le] Abhora,
2 - 2%2

tratando de simplificar esto un poco:

| _ cu,—A
w=— [V 1[.1, \% ll] |: W :|
D 1x2 B—Au, ol
| _
=5 V'u(Cuy—A)+V "1 (B—Ap,)]
1
=5V u— Ay, + BV — AV ]
b pe
=g+ hiby
BVl —AV-lu CVlu—Av—l
dondeg=————yh= . Pero, recuerde que las definiciones:

D D
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A=V iu=p'vh

B=u'v'u
c=1I'v
D =BC — A?

Entonces, lo que estamos diciendo es que si una matriz esta en la frontera eficiente,
se puede escribir de esa manera w = g + hu,,. Ahora lo que sigue es estudiar cudles son las
propiedades de esas matrices g y h.

Caracteristicasde gy h
Si una cartera esta sobre la frontera eficiente w € MVEF, se puede escribir como w = g + hll,,,
BVl —av-ly . CVlu—Av—l
D Y= D '
Entonces ahora se quiere encontrar t'g y t'h:

donde g =

C A
N BV AUV
8= D
D
—_——
_ BC—A?
D

1'g indica que la suma de las g = 1. Entonces g en una cartera sobre la frontera eficiente se
puede interpretar como que g es una cartera normal porque los pesos deben sumar 1.
Ahora falta ver el caso de h:

A c
v ip—arvh
U'h=
D
_CA-AC
D

Entonces, suponga que uno quisiera un rendimiento de u,, = 0 para una cartera que estd sobre
la frontera eficiente, ;cOmo seria esa cartera? — siguiendo la férmula de arriba wg = g. Entonces g
es una cartera normal y que ademads tiene media O.

Pero si se pide un rendimiento de u,, = 1 (es decir, como es un rendimiendo simple, se estaria
pidiendo un rendimiento del 100%) entonces se tendria w; = g + h, es decir, esta seria la cartera
que me daria un 100% de rendimiento.
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Aqui lo importante es que el spanning de carteras plantea lo siguiente. Suponga que se tienen
dos carteras a,b que estdn en la frontera eficiente w,,w, € MVEF donde « es un valor:

we=0wg+ (1 —a)w, nx1

w. también va a estar en la cartera eficiente w € MVEF. Por esto era que la combinacién
de Apple y Exxon si estaba sobre la frontera eficiente, porque ambas empresas individualmente
estaban en la frontera eficiente. Pero las demds empresas (cuando se agregaron 10) estas no estaban
en la frontera, entonces la cartera que las combinaba tampoco estaba sobre la frontera.

Demostracion

Decir que una cartera estd en la frontera eficiente w, € MVEF, equivale a decir que esa cartera se
puede reescribir

wga € MVEF & w, =g+ hu,
wp € MVEF & wyp, =g+ huy,

Entonces, la cartera w,

We =0W, + (1 - a)wb =og+hou, + (1 - (X)g—l—h(l - a).ub
=g +hlopy + (1 — o))
=L,

=g+ h.uc

Es decir, que la cartera w,, al poder escribirse de esta manera, estd en la cartera eficiente
w. € MVEF.

@ | Esto va a servir para identificar donde estdn las cosas de la cartera eficiente.

Uy
zona
dominante
A
C %
0 1 fo]
— w
VC

@ | Elpunto de minima varianza es una especie de frontera entre la zona dominada y la dominante.
A nosotros nos interesa la zona dominante.
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Ahora, para saber qué punto especifico de la frontera voy a escoger, es una funcién de utilidad.
A partir de aqui, se ubica la tangencia con la frontera eficiente y su respectiva media, con lo cual se
podria ver como fabricar la cartera en base a esa media:

Wy
LLa zona
dominante
Hp
A
C

@ ) Aqui, en particular, se puede observar que B es mds averso al riesgo que A.
Todas las personas racionales van a escoger carteras que estén en la frontera eficiente, y
mds especificamente, en la zona dominante de la frontera eficiente.

16.3 Consecuencia

Todas las personas van a escoger una cartera que esté sobre la frontera eficiente, lo cual quiere decir
que V i se pued escribir la cartera i como w; = g + hll;, y ademds, escogerdn una cartera en la zona
dominante, con lo que se obtiene que y; > %.

Entonces, sea q; el porcentaje de la riqueza mundial del agente i (el mas rico del mundo: Jeff
Bezos) y asi sucesivamente todas las personas del mundo. Asf{ la riqueza de todas las personas
suma la riqueza del mundo:

1
Z(Xi =1
i=1

Y el mercado se va a definir como la suma ponderada de las carteras:

1
Wiy = Z a;w;
i=1
1
= Z (04 [g + ]’l,ul]
i=1
1 1

@ | Observe que o;L; se puede interpretar como la media ponderada: o; es el ponderador de la
riqueza de cada individuo y U; es la media de cada cartera.
Por otro lado, 1a suma de los pesos o; es igual a 1 porque es lo que representa el peso de
cada persona segun su riqueza y en el mundo todas las personas deben sumar a 1.
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Entonces:

Wy =g+ hiy,

Economicamente se acaba de descubrir que la cartera de mercado es una cartera normal.
Se le conoce como cartera mundial o de mercado y lo importante es que la cartera de mercado
esta sobre la frontera eficiente.

16.4 Indices de mercado

16.4.1 Indice de precios al consumidor (IPC)

Uno de los indices mds representativos para Costa Rica es el indice de precios al consumidor (IPC).
Este indice es un nimero que se utiliza para medir la inflacion.

Ejemplo 16.1 — Midiendo la inflacién con el IPC. Si se tienen los siguientes datos:
e Mayo 2020: 185.21
e Abril 2020: 186.00
e Mayo 2019: 183.00
Estos valores se obtienen a partir de la construccién de una canasta de consumo. Podria ser
que por ejemplo en enumere de la siguiente manera en base al orden de consumo en el pais:
1. Arroz (12% de consumo)
2. Frijoles (8% de consumo)
3. Cerveza (5% de consumo)
4.
300. Alquiler de VHS (0.001% de consumo)

@ | Ahiuno pensaria que esa canasta estd desactualizada por incluir el VHS.

Pero observe lo siguiente: si el arroz sube 10% de precio, la canasta se encarecerd mas que
si la cerveza sube 10%, porque justamente estd ponderada por la importancia de consumo.

El indice de precios estd pensado para calcular la inflacién principalmente. Entonces se
podria ver la inflacién interanual de mayo para 2020:

185.21 - 183
183
=0.012

=1.2%

Tmayo, 2020 =

La inflacién mensual seria:

185.21 — 186
ﬂ:mayo,2020: T
<0

Pero viendo lo del VHS, uno pensaria que se deberia actualizar la canasta para que ya no
tenga el VHS. Si se quisiera mantener 300 articulos, uno pensaria en sustituir VHS por servicios
de streaming por ejemplo.
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El INEC tuvo que ajustar la canasta en la pandemia para sacar de la canasta cosas como
los viajes en avién o estadias en hotel.

indices de mercado

Cuando vimos el tema de los fondos de inversién vimos un fondo activamente manejando, el
contrafondo. También existen los fondos de inversién indexados.
* Andlisis de la hoja con varios indices.

Ejercicio 16.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1.
2.

JAlguien leyo el articulo? — No.

;Qué es un indice value-weighted? Y de un ejemplo. — Es una manera de formular los
ponderadores para un indice.

;Y un ejemplo? — El S&P 500.

. /Qué es la razon de Sharpe y para qué sirve? — Es una medida del rendimiento de un

activo descontada por el riesgo.

. /Qué es el spanning de carteras? — Cuando se tienen dos carteras a,b que estén en la

frontera eficiente € MV EF, una combinacion de estas dos también esta en la frontera
eficiente.
Y para qué sirve? — Permite calcular la cartera de mercado que esta en la frontera
eficiente.

. /Qué es el Capital Market Line? — Lo que hace es dar cuanto es que se invierte en el

activo libre de riesgo (por ejemplo cuando w = 1) luego cuando estd entre O y 1 es porque
se invierte en el activo libre de riesgo y en activos riesgosos, también estd cuando se hace
short del activo libre de riesgo para invertir en activos riesgosos.

Eso estd bien, pero ;jqué es? — Es como la frontera eficiente cuando hay activo libre de
riesgo y tiene la pendiente que es igual a la razon de Sharpe y el intercepto es ry. En el
eje x va a tener la desviacion estdndar y en el eje y va a tener el rendimiento esperado.

. JQué es la cartera q? — Es la Unica que estd en la frontera eficiente y en el CML. Es la

que tiene la razén de Sharpe maés alta. Se forma cuando wy = 0 (solo invierto en activos
riesgosos).
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Este capitulo extiende el concepto de equilibrio del mercado para determinar el precio
de mercado del riesgo y la medida apropiada del riesgo para un solo activo. Un modelo
econdmico para resolver este problema, llamado el modelo de valoracién de activos de capital
(CAPM), fue desarrollado casi simultdneamente por Sharpe [1963, 1964] y Treynor [1961], y
luego desarrollado atin mas por Mossin [1966], Lintner [1965, 1969] y Black [1972].

Este modelo muestra que las tasas de rendimiento de equilibrio de todos los activos
riesgosos son una funcion de su covarianza con la cartera de mercado. Un segundo
modelo importante de fijacion de precios de equilibrio, llamado la teoria de valoracién
por arbitraje (APT), fue desarrollado por Ross [1976]. Es similar al CAPM en que
también es un modelo de valoracién de activos de equilibrio. Se ve que el rendimiento
de cualquier activo riesgoso es una combinacion lineal de varios factores comunes que
afectan los rendimientos de los activos.

Comenzamos con una lista de las suposiciones que se utilizaron por primera vez para
derivar el CAPM. El CAPM se desarrolla en un mundo hipotético donde se hacen las
siguientes suposiciones sobre los inversores y el conjunto de oportunidades:

1. Los inversores son individuos aversos al riesgo que maximizan la utilidad esperada de
su riqueza.

2. Los inversores son tomadores de precios y tienen expectativas homogéneas sobre los
rendimientos de los activos que tienen una distribucién normal conjunta.

3. Existe un activo libre de riesgo tal que los inversores pueden pedir prestado o prestar
cantidades ilimitadas a una tasa libre de riesgo.

4. Las cantidades de activos son fijas. Ademds, todos los activos son comercializables y
perfectamente divisibles.

5. Los mercados de activos son sin fricciones, y la informacion es gratuita y estd disponible
simultdneamente para todos los inversores.

6. No hay imperfecciones del mercado como impuestos, regulaciones o restricciones a la
venta en corto.

Vale la pena discutir algunas implicaciones de estos supuestos. Por ejemplo, si los
mercados son sin fricciones, la tasa de endeudamiento es igual a la tasa de préstamo, y
podemos desarrollar un conjunto eficiente lineal llamado la linea de mercado de capitales

E —
Irn] = Ry -0(Rp)). Si todos los activos son divisi-

(Fig. 17 y la ecuacién E[R,| =R+ ————=
g y [ P] f o(Rn)
————

pendiente
bles y comercializables, excluimos la posibilidad de capital humano como normalmente lo
pensamos.
Si los inversores tienen creencias homogéneas, entonces todos tienen el mismo conjunto
eficiente lineal llamado la linea de mercado de capitales. Proporciona una relacién lineal
simple entre el riesgo y el rendimiento para carteras eficientes de activos.

Vamos a dos versiones del CAPM: una es de Sharpe y otra de Black. La teoria del CAPM
es el punto alto de la teoria de carteras. Fue desarrollada en 1964 por William Sharpe. Esto
también fue trabajado de manera independiente por Treynor y Lintner.
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Figure 17 The Capital .'E(ﬁp)
Market Line. }
E(R,)
B

o(R,)

Figure 17.1: Capital Market Line

Lo que estos autores hicieron fue tomar el desarrollo de Markowitz de la frontera eficiente
y afiadieron un activo libre de riesgo y ver qué pasaba con ese caso. Uno de los hallazgos mas
importantes es que sale una formula que dice que el rendimiento esperado de una accion es la
tasa libre de riesgo mas el 3 de esa accién por la prima de riesgo E[r;] = ry+ B;E[ry —r¢].

Aqui B; = %fl']’)”) Otra de las conclusiones importantes del CAPM de Sharpe es que el
indice por capitalizacién de mercado va a estar en la frontera eficiente r,, € MVEF y que
ademas tiene la razon de Sharpe mas alta.

@ | A partir de aqui es que nacen los fondos de inversién indexados por este desarrollo tedrico.

La prueba del CAPM requiere que en equilibrio la cartera de mercado debe ser una

cartera eficiente. Debe situarse en la mitad superior del conjunto de oportunidades de varianza
minima representado en la Fig. 1.

Figure1  All investors ER )
select efficient portfolios. P il

olR)

Figure 17.2: Frontera eficiente

Una forma de establecer su eficiencia es argumentar que, debido a que los inversores
tienen expectativas homogéneas, todos percibiran el mismo conjunto de oportunidades
de varianza minima. Incluso sin un activo libre de riesgo, todos seleccionaran carteras
eficientes independientemente de sus tolerancias al riesgo individuales. Dado que todos
los individuos mantienen proporciones positivas de su riqueza en carteras eficientes,
entonces la cartera de mercado debe ser eficiente porque (1) el mercado es simplemente la
suma de todas las participaciones individuales y (2) todas las participaciones individuales
son eficientes.

Volveremos a este punto importante cuando discutamos la critica de Roll mds adelante en
el capitulo.

2 activos: uno riesgoso y oftro libre de riesgo

Se va a invertir wg en un activo sin riesgo que tiene un rendimiento 7 y 1 —wyo en un activo riesgoso
que tiene un rendimiento de r;. Es posible que wy < 0: seria hacer una venta al descubierto del
activo libre de riesgo, y es equivalente a endeudarse para invertir en el activo riesgoso. También es
posible que wg > 1, pero lo importante es que los pesos sumen 1.
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La cartera se define

ry = W()rf—l- (1 —Wo)}’j

Y de lo que aprendimos en separacion de carteras, esto se puede definir de la siguiente manera:

rendimiento
en exceso

—
rw=rp+(L=wo)(rj—rs )

Lo primero que vamos a hacer es obtener la media de esta cartera:

E[ny] =
=ry+ (1 —wo)E[rj—ry]
=rr+ (1 —wo)zj
donde z; = E[rj —ry].
@ | Es decir, z; es la prima de riesgo. Los rendimientos en exceso son ; =r; —ry.

Se puede definir p,, —ry = z,, = (1 —wp)z; la primera de riesgo de la cartera. Esto implica que:

Zw
Zj

=>(1—W()):

Ahora también se va a calcular la varianza de la cartera:

2

_ W())ZG-
(1 - W0)2 =

2]

@ | Recuerde que Var(ry) = 0 porque justamente es el activo libre de riesgo.

Var(ry) EG&,
=

\-ql\) ‘ %qm

L g

Y a esto se le puede sacar raiz cuadrada:

v _ | Ow
Zj Oj
Elrj]=ry
7
w == — Oy
Oj
zj _E[r]—ry
Oj Oj

@ | Observe que lo que se tiene es la razén de Sharpe del activo j. Para un activo libre de riesgo
la razén de Sharpe serd 0.

Oj
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Iy = :ESR] - Oy

y esto nos dice que:

Wy =17 E£SR;- 0y
Y si esto se graficara se obtendria que:

Ly

Hj

rf

0 Oj Oy

Lo minimo que se podria obtener de desviacién estdndar que se podria tener es con el activo
libre de riesgo en ry, 0 sea que wo = 1. Luego el activo j tiene un rendimiento r; y o; seria la
desviacion estdndar.

La razoén de Sharpe seria la pendiente de la linea que sale de 7.

Observe que wp > 1 se puede interpretar, econémicamente, como que se estd vendiendo al
descubierto el activo riesgoso para comprar del activo libre de riesgo. — eso mds bien es muy
riesgoso porque se estd vendiendo al descubierto activos riesgosos, lo cual es muy riegoso.

A partir de aqui sale la raiz negativa que habiamos encontrado anteriormente.

Ly

Hj

'y

0 Oj Oy

@ ) Observe que esta zona celeste seria una mala idea: estaria vendiendo al descubierto
activos riesgosos y ademas estaria obteniendo un rendimiento por debajo de r/.

La linea recta que conecta el activo libre de riesgo y la cartera de mercado es la linea

de mercado de capitales. Sabemos que si debe existir un equilibrio de mercado, los precios
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de todos los activos deben ajustarse hasta que todos sean mantenidos por los inversores. No
puede haber exceso de demanda. En otras palabras, los precios deben establecerse de manera
que la oferta de todos los activos sea igual a la demanda para mantenerlos.

En consecuencia, en equilibrio la cartera de mercado consistird en todos los activos
comercializables mantenidos en proporcién a sus pesos de valor. La percepcion de Sharpe y
Treynor, que les permiti6 usar los hechos anteriores para determinar un precio de equilibrio de
mercado para el riesgo, fue que en equilibrio la cartera de mercado ya tiene el peso de valor,
w; por ciento, invertido en el activo riesgoso i. Por lo tanto, el porcentaje a en las ecuaciones
anteriores es la demanda excedente para un activo riesgoso individual. Pero sabemos que en
equilibrio la demanda excedente para cualquier activo debe ser cero. Los precios se ajustaran
hasta que todos los activos sean mantenidos por alguien.

La linea de mercado de capitales también es una relacién de equilibrio. Dada la eficiencia
del mercado, la cartera tangente, M, debe ser la cartera de mercado donde todos los activos se
mantienen segtin sus pesos de valor de mercado.La Ecuacion E[R;| = Ry + [E[R,, — R/ T

m

es conocida como el modelo de valoracion de activos de capital (CAPM). Se muestra
graficamente en la Fig. 17.3, donde también se llama la linea de mercado de valores.

Figure 3 The capital

assel pricing model. ‘ ; .
P & Security market line

Bn=1 O

Figure 17.3: Capital Market Line o CAPM de Sharpe

La tasa de rendimiento requerida sobre cualquier activo, E(R;) en la Ecuacion del
CAPM, es igual a la tasa de rendimiento libre de riesgo mas una prima de riesgo. La
prima de riesgo es el precio del riesgo multiplicado por la cantidad de riesgo. En la
terminologia del CAPM, el precio del riesgo es la pendiente de la linea, la diferencia entre
la tasa de rendimiento esperada de la cartera de mercado y la tasa de rendimiento libre
Oim COV(R[.R”,)

G,% o VAR(Rm) <10>
Es la covarianza entre los rendimientos del activo riesgoso, i, y la cartera de mercado,
M, dividida por la varianza de la cartera de mercado.

El activo libre de riesgo tiene una beta de cero porque su covarianza con la cartera de

mercado es cero. La cartera de mercado tiene una beta de uno porque la covarianza de

la cartera de mercado consigo misma es idéntica a la varianza de la cartera de mercado
B = COV(R;,Ry) _ VAR(Ry) _
M = "VAR(Rm) _ VARRm)

Asi como en la frontera eficiente, aqui también hay una zona dominada (nadie en su sano
juicio va a invertir ahf) y dominante (todo el mundo va a estar ah{). La aversion al riesgo es lo que
determina si una persona va a estar mas cerca o mds lejos de la ry en la zona dominante.

de riesgo. La cantidad de riesgo a menudo se llama beta, 3;: 5; =

Hw
zZona
. dominante
Mj
rf
zona
dominada
0 o
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Aqui lo mds importante es pensar en el activo riesgoso, pero lo méds importante es la razén de
Sharpe, porque eso es lo que permite apalancarse.

Ejemplo 17.1 — Comparando dos activos. Observe que, por ejemplo, si tuviera dos activos
a, b de la siguiente forma:

Iy

L I R

0 o

Acd el activo b domina a a, pues tienen el mismo rendimiento pero b tiene menos desviacién
estdndar. Pero qué pasaria si mds bien fuera asi:

1y,

rf

0 o

La intuicion correcta es que hay que fijarse en la pendiente: el que tiene la pendiente mas
alta es el mas atractivo de combinar con el activo libre de riesgo. ]

17.2 n+1 activos: n riesgosos y ofro libre de riesgo

Se va a invertir wy en un activo sin riesgo que tiene un rendimiento 7y y w € R”" en un activos
riesgosos que tienen rendimientos de » € R”". Lo importante es que los pesos sumen 1 wg +
Yi_1w; =1,y su equivalente en notacién matricial es que wo + wi=1.

Vamos a suponer que r € N(u,V).

@ | Recuerde que para tener preferencias de media y varianza es suficiente suponer rendimientos
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elipticos, pero aqui estamos con el caso mds conocido que es que la distribucién sea normal.

La cartera r,, = wory +Y;_; w;r;. El activo sin riesgo tiene cero varianza y cero covarianza
con los demds. Eso se puede definir de la siguiente manera:

n
re=rg+ Y wirj—ry)
j=1

=rr+w'z

donde ry, —ry =%, =wZ.
Ahora hay que calcular el rendimiento y la desviacidn estdndar de esta cartera:

2w =E[Zy]

:W/Z

donde z = —1ry es un vector de primas de riesgo.
(Cudl serfa la varianza de la cartera? — ry no tiene varianza, asi que:

va =w'Vw

(Se podria hacer que la varianza fuera cero? — Tendria que hacer dos cosas:
1. Invertir todo en el activo libre de riesgo

2. Que los pesos o el vector de pesos (w) sea 0

Ahora lo que sigue es minimizar la desviacion estdndar de la cartera.

17.2.1 Minimizacién de desviacion estandar

El problema seria

1
max —EW/VW tal que zw = w'z

@ ) Recuerde que aqui el signo de menos se utiliza para que sea una minimizacion en lugar
de una maximizacion, mientras que el % es para cancelar cuando luego en la derivada
haya que sacar un dos por las matrices transpuestas.

La restriccion aqui es solamente una, mientras que en la frontera eficiente habian
dos restricciones; en particular, habia una restriccion que decia que los pesos debian
sumar a 1, pero aqui esta restriccion, econdmicamente, esta diciendo que dado un
rendimiendo en exceso z,, (es decir, cuanto mas quiero en ganancia adicionalmente)
cual es la cartera que minimiza la varianza, por lo que podriamos decir que la otra
restriccion de la suma de los pesos, ya esta incluida de manera implicita.

Entonces el lagrangiano para este problema de optimizacién seria:

L= —%w’Vw—i—?L [Wz—zw]

g ) Nuevamente, observe que aqui solo estd saliendo un A en lugar de 2. Este multiplicador
de Lagrange lo que esta diciendo es cuanta varianza estoy sacrificando varianza si pido
un poco mas de rendimiendo en exceso zw.

N ; P I 2 s

Podriamos llamar a esto una tasa de sacrificio entre z,, versus ;. Es importante
ver que este multiplicador es funcion del rendimiento en exceso A(z, ), por lo que tendra
distintos valores segiin el rendimiento que se pida.
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Y ahora, las condiciones de primer orden serian:

a%'g:0<:>—Vw—i-7Lz=0
ow

S Vw=Az
sw =A7V!

Y con esto, lo que vamos a hacer es definir lo siguiente:

e Una cartera g cuya caracteristica va a ser que wy = 0. Esto estd diciendo que lo especial de
la cartera g es que no tendrd del activo libre de riesgo y es una cartera puramente riesgosa.
Esto lo que implica es que w't = 1.

Esta cartera va a generar una prima de riesgo z, y 4, especificos.

I -1

wq—lqzV
I =1

wa—quV 1
=1

De aqui se obtiene que:

1

1
G
G=7/vV~l

@ ) Observe que esta letra G se parece a la letra A en la frontera eficiente.
Estdbamos haciendo una minimizacién de la varianza de la cartera sujeto a obtener una
cierta primea; A, me dice el costo de esa restricciéon. — Conforme tengo maés activos
ese costo baja, entonces G sube.

Wy :quflz
vz
v

Abhora hay que sacar la media de esta cartera:

24 =2y
Z/V—l
TV
H
G

@ | Observe que esta letra H se parece a la letra B en la frontera eficiente.
También note que la razén de Sharpe de esta cartera es v/H y esto siempre tiene que
ser positivo — si el nimero de activos sube, H sube porque se puede conseguir una
mejor relacién de rendimiento y riesgo.
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Y la varianza de la cartera q se saca de la siguiente manera:

0.2

0
B —quwq

1
ZEZ/V_]VV_IZ

(%) (%)

Ahora, para ver la intuiciéon econémica de esto, vamos a empezar por obtener la razén de Sharpe

de este activo:

Oy Oy

H

_G

VH
G

—VH

2 __

SR2 =H

La interpretacién econdémica de H es que es la razén de Sharpe al cuadrado.

@ | Esimportante interiorizar qué es lo que dice la razén de Sharpe.

Y con respecto a A,:

2
52
Ag=-"1
Z(/

H
e
T H

G

1
G

1
G=—
}Lq

G es un coeficiente de dispersion.

17.2.2 Covarianzas
Ahora vamos a ver covarianzas. Vamos a ver la cartera g pero en términos de varianza y prima de

riesgo:

La idea es que vamos a calcular la covarianza entre z; y z;, donde esta otra z; es una cartera
arbitraria (es decir, puede o no estar en la frontera eficiente) y tiene unos pesos w; : n x 1 donde

’r_ (A
le —lijZ:Zj-
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La covarianza seria entonces

/
Cov(zg,2;) =w,;Vw,
2
o,
=L |wvvlz
g

o2
_ [ %
=|l— |z
Zq

Y ahora quisiéramos despejar z;:

Cov(zg,2))
Zj= 62
q
N !
B

q

donde z; = E[rj] —ry y zg = E[ry] — ry. Por lo tanto, esto se puede reescribir:

Elrj]—ry =B;[E[rg—ry]
E[rjl =ry+Bj[Elrg—ry]

Y esto altimo se llama el Security Market Line (SML).

@ | Ideas importantes de la cartera g:

e Es una cartera que es tangente de la linea que sale de ry.

o Hay Money separation. Money separation significa que una parte de los ahorros se
dedicaba a comprar activos riesgosos y otra al activo libre de riesgo. Pero aqui, la
cartera riesgosa es la misma para todos: g. Lo que va a pasar es que compran m4s o
menos g o mas o menos del activo libre de riesgo, pero la idea es que compraran de
estos dos.

o A la cartera g también se le llama ex-post eficiente. Luego vamos a ver por qué se le
llama asfi.

Ahora sigue ver cémo poder identficar a esta cartera g.

17.3 ldentificacion cartera ¢

g ) El proceso de identificacion de la cartera g es simplemente un razonamiento de oferta
y demanda: hay una demanda agregada de todos los hogares del mundo y hay que
igualarlo a la oferta total. ;Cual es la oferta total? — la capitalizacion total de mercado
de todos los activos.

Se quiere encontrar una cartera wo 7 0 (se estd pidiendo prestado o vendiendo al descubierto)
entonces se genera que w't # 1. Habiamos visto que la cartera que resolvia la minimizacion es
igual a w = A4,V ~!z. Esto significa que w' = 4,7’V 1.

@ | Recuerde que el multiplidador de lagrange es funcién del rendimiento en exceso A (z,)
entonces cambia conforme cambien las condiciones, por lo que A,, # A,.
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As{ entonces:
/
Iw =WZ
:A/WZ/V_ 1 z
——
H
=\, H

Es decir, que la media tiene que ver con H. Ahora se quiere calcular la varianza de esta cartera:

=(A)ZV 7'z
:}Lv%.H

Y la razén de Sharpe es:

SR, =2
O,

AcH

- VH
=VH

@ | Recuerde que la razén de Sharpe de la cartera q era SR, = VH.

Entonces lo que estamos viendo es que la razén de Sharpe de cualquier otra cartera, tiene
la misma razon de Sharpe de g, entonces lo que esta diciendo es que (,, = ry & VH-o,.

Iy

Hq

Ty

0 oy o

Y a partir de aqui, podemos identificar los siguientes puntos:
e Para tener cero riesgo: wg = 1
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Ow

e wy=0
Ow

e wy <0
0 0y Oy

e D<wy<l
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Iy

Hq

ry

0 O'q Oy

Esto se parece mucho a cuando inicialmente vefamos solamente dos activos: que se combinaba
uno y otro.

Antes, se tenia una frontera eficiente de la siguiente forma:

My

Q>

Ow

S

Entonces, ;cual de estos puntos de la frontera eficiente me gustaria usar para apalan-
carme? — la idea es llegar a la razén de Sharpe mas alta, entonces voy a buscar el punto de
mayor pendiente que sea tangente a la frontera eficiente.

iy

MVEF

Q>

'y

1 O,
e w
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Entonces, g seria justamente la cartera dentro de la frontera eficiente que tenga la razén
de Sharpe mas alta.

Queda pendiente por ver que, por oferta y demanda, g va a ser igual al mercado.

Entonces, como repaso: se habia encontrado que graficamente:

Hy

MVEF

Al

Ty

La cartera g es la que tiene la razon de Sharpe mas alta (es decir, la pendiente mas grande).
Ademais, esta cartera tiene unos pesos w, que tenian la particularidad de que w;l = 1: esta
conformada solamente por activos riesgosos.

Luego, la covarianza entre una cartera q y otra j Cov(ry,r;) = E|[rj] = ry+ B;E[ry;—rp]. Pero
lo que sigue es un proceso de identificacién para hallar esa cartera g.

@ | Lo que vamos a ver es que ¢ es un indice de mercado ponderado por capitalizacién de

mercado.

Lo primero que hay que hacer es demostrar que hay separabilidad en dos fondos: la idea de
separabilidad en carteras era que todo mundo iba a invertir en dos activos: en un activo libre de
riesgo y la cartera g, no le va a importar ninguna otra cartera. Lo que si va a cambiar de persona a
persona es cudnto dedica o invierte en cada una.

Ejemplo 17.2 — Dos tipos de personas. Asi por ejemplo, se podrian tener dos personas
distintas 1,2:

Ly

MVEF

Q>

0 1 o

Aqui la diferencia es que la persona 1 es mds aversa al riesgo que la persona 2. La persona
1 combina activo sin riesgo con activos riesgosos (una parte de g). La persona 2 vende al
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I descubierto del activo libre de riesgo para financiar la compra de activos riesgosos (de la carta
]

9.
Entonces, la idea es que todas las personas compran mas o menos de g y de 7.
Hay que establecer ciertos conceptos de oferta y demanda. Primero, con respecto a la demanda

de activos riesgosos, se tiene:

A; = ahorro total agente i

(I —wjp)A; = ahorro en q

@ | Habiamos visto que es posible que wjp > 1 (la persona pide prestado para invertir mas en el
activo riesgoso). Pero w;p < 1 forma parte de la zona dominanda: un agente racional no lo
haria aunque si lo puede hacer (seria vender al descubierto de g para comprar del activo libre

de riesgo).
Ahora, generalizando esto para todos los agentes:

(1—wip)A;i = ZMVE
1 j=1
— J\W—’

demanda total oferta total
activos riesgosos  activos riesgosos

™~

@ | Laoferta es igual a la capitalizacién de todos los activos.
EI MVE es el market cap. La demanda agregada tiene que ser igual al market cap.

17.3.1 Identificacion Wy
Cuando invierto en activos riesgosos, estoy inviertiendo en la cartera g. Vamos a ver qué caracteris-

ticas tiene esta cartera q.
Mi demanda es (1 —w;p)A; - w, = d;. Esta demanda tiene una dimension n x 1: es el nimero de

activos riesgosos. La demanda total serfa:

1
(1= wio)A; - wg = wg Y (1 —wig)A;
1 i=1

I
d=

i
=w, Z MVE;
j=1

MVE,
MVE,

MVE,

Entonces, despejando:

MVE,
MVE
VE,

YMVE

MVE,
YMVE

:Wm

q=m
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@ | Por eso era importante ver los indices de capitalizacion de mercado: segun esta teoria ese
indice value-weighted va a ser el que tiene la razén de Sharpe més alta.

Recuerde que los dos principales tipos de fondos eran:

e Indexados: el costo de mantenerlos era muy barato.
e Activamente manejados: los que contrataban MBA’s de Harvard.

Cuando esta teoria salié en 1964 les parecia mediocre lo que decia esta teoria puesto que
apoyaba a los indices indexados. Los fondos de inversién indexados son una buena inversion
(bastante buena).

Entonces lo que dice el CAPM de Sharpe es que el rendimiento esperado E|r;] es igual a
E[Fj] = rg+ Bj [E[Fn] — r¢] donde el mercado es un indice value-weighted. — esta ecuacién
se llama el Security Market Line.

Un fest t se usa para la significancia de una sola variable. Para un test F' se usa para varias
restricciones.

17.3.2 Resumen de resultados

A continuacién un resumen de los resultados importantes que hemos encontrado hasta ahora:
1. El primer resultado es que pudimos encontrar la frontera eficiente. Encontramos la cartera de
minima varianza, asi como la zona dominada y la zona dominante.

Wy
Zona
dominante
A
C
zona
dominada
0 1L Oy

Ve

Luego, encontramos el Capital Market Line (CML) que estd en funcién de la media y la
desviacion estandar:

1,

CML(u,o)

zona
dominante

zZona
dominada

Ow

S
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2. Encontramos, por razonamiento econémico de oferta y demanda, que ¢ = m. Hay separabili-

3.

dad en dos carteras: la cartera libre de riesgo y la cartera g (activos riesgosos)

Finalmente, el CAPM, usando la identificacién ¢ = m, dice que el rendimiento de un
activo es igual a la tasa libre de riesgo mas 3 por el valor esperado del rendimiento del
exceso:
Elrj] =rs+ BsE [rm — 7]
__ Cov(rj,rm)

donde B, = Var(ra) "
El resultado de esta ecuacion se llama el Security Market Line (SML) y graficamente es una
relacién entre el rendimiento esperado y el f3;:

E[rj]

SML
E[ry]
Ty
0 1
Bj

Cuando:

e fj =0el activo va a rendir r¢
e B; =1 el activo va a rendir como el mercado E[r,]
De ahf sale el trazo del SML.

@ | Lo que me dice el SML es: dado el 8; que tenga una empresa (es decir, su
covarianza con el mercado), entonces tiene que tener tal rendimiento.
Un paper encontrd que a partir de esto que encontramos,

E[rj]
SML

E[ry]

rf

0 ! B;

O sea, que la pendiente real es menor a la pendiente tedrica. Sin embargo, hay una
interpretacién para estas diferencias. Por ejemplo, la cartera 1 tiene esta diferencia:
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SML

0 1 B;

Esa diferencia entre lo real y lo esperado se llama ¢;. Entonces la cartera 1 tiene un
oy > 0. Observe que las empresas que tienen f3; < 1 tienen un o > 0, pero las que
Bj > 1 tienen un & < 0. Esto es una anomalfa con respecto a lo que tedricamente dice
el CAPM que deberia suceder.

Entonces el CAPM no es una cosa perfecta, pero si es una aproximacion a los datos
reales.

17.4 Implementacion empirica del CAPM

La idea seria correr la siguiente regresion:

Zjr =0 + Bjzm + €jr

donde zjy =rjr — 1t Y Zmt = Tt — T
@ | Veaque entonces hay que usar un indice de mercado ponderado por capitalizacién.

A esto se le llama modelo de mercado. Es un modelo general que fue descubierto antes del
CAPM. Siguiendo al CAPM de Sharpe deberia ser que o; = 0 (es decir, esto es lo que el CAPM de
Sharpe le impondria al modelo de mercado).

@ | EI CAPM de Sharpe le dice a uno que o; = 0.

Si se saca la varianza del rendimiento:

2 2 2 2
6j = ﬁj On T O
~—~ —— ~—~
riesgo riesgo riesgo
total de mercado  idiosincrético

Esta expresion anterior es el riesgo total del activo y tiene dos componentes:

¢ Riesgo de mercado

¢ Riesgo idiosincrético

En cuanto a €;; uno podria suponer que es idéntica e independientemente distribuido en el
tiempo. Aqui, siguiendo el tema de la caminata aleatoria, no habria autocorrelacién o habria muy
poca.

Abhora, en el tiempo, no es realista suponer que tenga la misma volatilidad en el tiempo. As{
que esto ha sido criticado.

@ | Recuerde que en econometria R? es el coeficiente de determinacién: nos dice cudnta de la

variabilidad de la variable dependiente, es explicada por las variables independientes. En
otras palabras, qué tan bueno es nuestro modelo explicando’.
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Entonces, en econometria normalmente queremos un modelo con un alto R?, sin embargo,
en el contexto aqui empleado mds bien es deseable un R” bajo. ;Por qué? — Porque aqui es
qué parte de la volatilidad estd explicada por el modelo.
Al riesgo de mercado también se le llama riesgo sistemético (o riesgo diversificable) y el riesgo
idiosincratico se suele conocer como riesgo no sistematico (o riesgo no diversificable).

Ejemplo 17.3 — Haciendo dieta. Hay dos propuestas de dietas:

e Comer lkg de lechuga

e Comer lkg de chocolate
Pero lo realmente interesante no es el peso, sino las calorias: las calorias son una unidad de
energia para aumentar un gramo de agua a un grado centigrado.

Un kilo de lechuga tiene 30 calorfas pero un kilo de chocolate tiene 5500 calorias. 7700
calorias equivalen a subir 1 kilo de peso para siempre.

Entonces, hay peso que es posible reducir y otro peso que no es posible reducir. Entonces,
si uno se comiera un kilo de lechuga y se suben 0.0039 kilos de peso irreducible, pero un kilo
de chocolate sube 0.7143 kilos.

En cambio la lechuga es casi todo peso saluble (agua) 0.9961 mientras que el chocolate
tiene 0.2857 de peso saluble.

El peso saluble no importa porque ese se pierde, lo que importa es el que no se puede perder.

Asf las cosas, el riesgo idiosincrdtico es diversificable: si diversifico una cartera lo suficiente lo
pierdo. Pero el riesgo no diversificable es el que, sin importar cudnto diversifique la cartera, no lo
puedo perder, entonces el riesgo interesante o importante es el no diversificable.

Ejemplo 17.4 — Dos empresas riesgosas. Suponga que usted tiene las siguientes dos empre-
sas que descomponen su riesgo de la siguiente manera:

Riesgo no Riesgo
diversificable  diversificable

AAPL 20% 80%

JPM 70% 30%

Aqui en este caso la empresa JPM es mads riesgosa — porque en Apple, gran parte de su
riesgo (80%) lo puedo ’eliminar’ diversificando mi cartera, pero en JPM, no importa cuanto
diversifique la cartera, siempre habrd un 70% del riesgo que no podré controlar o disminuir.

Apple es como la lechuga y JPM como el chocolate.

@ | Observe que entonces el riesgo diversificable no se le cobra’ a las empresas porque puede
ser perdido facilmente mediante diversificacion.

Observe que entonces, si se tuviera R* = 0.18 esto significa:

R?=0.18
B
- 2

0j
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Entonces R podriamos decir que es la parte del riesgo total que no es diversificable. En
consecuencia, tener un R” bajo es bueno, porque indica que hay una menor parte del riesgo
que no es diversificable, y el resto si se podria diversificar.



18. CAPM de Black

Vamos a ver la primera alteraciéon del CAPM. La justificacién para haber hecho esta modificacién 7
afios después del CAPM de Sharpe se puede dividir en dos:
1. Una primera justificacioén es empirica: el SML se encuentra que existe una menor pendiente
e intercepto que el propuesto por Sharpe. Habia a;j < 0 cuando f8; > 1y a; > 0 cuando
Bj <1

Es decir, que el aspecto empirico es que no estaba funcionando el CAPM de Sharpe,
dado que justamente surgié una estrategia de inversién en fondos de acuerdo a sus f3’s.

2. La otra motivacion es que Sharpe hizo el supuesto que ry = r,. Pero en la realidad esto es
poco realista: usualmente cobran una tasa de interés mayor sobre los préstamos que pido que
lo que paga un bono del Tesoro de Estados Unidos.

Esto genera una serie de resultados diferentes a la hora de ver el CML: esto era cuando
tenia en el eje y tenia el rendimiento y en el eje x tenia la media.

T

ra

ry

Cuando rg # ry:

Partiendo de r¢ (punto p), se puede trazar una linea encontrando un punto que sea tangente con
la frontera eficiente: esa tangencia seria la cartera q. Cuando yo presto puedo ubicarme entre p y
g. Pero luego, partiendo de r4, puedo trazar otra linea con tangencia en la cartera s: esto hace que
nazcan zonas de inversion.

Vamos a analizar estas tres zonas de inversion.
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18.1 Geometria de la frontera eficiente

Cuando una cartera estd en la frontera eficiente, se puede escribir de la siguiente manera:

2 7
_1.c A\
—c"p\Bi ¢

Y esto implica que:

l_»2. € A\
c- % pW ¢

Para entender bien la geometria de la frontera eficiente, también es importante calcular las
pendientes entre la media y la desviacion estandar:

C A\’
_ 2 L
¥ =0;— (“’_C> =0

@ | Esta funcién me explica la varianza en términos de la media.

La derivada de esto se obtiene a continuacidn, y usando el teorema de la derivada implicita:

d¥Y =¥Ys do+Y¥,udu =0
du  Y¥s

do Y,

@ ) Estees el teorema de la funcién implicita.

Y entonces podemos obtener:

lPO- :26j
(& A
Yu=-25 (HJ—C)

Entonces la pendiente de la frontera eficiente es:

e _ 9

do  5(pj—¢)

Entonces vamos a analizar:
o Uj> %: para este caso la pendiente serfa positiva
o U< %: para este caso la pendiente seria negativa
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u

Q=

0 1 o

Ve

o ;= %: para este caso la pendiente seria infinito. Mds que la interpretacién geométrica
interesa la interpretacién econémica: lo que pasa es que estando en este punto, si se aceptara
un poquito de riesgo, el rendimiento aumentaria en infinito — esto seria para personas
totalmente aversas al riesgo

Ahora vamos a ver las covarianzas entre dos carteras

18.2 Covarianzas w;,w; € MVEF

La pregunta es: ;cudl serfa la covarianza entre dos carteras que estan en la frontera eficiente?

Cov(r;,rj) :w;Vw,-

1 cf AN A
“c " p\HiT¢c)\HiT¢

@ | Esto tiene sentido porque la varianza de una accién es la covarianza consigo misma.

La cartera de minimima varianza es un caso especial:

1
COV(FMVP,FJ') :E >0

Es decir, que la cartera de minima varianza siempre tendra una covarianza de é con
cualquier otra cartera que esté en la frontera eficiente.

Ahora, considere cualquier cartera w; € MVEF (excepto la cartera de minima varianza):
(existe una cartera w,; tal que Cov (r.j,r;j) = 0? — Para ver si existe, sigamos la férmula recién
descubierta:

Cov(rej,rj) =0

1Ol A (A
c p\Mimc)\HiT¢) ™

Y entonces lo que quisiéramos es despejar [l.; para ver cudl tendria que ser la media de la
cartera con cero covarianza.

b
al=

ej=7— oSt
’ Sui—2)

a
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Esta ecuacion nos dice como encontrar esa cartera que tendria cero covarianza. Entonces

ya tenemos esta cartera que tiene dos particularidades: 1. esta en la frontera eficiente y 2.
tiene cero covarianza con la cartera w;.

Nuevamente, como hicimos anteriormente, consideremos los posibles casos:

o U;> %: para este caso el segundo término seria negativo y por lo tanto l.; < %
o ;< %‘: para este caso el segundo término seria positivo y por lo tanto p.; > %
Luego, como la cartera estd en la frontera eficiente se puede escribir:

Wej =8 = h.uvcj

Esto implica que si tengo la media de la cartera, se pueden encontrar los pesos de esa
cartera.

Ahora, lo que se quiere es encontrar graficamente a esta cartera.

@ | ¢Jes como el gemelo malo de la cartera j.

18.2.1 Andilisis grdfico w,;

Habiamos visto que

H A é
T AT T A
¢ 5-2
Y los que vamos a hacer es evaluar en ese é:
c A2
I A {GJ_E(”J 6)}
a~c c A
¢ b (i—¢)
(-85
¢ ¢/ 5m-¢)
—u S o
=U;— -0,
5 (- ¢)
pendiente
du
Zﬂj—%"aj

Y con esto estamos casi listos para encontrar al gemelo malo:

du
do

Hj

Q>

,u-(: j

S
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Ahora viene la parte econdmicamente importante: habiamos visto dos carteras que surgian de
pedir prestado o de prestar (cartera g y s):

Hy

Ow

Y a partir de aqui, podemos ver las medias de los gemelos malos para g y s

T

Ow

Y a partir de esto podemos ver que:

Meqg =Tf
Hes =Tg

@ ) De momento no hemos visto para qué sirve esto, sino solamente ciertas caracteristicas de la
frontera eficiente asi como la existencia de los ’gemelos malos’.

18.3 Ecuacion cero-beta

La cartera de mercado estd en la frontera eficiente w,, € MVEF y sumedia estd entre [, € [lg, i),
y al estar en la frontera eficiente, se puede escribir de la siguiente manera:

Wi =8 + hl,, Spanning
Wi =MV 1+ A,V 11 lagrangiano
Why =2 WV " 4 L0V !
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Y los multiplicadores de lagrange eran:

Cu,—A C A
ll :“7 - (.um_) >0

D D C
B—A
=B

@ | Recuerde que el multiplicador A; sf tiene interpretacién econémica: tiene que ser positivo y
tiene que ver con qué pasa a la desviacion estdndar si pido una media més alta.
Por el contrario, A, no tiene sentido econémico pero sf tiene relevancia geométrica.

Ahora considere una cartera j arbitraria (puede o no estar en la frontera eficiente). La covarianza
entre esta cartera con la cartera de mercado seria:

Cov(rj,rm) =wh,Vw;
= PL“.UV_I +7l,2l/V_1] VWJ'
:klule +121,Wj

Ahora la idea es desarrollar una expresion para el CAPM (donde el CAPM era una media en
base a varias cosas). Entonces el plan es despejar (1;:

_Cov(rjsrm) A

Hj= Al Tl
_ Cov(rj,rm) 07,% A
C Var(rm) M A
7LQ 61721
= R +Bj' 1
Y Y

Entonces, se busca expresar estos lagrangianos en términos de nimeros de que ya se conozcan;
es decir, vamos a calcular 1 y 2.

18.3.1 Cadlculo cero-beta

Entonces tenemos que:

—ho_Apn—B

M Cup,—A
_ A=t c
Cluam—¢]  Clun—¢]
_A c ¢
C el Blm—¢l
A ¢
€ plun—¢]
=Hem

Todo esto para decir que ya encontramos la media del gemelo malo. Ya encontramos el primer
término de los lagrangianos anteriores:
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2
o-m
Wp=— o B

1

O,
=Uem + ﬁj :

2
Om
A

~—

2

Nos queda por encontrar el factor nimero 2:

=Um

AL
=—HUn —+

¢ S(Mm—é)]
=Wm — Hem

Todo esto que hemos hecho es para hallar la férmula del CAPM de Black:
W =Hem + Bj [Hm — Hem]
E {}/} :E[r(‘m] + B/E [lﬂm - r('m}
Esto es un SML modificado. Ahora hay que entender qué significa.

18.4 Security Market Line de Black

Acabamos de encontrar que el rendimiento de un activo es:

E [’i/} =E[rem] + BjE[’"m — Tem)

Es cierto que el rendimiento de mercado va a cumplir que:

E[ry] < E[rm] < Elry

Entonces, viendo la férmula del gemelo malo:

S

1

C

Hej =7 7y
RN

a

Entonces, con esto ya se puede saber que el gemelo malo del mercado estard entre ry y r4
Elrem) € [ry,ral:
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Iy

Ow

Y especificamente se sabe que E[rep| > r. Veamos el CAPM de Sharpe y de Black:

Hj
SML (Sharpe)
Lo SML (Black)

E["wn]

rf

0 1 ﬁj

@ | Observe que esto se parece mds a lo que se habia encontrado empiricamente, que la pendiente
es un poco mas baja que lo que sugiere el CAPM de Sharpe.

18.5 Interpretacion de Black

Otra interpretacién del CAPM de Black es que dice lo siguiente:

rj :rcm+Bj[rm_rc'm]+8j
rj=(1=Bj)rem+ Bjrm+ &

@ ) Aquir; yano es la media sino el rendimiento propiamente dado.

Pero para hacer la interpretacién empirica se ocupan los rendimientos en exceso:

rje =1 =(1=Bj)lrem —rel =+ Bjlrm — rp] + &
Zjr =(1 = Bj)zeme + Bjzm: + €t
Observe que aqui hay dos variables regresoras o explicativas, mientras que en el CAPM

de Sharpe habia solamente una, y eso va a tener una interpretacion relevante. Se dice que el
CAPM de Sharpe era un modelo de un 1 factor pero el de Black es de dos factores.
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Y ahora el valor esperado se define z; = E[zj;] y entonces me dice:

zj = (1= Bj)zem + Bjzm

Pero, el modelo de mercado corre la regresion siguiente:
Zjr = O+ Bjzm

El CAPM de Sharpe impone la restriccion de que en la regresion anterior o; = 0. Pero mds
bien la restriccién que impone Black es que oj = (1 — fj)z.,. Entonces va a ser que para:

e f3 i<l = o;>0

e Bi>1= o;<0

Este modelo casi no se usa, porque aunque empiricamente se aproxima mads a lo que pasa en la
realidad, es muy dificil encontrar al gemelo malo. Lo que sigue ver son el CAPM de consumo y las
pruebas que se hicieron para probarlo.

Ejercicio 18.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

1. Hable acerca de la razon de Sharpe del mercado y ;qué dice el CAPM de Sharpe acerca
de la razon de Sharpe del mercado? — La razén de Sharpe es como una especie de
premio a la variabilidad y geométricamente es la pendiente entre el ¢ y hasta el CML.
Esa razén de Sharpe la sacamos en el CAPM de Black y en el CAPM de Sharpe. En el
CAPM de Sharpe la cartera de mercado es la que tiene la razén de Sharpe mas alta.

2. ;Cudl es la diferencia entre el CML y el SML? — La diferencia es en lo que se relaciona:
el CML es una frontera eficiente cuando hay activo libre de riesgo (ahi se tiene de ejes i
y la desviacion estandar) y en el SML se tiene un rendimiento con un f3.

3. Explique qué es la cartera cero-beta en general. — No se contesta.

4. Explique qué es la cartera cero-beta del mercado. — No se contesta.
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19. CAPM de Consumo

El concepto ex dividendo de una accién significa que, por ejemplo, si Apple tiene la fecha ex
dividendo el 08 de mayo, las personas que tengan la accién el 7 de mayo, tienen derecho a los
dividendos que reparta la empresa; las personas que tengan la accién del 8 de mayo en adelante, no
tienen derecho a los dividendos que ofrece la empresa.

@ Esto existe porque las empresas suelen tener muchisimos accionistas y necesitan unos dias
para saber a quiénes pagarle los dividendos. Usualmente el dia de ex dividendo el precio de
la accién baja porque justamente de ese dia en adelante se recibirdn flujos de caja que no
incorporan dividendos.
El interés del CAPM de consumo va en dos sentidos:
1. Generar un modelo multiperiodos
2. Desarrollar una relacion entre relaciones de utilidad con un modelo de valoracién

Supuestos

Los supuestos del modelo de CAPM de consumo son los siguientes:
1. Hay mercados completos (economia Arrow-Debreu)
2. Hay t periodos (puede pensarse en tiempo discreto o continuo pero nosotros lo vemos en
tiempo discreto y la légica sigue siendo la misma)
3. Hay J instrumentos complejos V;; (este es el valor ex-dividendo) y X, es el dividendo del
periodo ¢
4. La informacién se veria algo asi (supongamos tres periodos):

51
ai 52
ao 53
54

a3
55

Esto lo que significa es que hay 5 estados de la naturaleza. Conforme avanza el tiempo, uno
puede descartar que habran ciertos estados de la naturaleza que no se van a dar. Esto se
llaman filtraciones F; estado de informacién en el periodo 7.
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@ | Conforme pasa el tiempo se refina la idea de lo que pueda pasar en la economia y la
incertidumbre o riesgo se van desapareciendo poco a poco.

5. Hay expectativas homogéneas. A veces el CAPM de consumo se trabaja con un agente
representativo pero aqui no lo vamos a hacer asi. Mds bien se tienen las probabilidades de un
estado dado en ¢ 7, son iguales para todos los agentes V i.

Entonces, por ejemplo, pensando en el arbol anterior:

w(a,F) =mg + o+ 73

O sea, esto seria la posibilidad de haber llegado a esa parte del arbol.
6. Utilidades cardinales separables en el tiempo.

T
Vi= Z wir (Cir )
t=0
@ | Importante aqui notar que u;; ya incorpora el factor de descuento. Por ejemplo:

ot

uip = e “ui(cir)

7. Por lo general se tiene un agente representativo, aunque es un supuesto terrible. Esto es mds
que todo ttil para la macroeconomia.

19.2 Precios de equilibrio

Lo que vamos a hacer es utilizar las intuiciones que vimos en mercados completos y ver qué pasa
cuando se tienen muchos periodos.

19.2.1 Dos periodos

Los precios puros estaban dados por:

u'(cis)
u/(C,'())
=7, M,

Py =m,-

@ | Estamos introduciendo la nueva notacién M;;. En macroeconomia a esto se le suele llamar
factor estocdstico de descuento o SDF (stochastic discount factor). Y esto tiene que ver con
el agente representativo.

19.2.2 t periodos

Generalizando para ¢ periodos, se tendria:

u;t(cil)
”;z—l (Cil—l)

=T - Mist

Pst =TT -

Ahora vamos a valorar una accién desde el punto de vista r — 1.
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Ejemplo 19.1 — Valorando una accién de Apple. La accién de Apple tiene dos compo-
nentes en el tiempo ¢: se tienen dos flujos de caja

1. Los dividendos

2. El valor ex-dividendo de la accién

Vjt—l = Z {stt + Vjsl} Py
s €St

=E [Mjr - (Xjs + Vjr) |[Fi—1]

Ahora hay que expresar lo anterior en términos de rendimientos.

X; V;

1=E (M- | - + 2 [|F-
Viier Vi
M~ Y~~~

dividendo  plusvalia,

1 :E [Mlt(l +rjt]
|

Esto lo que nos da es una formula para encontrar los rendimientos de un activo. Esta es
la ecuacion de Euler.

@ ) Estaférmula serfa muy util, pero el SDF no es observable. Por eso, lo que sigue es establecer
una serie de supuestos para tratar de encontrar el SDF.

19.3 Euler y CAPM de consumo

Recordando lo que habiamos visto de la covarianza:

Cov(x,y) =E[x-y] — E[x|E]y]
E[xy] =Cov(x,y) + E[x]E[y]
1 =E[M;(1+ rjt]
=E[My|E[1+rj] +Cov(My,(1+7j)
=E[My](1+E[rj]) + Cov(My,rj;)

—

Ahora, la idea es llegar a una expresion similar a la del CAPM. Para simplificar, considere un
activo sin riesgo en el periodo ¢ que paga rf; V s; € S; (en todos los estados de la naturaleza). Luego,
sabiendo que E[rs| = rf;, y como no cambia, su covarianza con lo que sea es de 0.

Usando esto en la ecuacion de Euler:

1 =E[My] (1+rp)

Esto es igual al bono cupdn cero en el periodo ¢. Ahora, la idea es eliminar ese SDF para que
nos quede en términos de variables observables:
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| L+ Elrs]
1+rft
1+E[rj| =(14+rp) — (1+rp)Cov (M, 1)
Elrj]] =rf — (14+rs)Cov(My,rjr)

+ Cov (Ml-,,rj,)

Ya casi eliminamos el M;;, solo queda en la covarianza. Entonces ahora hay que ver unos
supuestos. Sabemos que:

u;y (Cist )

ul

My =
* it—1 (Cistfl )

Recordemos lo que veiamos en mercados completos — Cuando la dotacién total era muy alta,
eso significa que los rendimientos son muy altos: ;qué le pasa al consumo de los agentes en esos
estados de la naturaleza? — es un consumo alto y por lo tanto la utilidad marginal disminuye.

Entonces la relacion entre M;; y el rendimiento rj, es negativa Cov(?\,/I?, Fjt)-

Pero ahora el objetivo es quitarnos de encima M. Actualmente hay dos posibilidades:

1. Utilidades cuadréticas (Rubistein 1976)

2. Rendimientos Brownianos (como es en varios periodos no es exactamente normal, pero para

efectos nuestros podemos pensar que es normal en tiempo continuo: Breeden 1979)

Ya habiamos usado algo asi para las preferencias de media y varianza, y en realidad queremos
volver a algo asi como preferencias de media y varianza. Vamos a ver una version simplificada del
modelo de Breeden.

19.3.1 Modelo de Breeden simplificado

Este modelo lo que dice es que el consumo de hoy es igual a al consumo del periodo de ayer mas
un pequefio cambio:

Ciy =Ci—1 +AC;

Entonces vamos a hacer una expansacion de Taylor de la utilidad marginal del consumo pasado:

ui(ci) & ul(ci—1) + Aciuty (cir—1)

Y el factor estocastico de descuento:

/
_ ui(cit)
My = 7
ui(ci—1)
Y evaluando en la férmula anterior:

7
U; \Cit—1
Mis ~ 1+ Acyp - ——— ,( :
u;(cir)
N—_——
ARA

Entonces lo que vamos a hacer es usar la tolerancia al riesgo y no la aversion al riesgo absoluta:
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Acjs
Ti

Mits :1 -

! i . . . .
donde 7; = Z'[’((Ccl.[fl,)) y 7; es constante. Esto significa que si la tolerancia es constante, entonces la
i \Cit—

aversion al riesgo absoluta es constante, entonces se tiene una utilidad CARA (no es un supuesto
muy bueno pero para lo que estamos haciendo estd bien).

@ | Observe que Ac;; = ¢;y — ci—1. Aqui, de estas dos partes el ¢;; es estocdstico pero el consumo
pasado no porque ya se conoceria.

Entonces el CAPM de consumo es:

Ac;
Elrj| =rg— (14rp)Cov [1 — ”,rﬂ]

(I+74)

1

=rfe+ Covcir,rji]

Entonces ya casi llegamos, porque lo tenemos en base a variables observables que son los
consumos de los individuos, entonces lo inico que queda no observable es la tolerancia al riesgo y
por eso se va a querer despejarlo:

(1 —i—rf,)

p -Covlci,rjt) =E[rj —r]
1

@ | Recuerde que E[rj — ry;] es la prima de riesgo entonces se va a definir como z;; que indica
que ya es valor esperado.
Ademads, recuerde que la prima de riesgo es la que tiene el valor esperado pero el
rendimiento exceso no tiene valor esperado, sino que es lo que va a tener en cada estado de la
naturaleza que le genera un cierto exceso.

(I4rs)
T, =——=-Cov|cy, ]
Zjt
Ahora lo que se va a hacer es sumar todas las tolerancias al riesgo (en este modelo no se usaba
agente representativo, solamente se ocupaba una tolerancia al riesgo constante):

T
T EZT,‘
i=1

(1+7rs)
T Covict,rj]
Zjt
Entonces ya tenemos el consumo agregado: lo que interesa no es el consumo individual de cada
uno de los agentes sino el consumo agregado. Ahora hay que despejar z;:

(I+rp)

T Covlc;,rj]

Zjt =

Ya esto se parece mucho al CAPM. Esto es un activo cualquiera. Pero ahora consideremos al

mercado (podemos pensarlo como un indice ponderado por capitalizacién de mercado), que va a
tener un rendimiento:
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(L+rp)

C m
T ovicr, Pl

Imt =

Y vamos a dividir uno entre el otro:

1
Zjt ( H Covicy,rj]

= (1+r

Zmt Cov(ct, )

Aqui lo que estamos haciendo es usando la prima del mercado z,,, para deshacernos de la
variable de tolerancia al riesgo.

]

Entonces lo que vamos a hacer es un ’truco’: vamos a multiplicar y dividir a ambos lados por la
varianza del mercado.

Covlcy,rjr]
Zjt __ Varle]
T Covie,r,
Z 1y mt
m Varlc] ]

Esto es como un 3 del consumo agregado, que si es una variable observable. Por lo tanto:

Covlc;,rjr]

Zjr _ Varla]  _ ﬁjc
C()vc 7,

Z 1sI'mt

mt Var[c, } Bjm

Entonces la férmula del CAPM de consumo es:

_Bie
Zjr = ﬁjm “Zmt
Elrs] —rp —gfc [l —rp]
]m

E[Vjt]—”fz+§m‘ (E[rm — ”fz)

Y este es el CAPM de consumo.

El problema de esta ecuacion es que este consumo varia muy poco: la gente busca suavizar
su consumo porque no quieren que cambie mucho (es casi una constante). Ademads, las utilidades
CARA demasiado aversas al riesgo como para ser introducibles.

Entre los logros destaca que es un modelo multiperiodos y que introduce las utilidades a la hora
de valorar activos y esto puede ser interesante.

Observe que si el consumo fuera igual al mercado ¢; = mercado (usted solo puede consumir

lo que el mercado genera) esto generaria que S, = 1 (esto no sucede empiricamente) se
llegue igualmente al CAPM.

=]

A partir de aqui, el enfoque que empezaron a tomar las finanzas del CAPM de consumo en
1979 es por el lado de las pruebas empiricas.
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20. Tests débiles del CAPM

Vamos a empezar a ver andlisis empiricos en las finanzas. Finanzas es la parte de economia que se
parece mds a las ciencias naturales debido a la abundancia de datos y a las pruebas empiricas.
Primero vamos a ver un poco sobre filosofia de las ciencias.

Karl Popper

Nacié y crecié en Vienna durante el siglo XX. En Vienna en ese tiempo estaban pasando muchas
cosas. Primero €l fue Marxista y eso va a ser relevante. Fue discipulo de Adler. Algo que le impactd
mucho fue una conferencia que dio Einstein sobre la teoria de la relatividad.

A Popper le impacté mucho algunas de las predicciones que hacia esta teoria. Por ejemplo,
si un objeto era lo suficientemente masivo, se doblaria la velocidad de la luz. Para Popper esa
prediccién era muy fuerte, dado que de verificarse que no fuera cierta, la teorfa se caerfa.

Entonces Popper a partir de aqui, empez6 a distinguir diferencias entre lo que serfa una ciencia
y una pseudociencia. En base a esto, por ejemplo, la astrologia seria una pseudociencia. Esto
es el estudio del horéscopo. Es una pseudociencia porque no tiene predicciones que puedan ser
debatibles.

Ejemplo 20.1 — Predicciones de la astrologia. La astrologia puede hacer predicciones como
por ejemplo: "hoy conocerds a alguien muy especial”, pero esto puede significar demasiadas
cosas entonces no son proposiciones de las cuales se les pueda rebatir. ]

Un ejemplo de la ciencia serfa la fisica de Einstein o de Newton.

Ejemplo 20.2 — Preddiciones de la fisica de Einstein. Einstein propuso que si la luz pasaba
por un objeto masivo, la luz se doblaria de una manera particular. Esta es una proposicién que,
con los instrumentos adecuados, podria ser verificable o constrastable. n

Entonces las ciencias, tienen predicciones o hipétesis falsificables que permiten ver si la
teoria se cumple o no.

Popper también defini6 una pre-ciencia, donde él encajaba al psicoandlisis de Freud o de Adler.
Freud proponia la existencia de cosas como la conciencia, subconciente, el sindrome de Edipo, etc.
Entonces, si bien es cierto son propuestas o hipétesis mds desarrolladas que las de la astrologia, en
ese entonces, a como estaban formuladas, todavia no eran falsificables sus proposiciones. Entonces,
Popper decia que podia llegar a ser una ciencia pero ain no lo era exactamente.

La pseudociencia, por ejemplo, era el Marxismo. Karl Marx tenia una prediccién de lo que iba
a suceder en la historia: iba a haber una revolucién del proletariado en los paises mas desarrollados
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porque era donde habia mds desigualdad. Entonces, para Popper inicialmente si era una ciencia,
pues Marx hizo una prediccion de algo concreto que ocurriria. Sin embargo, conforme pasé el
tiempo, la revolucion se dio pero no en los paises desarrollados, sino en Rusia (la Unién Soviética)
entonces la teoria de Marx fall6.

Entonces la gente empez0 a ajustar la teoria de Marx para encajarla con lo que realmente paso,
entonces surgio el marxismo-leninismo.

Luego, Imre Lakatos (otro filésofo de la ciencias) propuso la existencia de programas de
investigacion:

e Programas progresivos: existen hipétesis falsificables que no se cumplen exactamente y
los supuestos se van refinando paulatina o progresivamente (esto es lo que sucedi6 con el
CAPM, que primero surgi6 el de Sharpe, pero luego fue refinado en sus supuestos o hipdtesis
mediante el CAPM de Black).

e Programas degenerativos: desde el 300 a.C existia la astronomia Ptolomeica, en Grecia.
Ptolomeo tenia una teorfa sobre el movimiento de las estrellas. Conforme pasé el tiempo, la
gente se empezo a dar cuenta que la teoria de Ptolomeo funcionaba peor y peor. Entonces
se empezaron a introducir excepciones a las hipétesis, comprometiendo asi, de manera
significativa a las hipétesis originales.

Lakatos decia que las pseudociencias no tenian poder predictivo sobre fendémenos no conocidos.
Entonces para él, una ciencia tenia que poder hacer predicciones sobre el funcionamiento de las
cosas antes de que ocurrieran. Para él, algunas pseudociencias eran: la astronomia Ptolomeica,
el psicoandlisis de Freud, el marxismo soviético, la astrologia, la psiquiatria, la sociologia, el
darwinismo y la economia neocldsica.

Entonces de acuerdo a Lakatos, cursos como microeconomia I o II, solamente explicarian cosas
que ya han pasado. Por ejemplo, en economia se hace uso de las funciones de utilidad, y se pueden
crear funciones de utilidad que se adecten a las hipdtesis planteadas, que pueden decir casi lo que
sea (como en la astrologia); las utilidades no pueden ser contrastables porque nos las inventamos
casi a conveniencia.

Igual con el Darwinismo, que decia como habian evolucionado los seres pero no cémo segurian
evolucionando.

Volviendo a Popper y la fisica de Einstein. Dos de las predicciones de Einstein son:

1. Una manzana cae de un arbol menos riesgosa

2. Laluz se dobla ante un objeto masivo mas riesgosa

Para Popper, de estas dos predicciones, la que valdria mds la pena probar o testear seria la
segunda — la primera prediccion es compartida por otras teorfas, como la fisica de Newton, asi
que desprobar esta teoria, supondria un golpe para ambas teorias y no solo para Eistein, pero la
hipétesis fuerte solo puede ser cierta bajo la fisica de Einstein y no la de Newton.

Por ende, es mas provechoso hacer pruebas sobre las hipétesis fuertes porque estas nos permi-
tirfan descartar a una teoria sobre otra, dado que sabriamos que la que hace esa prediccién, ha sido
falseada.

Entonces ahora, lo que haremos es ver las hipétesis débiles y fuertes del CAPM para hacer
pruebas sobre estas.

Hipotesis en finanzas

Suponga que se tiene las siguientes hipétesis. Existen las hipétesis débiles, como:

2j=Pj-zm

Esto sale del CAPM de Sharpe. Esto es una hipétesis débil porque el modelo de mercados
completos también hace esta prediccion: que existe una relacién entre el 8 y el rendimiento
esperado, a pesar de que mercados completos es muy distinto al CAPM (y més adelante veremos
que el APT también tiene la misma prediccion).
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Entonces, en caso de que esto fuera cierto, existen varias teorias que lo afirman, de manera que
no nos permite descartar a una teoria sobre otra.
En el modelo de Black se vio que:

Zj = (1 _ﬁ]) *Zm
Pero también hay versiones de mercados completos (asi como el APT) que también arrojan

esta misma prediccion. Estas predicciones son hipétesis débiles.
Pero una hipétesis fuerte es la siguiente:

Wi =g+ hiy,
el mercado esta en la frontera eficiente € MVEF

Esto es una hipétesis fuerte de Markowitz. Otro ejemplo de Sharpe sobre la cartera del mercado
es que:

wy, es la carta razén de Sharpe mds alta

Esto lo que significaba entonces era la tangencia entre la cartera g con el CML.
Entonces vamos a empezar a testear primero estas hip6tesis débiles y sus supuestos auxiliares.

Hipotesis y supuestos auxiliares

Lo que dice el CAPM de Sharpe es que la prima de riesgo de un activo es igual a  por la prima de
riesgo del mercado.

zj = Bjzm

Estas primas de mercado son esperanzas ex-ante. Entonces se corre una regresion de la forma:

th == djﬁﬁmt

El rendimiento promedio del activo y del mercado de la regresion anterior pueden fallar por

varias razones:

1. Los supuestos de Sharpe (1964) no son suficientemente realistas (por ejemplo podria ser
que las tasas de pedir prestado y la de prestar sean diferente, no hay preferencias de media y
varianza, etc.).

2. La implementacién empirica también podria fallar porque la distribucion ex-ante sea distinta
a la distribucién ex-post. Por ejemplo la pandemia provocé que la realidad fuera diferente a
las expectativas que habia antes.

3. Gy B j podrian tener un error de medicidn o tener un sesgo incluido. Dependiendo de los
activos que se extraigan se puede tener un error en variables . Entonces por eso es que se
agarran carteras y no activos individuales porque los errores son menores. También podria
haber sesgo de seleccién: como cuando se agarran las 10 empresas mds grandes para hacer la
frontera eficiente.

Tests empiricos del CAPM

Vamos a ver varios tests empiricos del CAPM.
1. Blume y Friend (1970): seccién cruzada
2. Fama y Macbeth (1972): panel
3. Black, Jensen y Scholes (1973): serie de tiempo

@ | Fama fue el que estudi6 si habia caminata aleatoria o no en el mercado; encontr6 que hay
una correlacién pero relativamente baja.
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20.4.1 Blume y Friend (1970)

Ellos hacen lo siguiente:
1. Construyen N carteras j = 1,...,N. Tienen que ser no tantas carteras para que cada una
tenga varios activos y asi & y 3 estén calculados sin tantos errores variables.
2. Para cada cartera corren la siguiente regresion:

Zjr = O+ Bz + €

3. Obtener &; y ,3 ;. A partir de aqui podria haber varios tipos de sesgo:
e Sesgo de medicidn (errores variables)
e Sesgo de seleccién

4. Corren la siguiente regresioén de seccién cruzada;

Zj=a+ bp I

El CAPM de Sharpe plantea:
Hy:a=0Ab=7,

Y en el test ellos encuentran que
a>0Ab<z,

con b > 0. Entonces lo que encuentran es que el CAPM de Black si es compatible con este
resultado. Ademds encuentran que en una muestra de 1960-1968 que a > 0 A b < 0. Esto
pasé porque hubo un fallo: de 1960-1968 porque probablemente la distribucién ex-ante
coincidiera con la ex-post.

@ | Estode que b < 0 es como si estuviera pidiendo que los activos actuaran como un seguro.
Puede pensarse, por ejemplo, en Zoom: esta fue una empresa que le fue muy bien cuando la
economia fue impactada por el Covid, pero mds bien ellos ah{ tuvieron un auge.

Entonces, seria teéricamente posible pedir o tener rendimientos menores a los de la tasa

libre de riesgo, y esto seria en los casos en que se quiere un seguro, porque es para los casos
en los que se va contramercado.

20.4.2 Black, Jensen y Scholes

Es un modelo sencillo y parecido al de Blume y Friend.

Ellos tienen datos de 1926-1965, pero agarran un primer tracto de 1926-1930.

1. Calcular ﬁj Vi=1,...,J

2. Ordenan ﬁ ; de mayor a menor.

3. Crean 10 carteras: cartera 1 es la que tiene los B mds altos hasta que la cartera 10 que tiene

los B mads bajos.

4. Calculan el rendimiento r;; i = 1,...,10 para r = 1931

5. Recalculan los pasos anteriores con datos mensuales.

Al final, van a a tener 10 carteras con 420 meses para cada carteras y corren la siguiente
regresion:

Zit = O + Bizm + €ir

Y en ese sentido es que es una serie de tiempo. Grafican el rendimiento versus el 3.

Salieron dos resultados significativos:

1. Uno puede aprovechar los resultados con respecto a la significancia de los ¢ en términos de
si se puede o no, adoptar una estrategia de inversién que permita hacer o no dinero.
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Vamos a seguir con los tests empiricos del CAPM. Repasando el test de Black, Jensen y Scholes,
lo que nos decia era que ¢; que uno encuentra deberia ser igual a (1 — 3;) por el rendimiento en
exceso de la cartera cero-beta:

Hy: éCj = (l _3./')26111

Lo que sabemos de la cartera cero-beta es que, en valor absoluto sera:

|Zem| < |ra —ryl

Entonces vamos a usar una aproximacién de esa cartera.

20.5 Famay Macbeth (1972)

Esta es una metodologia que se usa mucho porque Fama hizo otro paper muy famoso en 1992.
Lo que hacen es considerar que estamos considerando un mundo con el CAPM de Sharpe:

E[rj] =rg+BiE[rm — 7]

Y ellos lo que hacen es festear 3 cosas del CAPM:

1. Hay una relacion lineal entre el rendimiento E[r;] y B;

2. B; es una medida completa de riesgo, y ninguna otra medida tiene efecto, por ejemplo el
riesgo idiosincratico.

3. Hay una prima de riesgo positiva E[r,, —rj| >0

Esto lo prueban mediante dos pasos:

1. Van a hacer carteras y van a estimar los B ; de estas carteras (parecido a Black, Jensen y
Scholes). Esto es una serie de tiempo.

2. Lo segundo es que agarran una regresion de seccidn cruzada periodo por periodot =1,...,T
de la siguiente manera:

rio = o+ JuBj + P} + s+ i

Tienen el rendimiento de cada periodo y lo corren con una constante, una variable independi-
ente y las demds regresoras.

@ | Sj: tiene que ver con el riesgo idiosincrtico, es decir, el riesgo que si es diversificable.
Estaregresion incluye el sz es para ver si hay no-linealidades entre la relacién del rendimiento
y del B: si 9, saliera significativo serfa evidencia de que hay no-linealidades.

s; se incluye como regresor porque si J5, fuera significativo me dirfa que el rendimiento
esperado se ve afectado por el riesgo idiosincrético y seria un rechazo del CAPM. Como es
una seccion cruzada se estima parat =1,...,T.

Lo que hacen es obtener un 7y promedio:

Ly
Yi== LV
B
Y tiene una varianza Var(y; = % ZtT: 1 (}71‘: — 7,2) Los supuestos o hipétesis que ellos hacen
son las siguientes:
a. E[?Zt] == 0
b. E [731] =0
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c. E[¥i] = E[rm —rps) = 0. Y para probarlo directamente lo plantean de una forma
distinta:

E[')A/lt—’”mz‘i"’ft] =0

d. Elfo] = E[ry:]
E[Yo] = E[rs] =0
E[’}N/Ot - rft] =0

3.

Ellos encuentran que en efecto E[}»,] = 0, lo cual es evidencia de una relacién lineal. También
encuentran que E[75;] = 0 el riesgo idiosincratico no afecta el rendimiento esperado; no pasa que
las empresas que tengan mayor riesgo idiosincrético tengan un mayor rendimiento esperado, tal y
como dice la teorfa econémica que es facilmente diversificable.

También la hipétesis E[§i; — r + ] = 0 la rechazan, dado que esa prima de mercado va a
ser menor que O en general. Encuentran que E [y, — rf] = 0 va a ser mayor que 0, es decir que
[Yor > 7ps.

Fama y French (1992,1993)

Ellos encuentran que la relacién entre el rendimiento en exceso z; y 3; desparece para el periodo
1963-1990, el B se vuelve insignificante y hay periodos incluso para los que es negativo. Hasta ese
entonces, habian usado datos de 1926-1965 y ellos vuelven a hacer el estudio con datos nuevos y
encuentran que la relacion del rendimiento en exceso con el 8 ya no es tan fuerte.

Esto pudo haber sido porque hubo cambios en la distribucién post y la ex-ante. Valdria la pena
volver a agarrar los datos del 1926 hasta ahora para ver si se vuelve a cumplir o no.

@ | Hay una estrategia de carteras: en la estimacion de Black, Jensen y Scholes habia carteras
con o’s negativos y positivos, y la idea era ver si con eso se podia hacer ganancia, a esto se le
llama estrategia de betas bajas.

Estrategia de S’s bajos: BJS

Se van a agarrar las carteras con ¢ significativo: la cartera 2 y la cartera 9. Entonces una estrategia
es comprar de la cartera 9 y venden al descubierto la cartera 2. Es decir, compran una cartera con
los B bajos y venden al descubierto una cartera con los 3 altos.

@ | Recuerde que las carteras estaban ordenadas por la magnitud de los f: la cartera 1 tiene los
B mas altos, mientras que la cartera 10 tiene los B més bajos.

Esta estrategia da:

z; =0.1968 +0.6291z,, #9

7; =—0.1938+1.3838z,, #2
zx =0.3906 — 0.7547z,,

Esta cartera genera un o positivo pero sigue habiendo el riesgo de mercado todavia, entonces
se puede terminar de completar esta cartera comprando 0.7547 del mercado:

23 =+0.7547z, #9
z=0.3906

Entonces lo que se hizo fue:
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1. Comprar la cartera 9 (3’s bajos)

2. Vender al descubierto la cartera 2 (3’s altos)

3. Comprar un poco del mercado — esto elimina el riesgo de mercado

Es decir, estoy explotando que hay a’s bajos y &’s altos, sin apostar a si el mercado va a subir
o bajar: esto es una ineficiencia que existe entre una y otra; esto se llama neutralidad al mercado —
no apuestan contra o a favor del mercado sino solamente contra anomalias que se presenten.

Ahora si siguen ver los tests fuertes del CAPM.






21. Tests fuertes del CAPM

En 1977 Richard Roll escribe un articulo muy importante donde se hace una critica de todos los
tests que se habfan hecho de los tres débiles que habian salido hasta ese momento.

Cuando vimos el tema de el andlisis de filosofia de la ciencia uno una de las cosas que era
importante es que a la hora de hacer andlisis empiricos tienen que hacer supuestos auxiliares.

Esos supuestos auxiliares puede ser que estén bien o mal. Roll se fij6 en uno que es importante.
Desarroll6 primero que nada lo que vimos de la frontera eficiente, entonces dice la relacién de
CAPM de Sharpe y CAPM de Black es esta relacion z; = Zem + Bj(2m — Zem)-

Pero lo que dice de eso no ni siquiera deberiamos hacer una regresion; esto es matematicamente.
Entonces dice si es que la cartera estd en la frontera eficiente es el CAPM de Black. Si ademas de
estar en la frontera eficiente es la que tiene la razén de Sharpe mas alta entonces se usa el CAPM
de Sharpe.

Entonces eso tiene que salir como si uno hiciera una regresién le saldria con un R? cuadrado
del 100% y entonces eso ya no es econometria sino matematica. Entonces lo que él es: la razén
de que puede ser que falle el CAPM de Black o CAPM de Sharpe por lo que sea es que a lo
mejor en la medida que estamos usando el mercado es la incorrecta. Es decir, no es la que
deberiamos usar.

Entonces €l se pregunta cudl deberia ser el realmente ese mercado y lo que propone es que
deberian ser todos los activos riesgosos de la economia y entonces pone de ejemplo bienes raices,
bonos riesgosos, capital humano, etc.

Si uno lo que usa por ejemplo es el S&P500 o el indice CRSP, lo més que uno puede rechazar
cuando rechaza todos digamos todos estos tests de la BJS o de Fama y Mcbeth, es que la proxy que
usaron es mala. Entonces eso se llama la critica de Roll. Eso es un problema porque entonces uno
como sé€ que lo estoy rechazando porque el modelo es malo o no porque la préxima de mercado.

@ Empiricamente la cartera m si puede estar en la zona dominada, y esto ya ha pasado, como en
periodos de crisis. Durante una gran parte de la Gran Depresion el rendimiento del mercado
tuvo rendimiento negativo (como 10 afios) pero agarrando unos 30 afios deberia ser 0 o
positivo.
Blume y Friend encontraron esta relacién negativa entre el rendimiento esperado y el 8
de 1960-1968.

Ejercicio 21.1 — Preguntas del dia. Preguntas:
1. ;Qué es el factor estocdstico de descuento? — Es la utilidad marginal de los estados de
la naturaleza entre la utilidad marginal del estado inicial multiplicado por un factor e 9.

Es inobservable, salvo cuando haya un activo libre de riesgo. El valor esperado de ese
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factor estocdstico es igual al valor esperado de un bono cero cupén.
JY para qué se usa? ;Para qué se desarrolla? — Para poder valorar activos en mercados
completos.

. (Qué es el B de consumo de un activo? — Es la covarianza entre el consumo agregado

con el de ese activo en especifico entre la varianza del consumo y sale cuando se esta
calculando la esperanza del rendimiento de esa empresa.
@ | Los B de consumo empiricamente pueden ser tedricamente menor a 0. Como el

consumo es estable, los B suelen ser altos porque la varianza del consumo es baja;
la gente busca suavizar el consumo por la hipédtesis de la renta permanente.

. Blume y Friend hablaban de por qué podian fallar los tests del CAPM. Habian 3 razones.

— Era porque:
a. Los supuestos de Sharpe no eran realistas (por ejemplo no existen preferencias de
media y varianza) y puede ser que ry 7# ry.
b. Puede haber diferencias en las distribuciones ex-ante y ex-post.
c. El o y B estdn mal calculados por algtin sesgo.

. Hable de los resultados de Fama y McBeth. — Los resultados es que no se rechazaba la

linealidad y B; sf importaba. Si rechazaban los resultados del CAPM de Sharpe.
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CQmos a ver los modelos multifactores. En primer lugar vamos a ver una forma de valorar
activos diferente al CAPM llamada del APT (Ross, 1976) y es un modelo multifactor. Luego vamos
a ver la implementacién de Fama-French-Carhart para calcular los rendimientos.

En el CAPM de Sharpe y en el modelo de mercado se tenia que el rendimiento de una accidn:

Fjt = O+ Bjrm: + €jt

Es decir, cémo se mueve el rendimiento de una accién en el tiempo en base a un factor (el
rendimiento de mercado). El modelo de mercado decia que zj; = ; + Bjzm + €j: (este a;j es
diferente al de arriba).

o El CAPM de Sharpe decia que a; = 0 — es un modelo de un factor que es el rendimiento en

exceso del mercado
gemelo
malo mercado

¢ El CAPM de Black cambia un poco el resultado: zj; = (1 — ;) T + B; T + Ejr — es
un modelo de dos factores porque depende del rendimiento del mercado y del rendimiento
del gemelo malo del mercado (que son ortogonales entre si).

Ross propuso seguir adelante con esta idea y plante6 k factores (como pensando en que
también se podia depender de otros factores como la inflacién, el PIB, etc. o cualquier otro
factor macroecondémico y no solo del mercado). Esto terminé derivando en factores de corte mas
financiero y luego vamos a ver los més usados.

Ross encuentra un resultado parecido al CAPM de Sharpe pero mediante un argumento por
ausencia de arbitraje: vamos a ver un nuevo tipo de arbitraje (el asintético). Entonces Ross plantea
un modelo multifactor de k factores por ausencia de arbitraje (asintdtico).

Ese modelo de mercado dice que:

« factor idiorsliel:lscgrgtico
_ )
r j= a j + Z ﬁjk k + 8j
k=1 =V
carga de

factor

Ese factor pueden ser las que ya hemos visto (el mercado, el gemelo malo del mercado) pero
ahora es un numero arbitrario de factores. Usualmente se suelen usar hasta 4 factores.

El B indica una especie de sensibilidad hacia ese factor. Se le llama 8, = factor loading o carga de factor.
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Ahora vamos a ver una demostracion para encontrar ese a;. La primera forma de hacerlo es
considerar que no existe riesgo idiosincratico.

22.1 Demostracion sin riesgo idiosincratico

Si no hay riesgo idiosincrético, lo que se tiene es que:

K
ri=aj+ ) B o
k=1

Entonces lo que vamos a hacer es construir una cartera sintética s que va a tener las siguientes
caracterfsticas:
1. Va a comprar los pesos de sus inversiones los pesos de sus factores — como si en el mercado
pudieran comprarse los factores: w; = Bjy.
2. Como es una cartera normal, los pesos de las inversiones tienen que sumar a 1, entonces con
lo que sobre, debe cumplirse que se invierta en el activo sin riesgo:

K
wio=1-Y Bt
k=1

Lo que esta cartera sintética va a rendir es:
K K
re=|1=Y Bi| + Y Bixbx
k=1 k=1

De esto sale un teorema.

Teorema 22.1 a; tiene que ser igual a:

K
aj= 1= Bu|-rs
k=1

Esto determina la constante de una accién r;.

Esto se demuestra mediante una demostracién por contradiccion: si esta igualdad no se cumple,
hay una oportunidad de arbitraje comtn y corriente.

Supongaque a; # [1 — Y&, Bjx] -7y, y sin pérdida de generalidad, asuma que a; > [1— Y5, Bj] -
ry. También se podria demostrar con el caso donde sea menor, pero la demostracion es andloga.

Entonces suponga que se compra $1 de j genera un flujo de caja que cuesta -1 y me genera un
rendimiento de a; + YX . B 1Ok

Cartera ‘ FCy ‘ FC;

Comprar $1de j | -1 ‘ aj+ZkK:1ﬁjk6k

Luego se hace un short de $1 de la cartera s que genera un flujo de caja positivo +1 pero un
pasivo en los periodos siguientes:

Y ahora habria que ver el neto de la cartera:

Como el costo neto es de 0, esto seria una cartera autofinanciada y habria arbitraje de tipo 2
(tengo flujo de caja 0 hoy y flujo de caja positivo en el futuro).

Entonces la conclusion importante es que el rendimiento r; va a ser igual a:

K K
ri=|1=Y Bu|rr+ Y Bib
k=1 k=1
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Cartera FCy ‘ FC;

Comprar $1de j | -1 ‘ aj+ Y B

Short $1 de s +1 ‘ — [1 — le ﬁjk] —ZkK:1 ﬁjk5k

Cartera FC ‘ FC;

Comprar $1de j | -1 ‘ aj+ZkK:1Bjk6k

Short$1des | +1 | —[1-YK  Bu] —TK B

Neto: 0 | aj—[1=X&  Bi] &

Y reagrupando:

rj—rfzzj

K
=Y Bi[6—ry]
k=1
K
= Z BikZk
k=1

@ ) ElZ; significa que es una variable estocastica. Z; es un rendimiento en exceso del factor k.

Y vamos a definir:
2 =E %]

Entonces es como una ’prima’ del factor £.
Ahora vamos a ver el rendimiento esperado de ese activo j:

K
=Y Bz
=1

Se puede ver como una extension del CAPM de Sharpe para multifactores. Esto lo acabamos
de demostrar sin riesgo idiosincratico; no hubo que asumir preferencias de media y varianza, por lo
cual es una demostracion fuerte.

22.2 Demostracion con riesgo idiosincratico

Hay que definir el concepto de arbitraje asintético. Estamos en una economia grande con N activos
donde N — oo. Para que haya arbitraje asint6tico se deben cumplir las siguientes condiciones.
w1
w2
e Hay una inversién en activos riesgosos en la cartera w" € RN =
Wy
o Zlle wljy = 0 es decir, que es una cartera autofinanciada
. ZIJLI wy rj > d > 0 siempre va a tener rendimientos positivos
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o« YV, 21}’:1 w;iw;0;; — 0y en notacién de matrices dice que [w"]'V{w"] — 0. Esto quiere
decir que el riesgo de esta cartera va despareciendo. Es muy parecido al concepto de un
arbitraje tipo 2 como el que hicimos anteriormente.

Ross lo que dice es que los rendimientos en exceso van a estar debajo de un cierto limite:

K
i = Y Binzxl <L,
k=1

Esto lo que estd diciendo es que con riesgo idiosincrético va a ser aproximadamente cierto, y si
fuera mas de eso, habria arbitraje asintético.

@ | Entonces L; es el limite a la desviacion.

Vamos a ver los supuestos detrds de esto:

1. El valor esperado del riesgo idiosincrético E [£J2] = Gj2 < 02 < o. Que tenga una varianza
finita

2. —wbl:/,/(::) = RRA(w) < R < +oo la aversion relativa al riesgo debe ser finita, lo cual excluye
a las utilidades CARA, las cuales tenian la aversion al riesgo absoluta constante, pero la
relativa se puede ir a infinito conforme me vuelvo maés rico.
Esto es asi, porque suponga que si hay arbitraje asintdtico. Entonces la varianza de la cartera
va tendiendo a 0 62 — 0 conforme N va hacia infinitoN — co. Si tuviera una RRA — o no se
tomaria ese riesgo asintético, porque me afecta porque conforme tengo mas dinero me vuelvo
mas averso al riesgo relativamente, entonces no me atraveria a hacer el arbitraje asintético.

3. Va a haber al menos un activo con responsabilidad limitada. El concepto de responsabilidad
limitada en una inversion significa que lo mas que yo puedo perder es lo que yo inverti.

Ross demuestra que:

L=RexpdR- U\ o2 Vi
j = IXeXp N Gj N

donde V; es la capitalizacién de mercado de la empresa j y N es el niimero de activos y R es la
RRA méaximay sz es la varianza de los rendimientos.

Conforme N — oo este limite se va haciendo muy pequefio. Existen otros limites posibles pero
este es el mas facil de explicar y Ross dice que el limite van a ser limites muy pequefos.

22.3 Implementacion empirica

Hay un articulo de 1981 de Chen, Roll y Ross donde calculan los factores macroecondémicos.

0y incluye factores como el mercado, la inflacidn, el crecimiento del PIB, etc., y encontraron
que las empresas tienen sensibilidades distintas a estos factores e intentan encontrar un coste de
capital en base a esto. Esto fue la primera implementacion pero no se usa mucho.

Luego Fama y French en 1992 y 1993 encuentran que para la muestra de 1965-1990 hay una
relacion negativa entre z; y 3; entonces dijeron que el CAPM estaba muerto y no servia para nada.
Entonces lo que hacen es un modelo multifactor. Hay un articulo de Carhart de 1997 donde se
consideran 4 factores z.

Estos factores tienen que cumplir:

e Su media tiene que ser mayor que 0 z; > 0 (estadisticamente significativa mayor que 0).

Tiene que ser un factor significativo.

Encontraron cuatro factores z; significativos empiricos. Es decir que los encontraron que dieron
un rendimiento positivo y fueron criticados porque no tenfan una teoria para esos factores.

Vamos a ver los factores que ellos calcularon:
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1. Factor de mercado Z,, = 7, — ry. Este sale por el CAPM, y aunque ellos dicen que el CAPM
estaba muerto, lo siguen usando porque hay teoria detras.

2. Factor de tamafio Z; = 7; — 1. Se le conoce como SMB (small minus big). Es una cartera
autofinanciada. La idea de esta carta es comprar las empresas mas pequefias 7; y vender al
descubierto las empresas grandes 7. Ellos encuentran que controlando por riesgo y otros
factores, a las empresas pequeias les va mejor que a las empresas grandes. Este es el primer
factor empirico.

3. Factor de valor Z, = 7y — 7. Se le conoce como HHL. Las carteras high tienen alto %
(y por ende una q de Tobin baja) y las empresas low tienen bajo % (y por ende una q de

Tobin alta). Este es el segundo factor empirico.

@ | Recuerde que q de Tobin = %, por lo cual, el HHL es decir que tienen una q de

Tobin baja (high) son value stocks (por ejemplo Walmart). Una empresa con una q de
Tobin alta (low) son growth stocks (por ejemplo Amazon).

4. Factor de momento: Z,,, = 7y — 7. Aqui se compran carteras r,, y se venden al descubierto
una cartera ¢. 7, son aproximadamente el 30% de empresas ’ganadoras’ del pasado reciente
y 7 son el 30% de empresas 'perdedoras’ del pasado reciente.

@ | Carhart se dio cuenta que los fondos activamente manejados que eran los mejores,
continuamente le ganaban a los peores fondos y tenia que ver con estas estrategias.
Para que haya momento tendria que ser que no se cumpla la hipdtesis de la caminata
aleatoria: porque esta teorfa sostiene que no hay relacion entre los rendimientos del
pasado y los de hoy — pero aqui deberia haber correlacién positiva para que se cumpla
el factor de momento.

Ahora vamos a proceder con calcular estos factores.

Ejemplo 22.1 — McDonald’s con datos de 2010-2015. 1. Lo primero que se hace es
correr una regresion multivariada del rendimiento en exceso de McDonald’s (el rendimiento
en la tasa libre de riesgo) z;:

Zjr = 0+ ﬁjmzmt + ﬁjszst + ﬁjv + 2z + ﬁjmamzmomt +Ejr

@ | Cuando uno calcula un rendimiento, por ejemplo r;; = 0.025 pero en la pagina de
Fama y French puede venir r,,, = 2.5 entonces es importante que la base sea igual
para todos.

o Por ejemplo, suponga que se tiene el ¢- estadistico:
Factor m $ v mom

t —estadstico |2.5 1.8 0.2 1.0

Aqui dado que el criterio es el t-estadistico, al 95%, se compara con 1.96. Podemos
ver que solo el mercado es significativo. Entonces una opcién seria quitar al menor
valor, o sea el valor. Y ahora se vuelve a estimar la regresion sin el valor:

Factor m K % mom
t —estadstico |2.5 1.8 0.2 1.0
2.7 2.0 1.5

Entonces esta vez no es significativo el factor de momento y se puede eliminar este.
Luego, si en una tercera se obtuvieran 2.7 y 2.3, ahf no se quita ninguno y se corre
la regresion con esas variables.
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2. Se calcula el costo de capital usando la férmula del APT:

Zj= ﬁjmzm +Bjszs

En buena teoria, z,,,z; deberian ’ver’ hacia el futuro, pero esto es dificil. En mercados
completos, vimos que z,, =~ Y>6? era la volatilidad implicita que ve hacia el futuro.
Algo que si no se puede hacer esa usar z,, ni Z; del 2010-2015 — esto es asi porque puede
ser que estos datos sean poco representativos y ademads se quiere ver hacia el frente.
Entonces se usan los datos representativos. En el caso de la base de Fama & French eso
es desde 1927 al presente y con esa serie ya calcular todos los factores z,,, Zs, Zys Zmom- Ya
estos datos si serfan representativos porque estos datos contemplan una depresion, guerras,
etc.

Ejercicio 22.1 — Preguntas del dia. Pregunias:

;Qué es lo que encuentra el test Black-Jensen-Scholes? — Llegan a que no aceptan ni
el CAPM de Sharpe ni de Black. Explican la linealidad de los 8 con los a. Para esto
agarraban las empresas, calculaban los 3 y los ordenaban de mayor a menor en deciles y
con esto sacaban « en la regresion.

. /Qué dice la critica de Roll? — Dice que los proxy de mercado que se usan para los tests

empiricos del CAPM estan erréneos y deberfan incluir bienes raices, etc.
Si se rechaza el CAPM, es posible que el proxy de mercado sea incorrecto.

. Hable del test GRS. — Lo que se hace es comparar las razones de Sharpe la cartera de

mercado y la cartera ex-post eficiente. Es un test J.
;Y ese test J qué tiene que darme? — Siempre tiene que dar positivo.

. /Qué se sabe sobre el poder del test GRS? — No es muy buen poder porque es de bajo

poder.
Y qué es eso del poder? — El poder de un test se refiere a no caer en un error tipo IL.

. ¢ Qué se sabe de la covarianza del factor estocdstico de descuento y un activo riesgoso

comin y corriente? — Normalmente es negativa.

. Hable acerca del factor HML. — Este es el factor que usan Fama-French-Carhart para la

prueba del APT. HML son las que se relacionan con las Q de Tobin: Aigh son las empresas
con g bajo porque son empresas de valor. Hay dos carteras, la high'y low.
¢ Empiricamente qué piensa la gente de ese factor? — Que es positivo por lo general.

. Hable del factor de momento. — Dice qué tanto se ven afectados los rendimientos futuros

con el pasado. Si no es significativo se dice que no afecta del todo.
JAlgo mds? — Se compra una cartera con el 30% de rendimiento més alto y se hace un
short del 30% con el rendimiento mds bajo.

@ | Ademds va en contra de la idea de la caminata aleatoria. En el factor HML también
hay un riesgo de que la empresa esté sobrevalorada (las empresas con q de Tobin
muy alta pueden ser una burbuja).

En momentum se va encontra de la caminata aleatoria; no toda la informacién
disponible ha impactado sobre el precio y por eso puede seguir creciendo. Aqui es
lo de los ganadores y perdedores.
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