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enorme mayoŕıa de los ejercicios de estos apuntes provienen de este material, aśı que cualquier duda
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Bajo los siguientes términos:
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Sin Derivadas — Si remezcla, transforma o crea a partir del material, no podrá distribuir el material
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31.2.4 Función cúbica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384

31.3 Factorización de polinomios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385
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Ejemplo 2: Una transformación monótona útil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
Ejemplo 3: Niveles de utilidad para bienes complementarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
Ejemplo 4: Función cuasilineal en n bienes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
Ejemplo 5: Función cuasilineal en dos variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
Ejemplo 6: Función de utilidad indirecta: caso Cobb-Douglas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Ejemplo 7: Variación compensada a la Slutsky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
Ejemplo 8: Variación equivalente a la Slutsky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
Ejemplo 9: Variación equivalente a la Hicks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
Ejemplo 10: Elasticidad de la función de utilidad Cobb-Douglas con dos bienes . . . . . . . . . . . . . 102
Ejemplo 11: Elasticidades precio de una función de utilidad Cobb-Douglas . . . . . . . . . . . . . . . . 110
Ejemplo 12: Cumplimiento de la ecuación de Slutsky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
Ejemplo 13: Cobb-Douglas n-bienes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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Ejercicio 67: Teoŕıa del productor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
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La teoŕıa del consumidor está asentada sobre dos grandes bloques teóricos: la teoŕıa de las preferencias
y la teoŕıa de la utilidad.
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Caṕıtulo 1

Preferencias

1.1. Preferencias y elección

El punto inicial para estudiar el problema de la decisión de los individuos es considerar una conjunto de
posibilidades (mutuamente exluyentes entre śı) alternativas a partir de las cuales el individuo puede escoger1.
Llámesele a este conjunto X. Actualmente, existen dos principales aproximaciones para estudiar el problema
de la decisión de los individuos:

Un abordaje mediante la imposición de axiomas en las preferencias de la persona y partir de dichos
axiomas considerar cuáles son las consecuencias que se derivan a partir de ese conjunto axiomas para
la toma de decisiones de las personas. Este primer acercamiento al tema de la decisión individual es la
manera más tradicional de estudiar el problema.

El segundo abordaje consiste en tratar el comportamiento de las decisiones del individuo como un
elemento primitivo y a partir de dicha primitiva se proceden a hacer asunciones. Dichas asunciones o
supuestos se conocen bajo el nombre de: axioma débil de las preferencias reveladas y axioma fuerte de
las preferencias reveladas.

1.1.1. Primer abordaje: Relación de preferencias

En este primer enfoque, los objetivos de la persona se resumen en una relación de preferencias, la cual
se denota por ≿. Una relación de preferencias ≿ es una relación binaria en el conjunto de alternativas X,
permitiendo la comparación de alternativas x, y ∈ X. La expresión x ≿ y se lee ”x es al menos tan preferido
como y”. A partir de ≿, se pueden extraer otras dos importantes relaciones sobre X:

1. La relación de preferencia estricta ≻, definida por:

x ≻ y ⇔ x ≿ y pero no y ≿ x

y se lee ”x es preferido a y”.

2. La relación de indiferencia ≿, definida por

x ∼ y ⇔ x ≿ y además y ≿ x

Uno de los supuestos más importantes en la teoŕıa microeconómica es que las preferencias de las personas son
racionales. La hipótesis de la racionalidad está representada en dos supuestos básicos acerca de la relación
de preferencia ≿: completitud y transitividad.

Definición 1 [Racionalidad de las preferencias]. Una relación de preferencias ≿ se dice racional si posee las
siguientes propiedades:

Completitud: ∀x, y ∈ X, se tiene que x ≿ y o y ≿ x o ambas.

Transitividad: ∀x, y ∈ X, se tiene que, si x ≿ y y y ≿ z, entonces x ≿ z.

1Véase Mas Colell et al., 1995y Jehle y Remy, 2000
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Asumir que la relación de preferencias es completa indica que la persona tiene bien definida su preferencia
entre dos posibles alternativas. Este axioma indica que la persona ya ha llevado a cabo un proceso de definir
claramente sus preferencias de manera ordenada, de tal manera que siempre ante un par de alterantivas,
siempre sepa cuál alternativa es la que más le conviene. De esta manera, ante cualquier conjunto de posibles
alternativas, la persona únicamente tomaŕıa decisiones ya premeditadas.

Por otro lado, el axioma de la transitividad implica que es imposible presentarle a la persona una secuencia
de pares de alternativas en las que sus preferencias se contradigan.

Este par de axiomas son sustanciales, sin los cuales no se podŕıa sostener importantes porciones de la
teoŕıa económica.

Si entonces la relación de preferencias ≿ es racional, entonces se tiene que:

Proposición 1. ≿ es tanto irreflexiva (x ≿ x nunca se sostiene) y reflexiva (si x ≿ y y y ≿ z, entonces x ≿ z).

Demostración. Por el axioma de completitud, x ≿ x ∀x ∈ X. De ah́ı que �∃x ∈ X tal que x ≻ x. Suponga
que x ≻ y y y ≻ z, entonces tiene que ser que: x ≻ y ≿ z. Se tiene entonces que x ≻ z y por ende ≻ es
transitiva. (Ver demostración de la tercera propiedad).

Proposición 2. ∼ es reflexiva (x ∼ x ∀x), transitiva (si x ∼ y y y ∼ z, entonces x ∼ z) y simétrica (si x ∼ y,
entonces y ∼ x).

Demostración. Dado que x ≿ x ∀x ∈ X, entonces x ∼ x ∀x ∈ X también. Por ende ∼ también es
reflixiva. Suponga que x ∼ y y y ∼ z. Entonces, x ≿ y, y ≿ z, y ≿ x y z ≿ y. Por transitividad, esto implica
que x ≿ z y aśı z ≿ x. Por tanto x ∼ z y por ende ∼ es transitiva. Suponga que x ∼ y y aśı x ≿ y y y ≿ x.
Por ende y ≿ x y x ≿ y y aśı y ∼ x. Por tanto ∼ es simétrica.

Proposición 3. Si x ≻ y ≿ z, entonces x ≻ z.

Demostración. Dado que y ≻ z implica y ≿ z, la transitividad implica que x ≿ z. Suponga que z ≿ x. Dado
que y ≿ z, la transitividad implicaŕıa que y ≿ x, pero esto contradeciŕıa el hecho de que x ≻ y, y por tanto
no se puede tener que z ≿ x, y por ende tiene que ser que x ≻ z.

1.1.2. Segundo abordaje: Reglas de la elección

En este segundo abordaje, el comportamiento de las decisiones es el principal objeto de la teoŕıa del
consumidor. Dicho comportamiento es representado mediante una estructura de elecciones. Una estructura
de elecciones (B, C(·)) consiste de dos elementos:

B es una familia de conjuntos no vaćıos de X. Esto significa que cada elemento de B es un conjunto
B ⊂ X. A cada elemento B ∈ B se le llama un conjunto presupuestario. Los distintos conjuntos
presupuestarios en B son una lista exhaustiva de todas las posibles elecciones concebibles que puede
tomar el agente.

C(·) es una regla de elección, es decir, una correspondencia o relación que asigna un conjunto no vaćıo
de elementos C(B) ⊂ B para cada conjunto presupuestario B ∈ B. Cuando C(B) contiene un único
elemento, ese elemento es la elección del individuo de entre todas las alternativas en B. Si C(B) contiene
más de un elemento, cada uno de esos elementos en C(B) representa las posibles alternativas que el
agente puede elegir.

Al utilizar este abordaje, es menester imponer restricciones razonables sobre el comportamiento decisional
del agente. Una de estas restricciones se conoce como el axioma débil de las preferencias reveladas.
La idea es que mediante estas restricciones, las decisiones tomadas por el agente denoten un cierto grado de
consistencia en sus elecciones.

Definición 2. Axioma débil de las preferencias reveladas La estructura de elecciones (B, C(·)) satisface el
axioma débil de las preferencias reveladas si se sostiene que, para algún B ∈ B, con x, y ∈ B, se tiene que
x ∈ C(B), entonces para cada B′ ∈ B con x, y ∈ B′ y y ∈ C(B′), también se debe tener que x ∈ C(B′).

Lo que dice el axioma débil es que, si se escoge x dado que y esté disponible como elección, no
puede haber otro conjunto presupuestario en donde, estando nuevamente disponibles x y y, se
escoja y por encima de x.



Caṕıtulo 2

Utilidad

2.1. Función de utilidad

Definición 3 [Función de utilidad ]. Def́ınase una función de utilidad como una función de valor real u :
Rn+ → R que representa la relación de preferencias ≿, si ∀x0, x1 ∈ Rn+, u(x0) ≥ u(x1) ⇔ x0 ≿ x1.

Una función de utilidad es una manera conveniente de resumir información contenida en las relaciones de
preferencias del consumidor. En particular, el uso de las funciones de utilidad representa una ventaja para
poder emplear herramientas matemáticas como el uso del cálculo.
Se considera que las relaciones de preferencias vistas anteriormente, son la manera más primitiva de repre-
sentar las preferencias del consumidor, y la función de utilidad es simplemente una representación o resumen
de la información transmitida por la relación de preferencia.
A continuación, una definición más formal sobre las funciones de preferencia:

Proposición 4. Considere una relación de preferencias racional ≿. Si u(x) = u(y) implica x ∼ y y si u(x) >
u(y) implica que x ≻ y y entonces u(·) es una función de utilidad que representa ≿.

Demostración. Suponga que u(x) = u(y) ⇒ x ∼ y y u(x) > u(y) ⇒ x ≻ y. Luego, suponga que x ∼ y. Si
x ≻ y y además es el caso que y ≻ x, pues entonces esto implica que x ∼ y, y por lo tanto u(x) = u(y). Pero,
si x ≻ y pero y ̸ ≻x, entonces esto implica que u(x) ≥ u(y).

Proposición 5. Si X es finito y ≿ es una relación de preferencias racional en X, entonces existe una función
u : X → R.

Demostración.

2.2. Utilidad como una noción ordinal

Dado que una función de utilidad revela información sobre el ordenamiento de las preferencias de un
consumidor, es que entonces se dice que la utilidad es una noción meramente ordinal. Esto quiere decir que
la información más valiosa que revela una función de utilidad es cómo ordena distintos conjuntos de consumo.

Por ejemplo, suponga una canasta de consumo (x1, y1) que se llama canasta 1 y otra (x2, y2) que se llama
canasta 2. Aśı, suponga que un agente prefiere estrictamente la canasta 1 a la 2, lo cual quiere decir que
(x1, y1) ≻ (x2, y2).

Si este ese el caso, debe ser entonces el caso de que, la utilidad que genere consumir la primer canasta,
sea superior a la utilidad que genera consumir la segunda canasta, por lo que entonces u(x1, y1) > u(x2, y2).

Ahora, recuerde que una función de utilidad es una función de valor real u : Rn+ → R que representa la
relación de preferencias ≿, si ∀x0, x1 ∈ Rn+, u(x0) ≥ u(x1) ⇔ x0 ≿ x1. Entonces, volviendo al ejemplo de
dos canastas 1 y 2, entonces que (x1, y1) ≻ (x2, y2) implica que, la función de utilidad que representa dichas
preferencias u = f(x, y) entonces cumple que f(x1, y1) > f(x2, y2).

Esto quiere decir que, si se ubicaran las canastas en un espacio geográfico, como un plano cartesiano, la
canasta 1 estará más alta que la canasta 2, pues la primera tiene asociado un mayor nivel de utilidad que la
segunda. Aśı pues:
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y

x

x1
x2

u

y1

y2

(x1, y1)

(x2, y2)

u1

u2

Lo cual es lo mismo que cuando en dos dimensiones se comparaban dos x’s y se véıa cuál teńıa una mayor
y. Ahora, la variable dependiente es la utilidad, y por eso se dice u = f(X⃗), lo cual es una generalización:

u es una función de utilidad que depende de un vector de bienes


x1
x2
...
xn

, donde el caso más general seŕıan n

bienes y el caso más básico graficable seŕıa que la utilidad depende de dos bienes, de forma que la función
seŕıa simplemente u = f(x, y) o equivalentemente u = f(x1, x2).

Nota 1. Pasar a una generalización de n bienes implica perder la posibilidad de ver una representación gráfica
de la situación, aśı como un mayor nivel de abstracción matemática.

2.3. Restricción de presupuestaria

2.3.1. Caso de n bienes

Def́ınase una restricción presupuestaria para n bienes como una inecuación de la forma:

m ≥
n∑
i=1

pixi (2.1)

En donde se tiene un vector de bienes x⃗ = [x1, x2, ...xn] con n entradas y cada uno de los xi bienes tiene un
respectivo precio pi. Observe que la restricción presupuestaria no es más que la suma de los precios de los
bienes multiplicados por las respectivas cantidades consumidas de cada bien.
Sea m el ingreso del consumidor, entonces este ingreso debe ser mayor, o como mı́nimo, igual al gasto total
en bienes del consumidor. Note que la restricción presupuestaria no más que una inecuación entre el ingreso
y el gasto.
Por medio del teorema de Karush-Kuhn-Tucker, esta restricción presupuestaria en casi la totalidad de casos
pasa a ser una ecuación, de manera que será más común toparse con una restricción presupuestaria de la
forma:

m =

n∑
i=1

pixi (2.2)

Cuando la restricción presupuestaria se cumple con igualdad, se tiene que el consumidor gasta todas sus
unidades de ingreso en consumo, lo cual es una idea muy importante que será recurrente a lo largo de la
economı́a.

2.3.2. Caso de dos bienes

Derivación general 1 [Restricción presupuestaria con dos bienes]. Asumiendo que la restricción presupues-
taria se cumplirá con igualdad en casi la totalidad de los casos, def́ınase una restricción presupuestaria para
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:
RP3D

:
RP2D

2 bienes (x,y) como una ecuación de la forma:

m = pxx+ pyy (2.3)

En donde m, px, py son valores constantes exógenos que representan el ingreso, el precio de x y el precio de
y respectivamente.
Note que al ser m, px, py valores constantes, se tiene una función lineal con una sola variable independiente,
de manera que esta ecuación se puede representar con una función lineal de la forma y = mx+ b.
Observe que:

m = pxx+ pyy

Dicha ecuación se puede despejar en términos de y:

Nota 2. La idea es derivar una expresión de la forma y = f(·), para aśı poder tener una función de y en
función de x y poder graficarla como las funciones de toda la vida.

m− pxx =pyy

m− pxx

py
=y

m

py
− px
py
x = y

Observe que la restricción presupuestaria, despejada en términos de y, es una función lineal con pendiente
negativa de la forma −px

py
. Es decir, que en una función de 2 bienes, la restricción presupuestaria se puede

ver como una función lineal cuya pendiente es la relación entre los precios de los productos x y y.
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Caṕıtulo 3

Maximización de utilidad sujeto a
una restricción presupuestaria

Los problemas de maximización de utilidad sujetos a una restricción presupuestaria pueden ser resueltos
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange si las curvas de indiferencias son convexas y hay
solución interna. Adicionalmente, también se puede utilizar el metodo de Karush-Kuhn-Tucker para resolver
estos problemas de forma más general.

3.1. Caso de n bienes

Derivación general 2 [Karush-Kuhn-Tucker para maximizar una función de utilidad: soluciones internas y

de esquina]. Suponga un consumidor que presenta una función de utilidad de la forma: u(X⃗), la cual se

desea maximizar dada una cierta restricción presupuestaria de la forma m ≥
n∑
i=1

pixi, entonces, se tiene el

siguiente problema que describe la maximización de su utilidad:

máx
x1,x2,...,xn

u(X⃗)

sujeto a m ≥
n∑
i=1

pixi

De esta forma, se puede plantear el siguiente lagrangeano para resolver el problema de maximización.

L : u(x1, x2, ..., xn) + λ(m−
n∑
i=1

pixi)

O, análogamente también se puede plantear de la siguiente manera:

L : u(x1, x2, ..., xn)− λ(

n∑
i=1

pixi −m)

En adelante, se va a trabajar con la primera versión del lagrangiano recién presentado. Por el teorema
de Karush-Kuhn-Tucker debe cumplirse:
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∂L
∂x1

≤ 0 ⇒ ∂u(x⃗)

∂x1
− λp1 ≤ 0 x1

[
∂u(x⃗)

∂x1
− λp1

]
= 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒ ∂u(x⃗)

∂x2
− λp2 ≤ 0 x2

[
∂u(x⃗)

∂x2
− λp2

]
= 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒ ∂u(x⃗)

∂xn
− λpn ≤ 0 xn

[
∂u(x⃗)

∂xn
− λpn

]
= 0

∂L
∂λ

≥ 0 ⇒ m−
n∑
i=1

pixi ≥ 0 λ

[
m−

n∑
i=1

pixi

]
= 0

Dos preguntas importantes:

¿Gastará todo su ingreso? → suponga que no. De esta manera m−
n∑
i=1

pixi ≥ 0, lo cual, por la última

condición de holgura complementaria que λ = 0, por lo que debe ser cierto que:

λ = 0 ⇒


UMgx1 ≤ 0

UMgx2 ≤ 0
...

UMgxn
≤ 0

(3.1)

Pero si hay al menos una mercanćıa con utilidad marginal positiva (un bien) habŕıa una contradicción.
Es decir, que cuando el individuo desea unidades (monotońıa) entonces debe ser que λ > 0 ∧ m =
n∑
i=1

pixi.

¿Solución de esquina?→ considere un xj cualquiera, debe cumplir ∂u(X⃗)
∂xj

≤ 0. Ahora suponga ĺımxj→0
∂u(X⃗)
∂xj

=

∞ pero si → ∂u(X⃗)
∂xj

|xj=0 − pj ≤ 0 y se generaŕıa una contradicción.

Aśı entonces el consumo de una unidad marginal se aprecia inmensamente y es consumida por un actor

económico. Aśı xj > 0 ∧ ∂u(X⃗)
∂xj

− pj = 0. Note que si todas las mercanćıas (que el individuo considera)

satisfacen estas propiedades, las condiciones de primer orden se reducen a:

∂u(X⃗)

∂x1
= λp1

∂u(X⃗)

∂x2
= λp2

...

∂u(X⃗)

∂xn
= λpn

m =

n∑
i=1

pixi

Entonces, siguiendo el argumento del arbitraje, debe ser que para dos mercanćıas cualesquiera j, k, debe
cumplirse que:

∂u(x⃗)
∂xj

pj
= λ ∧

∂u(x⃗)
∂xk

pk
= λ
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Y dado que λ = λ entonces se tiene que:
∂u(x⃗)
∂xj

pj
=

∂u(x⃗)
∂xk

pk

Se llega a la condición de optimalidad de que:

⇒
∂u(x⃗)
∂xj

∂u(x⃗)
∂xk

=
pj
pk

λ se puede interpretar como el monto en que L aumentaŕıa si la restricción presupuestaria se relajara en
una unidad, es decir, si aumentara el ingreso en una unidad. En otras palabras, es la utilidad marginal del
ingreso; es lo que se llama un precio sombra, o sea, la utilidad marginal ”perdida.asociada a la restricción
interpuesta.

Esto quiere decir que de no estar la restricción interpuesta, bajo condiciones normales (por monotońıa) el
agente económico querŕıa consumir más, sin embargo, con motivo de la restricción interpuesta en el ingreso,
debe conformarse con una cierta cantidad consumida, y se están dejando de consumir unidades que, de no
ser por la restricción, se consumiŕıan.

La solución a estos problemas de maximización se llaman funciones marshallianas de demanda.
Estas funciones se caracterizan porque dependen de los precios de todos los bienes de la función
de utilidad y del ingreso. λ se puede interpretar como el monto en que L aumentaŕıa si la restricción
presupuestaria se relajara en una unidad, es decir, si aumentara el ingreso en una unidad. En otras pala-
bras, es la utilidad marginal del ingreso; es lo que se llama un precio sombra, o sea, la utilidad marginal
”perdida.asociada a la restricción interpuesta.

Esto quiere decir que de no estar la restricción interpuesta, bajo condiciones normales (por monotońıa) el
agente económico querŕıa consumir más, sin embargo, con motivo de la restricción interpuesta en el ingreso,
debe conformarse con una cierta cantidad consumida, y se están dejando de consumir unidades que, de no
ser por la restricción, se consumiŕıan.

Ejemplo 1 [Función de Elasticidad de Sustitución Constante (CES)]. Suponga un vector de n bienes de

la forma: X⃗ = [x1, x2, ..., xn]. Una función de utilidad de la forma de elasticidad de sustitución constante
dependiente de n bienes tiene la siguiente forma:

u(x⃗) =

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ

Originalmente, la función CES fue concebida como una función de producción 1 ante las limitaciones oca-
sionadas por trabajar con funciones de tipo Cobb-Douglas y de complementos. En su forma original esta
función fue planteada de la forma:

V = γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]−
1
ρ (3.2)

En donde:

γ es un parámetro (neutral) de eficiencia

ρ es el parámetro de sustitución

δ es el parámetro de distribución

Problema del consumidor:

maxx1,x2,...,xn
u(x⃗) =

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ

sujeto a m ≥
n∑
i=1

pixi ∧ ρ ≥ 1, ρ ̸= ∞

L =

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ

+ λ

(
m−

n∑
i=1

pixi

)
1Arrow y Debreu, 1954
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∂L
∂x1

≤ 0 ⇒ −1

ρ

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ −1

·−ραjxρ−1
j −λp1 ≤ 0 x1

[
−1

ρ
(

n∑
i=1

αix
−ρ
i )

−1
ρ −1 · −ραjxρ−1

j − λp1

]
= 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒ −1

ρ

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ −1

·−ρα2x
ρ−1
2 −λp2 ≤ 0 x2

[
−1

ρ
(

n∑
i=1

α2x
−ρ
2 )

−1
ρ −1 · −ρα2x

ρ−1
2 − λp2

]
= 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒ −1

ρ

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ −1

·−ραnxρ−1
n −λpn ≤ 0 xn

[
−1

ρ
(

n∑
i=1

αix
−ρ
i )

−1
ρ −1 · −ραnxρ−1

n − λpn

]
= 0

Note que:

∂L
∂x1

≡
[
∂u(x⃗)

∂x1
− λp1

]
≡ [UMgx1

− λp1]

∂L
∂λ

≤ 0 ⇒ m−
n∑
i=1

pixi ≤ 0 λ

[
m−

n∑
i=1

pixi

]
= 0

Caso 1: λ = 0

λ = 0 ⇒


UMgx1 ≤ 0

UMgx2 ≤ 0
...

UMgxn
≤ 0

(3.3)

⇒ Siλ = 0 las utilidades marginales de todas las n mercanćıas seŕıan ≤ 0.
Esto querŕıa decir, contrario sensu, que ningún bien tendŕıa utilidad marginal positiva, es decir, ninguna

de las n entradas del vector de productos x⃗, seŕıa un bien. Sin embargo, note lo siguiente.
Suponga que tomamos un bien cualquiera, digamos j, de los n bienes que conforman el vector de productor
x⃗, y suponga que queremos ver cómo cambia la utilidad u, ante una variación en el consumo del bien j, es
decir, quisiéramos ver su utilidad marginal:

UMgxj
≡ ∂u(x⃗)

∂xxj

∂u

∂xj
=

−1

ρ

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ −1

· −ραjx−ρ−1
j

∂u (x⃗)

xj
= �ραjx

−ρ−1
j

�ρ

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ −1

∂u (x⃗)

xj
=

αj

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ −1

xρ+1
j

Habiendo obtenido cuál es la utilidad marginal con respecto al bien j, suponga que quisiéramos oberservar
cómo se comporta esa utilidad marginal cuando el bien xj tiende a cero, es decir, cuando no se tiene nada
del bien xj y se va a aproximar a empezar a tener un poco de ese bien, entonces planteamos el siguiente
ĺımite:

ĺım
xj→0

∂u (x⃗)

xj
=

αj

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ −1

xρ+1
j

(3.4)



3.1. CASO DE N BIENES 27

Es decir:

ĺım
xj→0

∂u (x⃗)

xj
= ∞

Es decir, que cuando el consumo de xj es nulo, y se va a consumir la primera unidad de ese bien, la
utilidad marginal ”se dispara.a infinito. Esto quiere decir que la primera unidad consumida del bien xj es
valorada infińıtamente y vale much́ısimo.

Esto entonces entraŕıa en contradicción con el supuesto de que ∂u(x⃗)
∂xj

≤ 0, de manera que no se podŕıa

sostener que xj , y con ello todas las n entradas del vector x⃗, deben ser bienes y con ello tener utilidades
marginales positivas.

Aún más, siguiendo el supuesto de que las preferencias han de ser monótonas, es decir que ”más siempre
es mejor”, esto en términos de utilidad se traduce a que, entre más se consuma de algún bien o de todos los
bienes, necesariamente la utilidad total ha de aumentar respectivamente.

Esto se puede percibir de manera incluso aún más intuitiva observando que la función de utilidad tiene
la forma de una sumatoria, lo cual se puede interpretar como que mientras más consuma de cada uno o al
menos de un solo de los bienes x⃗, mayor deberá ser la utilidad total.

Entonces

ĺım
xj→0

∂u (x⃗)

xj
= ∞ ⇒



∂u(X⃗)
x⃗1

= p1
∂u(X⃗)
x⃗2

= p2
...
∂u(X⃗)
x⃗n

= pn

Y por tanto, para dos bienes cualesquiera se puede establecer la condición de optimalidad:

TMSSj,k = TMSMj,k ⇒

αj

�
���

���
��(

n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1−ρ
ρ

xρ+1
j

αk

���
���

��
n∑
i=1

αix
−ρ
i


−1−ρ

ρ

xρ+1
k

=
pj
pk

⇒ αj
αk

(
xk
xj

)1+ρ

=
pj
pk

⇒
(
xk
xj

)1+ρ

=
pj
pk

αk
αj

⇒ xk
xj

=

(
αkpj
αjpk

) 1
1+ρ

⇒ xk =

(
αkpj
αjpk

) 1
1+ρ

xj

Ahora, habiendo caracterizado a xk en el óptimo, se procede a evaluar en la restricción presupuestaria:

m =

n∑
k=1

pkxk ⇒ m =

n∑
k=1

pk

((
αkpj
αjpk

) 1
1+ρ

xj

)

⇒ m = xj

(
pj
αj

) 1
1+ρ

n∑
k=1

pk

(
αk
pk

) 1
1+ρ

⇒ m = xj

(
pj
αj

) 1
1+ρ

n∑
k=1

α
1

1+ρ

k p
ρ

1+ρ

k

∴ xMj =
m(

pj
αj

) 1
1+ρ

n∑
k=1

α
1

1+ρ

k p
ρ

1+ρ

k

A partir de cambiar los valores para ρ en la demanda marshalliana de un bien para una función de
utilidad de elasticidad de sustitución constante (CES), se obtienen distintos casos:

ρ = 0 → Cobb-Douglas

• Demostración. Tómese la función CES como fue concebida originalmente:

u = γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]
−1
ρ
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Aplicando logaritmos a ambos lados se obtiene que:

lnu = ln γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]
−1
ρ

Recuerde que: log ab = b · log a, entonces:

lnu =
ln−γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]

ρ

Ahora evalúase en el ĺımite cuando ρ→ 0

ĺım
ρ→0

lnu = ĺım
ρ→0

ln−γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]

ρ

lnu =
ln−γ[δK0 + (1− δ)L0]

0

lnu =
ln 1

0

lnu =
0

0

Es decir que evaluar el ĺımite cuando ρ→ 0 genera una forma indeterminada 0
0 , lo cual puede ser

resuelto mediante la aplicación de la regla de L’Hôpital:

ĺım
ρ→0

ln−γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]

ρ

Entonces:

f(ρ) = ln−γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]

⇒f ′(ρ) =
1

−γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]
· γ[−δK−ρ lnK − (1− δ)L−ρ lnL]

f ′(ρ) =
−�γ[δK

−ρ lnK + (1− δ)L−ρ]

��−γ[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]
⇒ f ′(ρ) =

δK−ρ lnK + (1− δ)L−ρ lnL]

[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]

g(ρ) = ρ⇒ g′(ρ) = 1

Entonces, aplicando la regla de L’Hôpital:

lnu = ĺım
ρ→0

δK−ρ lnK+(1−δ)L−ρ lnL]
[δK−ρ+(1−δ)L−ρ]

1
⇒ lnu =

δK0 lnK + (1− δ)L0 lnL]

[δK0 + (1− δ)L0]

⇒ lnu =
δ lnK + (1− δ) lnL

δ + 1− δ
⇒ lnu = δ lnK + (1− δ) lnL

⇒ lnu = lnKδ + lnL1−δ

⇒ lnu = lnKδ · L1−δ

⇒ elnu =elnK
δ·L1−δ

∴ u = Kδ · L1−δ

•

•

ρ = ∞ → Complementos perfectos

ρ = −1 → Sustitutos perfectos
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3.2. Caso de dos bienes

Derivación general 3 [Multiplicadores de Lagrange para una función de utilidad de dos bienes]. Suponga un
consumidor que presenta una función de utilidad de la forma: u(x, y), la cual se desea maximizar dada una
cierta restricción presupuestaria de la forma m = pxx + pyy, entonces, se tiene el siguiente problema que
describe la maximización de su utilidad:

máx
x,y

u(x, y)

s.a. m = pxx+ pyy (3.5)

De esta forma, se puede plantear el siguiente lagrangeano para resolver el problema de maximización.

L : u(x, y) + λ(m− pxx− pyy)

O, análogamente también se puede plantear de la siguiente manera:

L : u(x, y)− λ(pxx+ pyy −m)

En adelante, se va a trabajar con la primera versión del lagrangiano recién presentado. Ahora, dado el lagran-
giano que representa el problema de optimización del consumidor, se tienen las siguientes condiciones de primer orden
asociadas al problema de maximización:

∂L
∂x

:
∂u(x, y)

∂x
− λpx = 0 (3.6)

∂L
∂x

:
∂u(x, y)

∂y
− λpy = 0 (3.7)

∂L
∂λ

: m− pxx− pyy = 0 (3.8)

Note que una vez planteado el lagrangiano, las condiciones de primer orden consisten en las derivadas par-
ciales del lagrangiano con respecto a cada una de las variables que conforman los bienes dentro de la función
de la utilidad y posteriormente la derivada parcial con respecto al multiplicador de lagrange λ. Note que
de las condiciones de primer orden resulta un sistema con la misma cantidad de ecuaciones que variables
por encontrar (recuerde que m, px, py son valores constantes dados exógenamente y que no interesa hallar
exactamente en estos modelos.

Es importante que note que ∂u(x,y)
∂x y ∂u(x,y)

∂y son las derivadas parciales de la función de utilidad con
respecto a cada una de las variables de las que depende la utilidad, aśı que en realidad estamos obteniendo
cómo cambia la función de utilidad ante un cambio en la cantidad consumida de x y de y respectivamente.
En otras palabras, estamos encontrando las utilidades marginales con respecto a x y y respectivamente.
Observe que de las ecuaciones anteriores, se pueden hacer los siguientes arreglos algebráicos:

∂L
∂x

: UMgx = λpx ⇔ UMgx
px

= λ

Y por otro lado:
∂L
∂x

: UMgx = λpx ⇔ UMgy
py

= λ

Y, teniendo dos igualdades con dos variables (x,y), se puede hacer la siguiente evaluación o igualación de λ,
de tal manera que queda la siguiente igualdad:

UMgx
px

=
UMgy
py

Y, haciendo un despeje se puede obtener lo siguiente:

UMgx
UMgy

=
px
py

(3.9)

Note que la condición de optimalidad implica λ = UMgx
px

=
UMgy
py

, lo cual económicamente se podŕıa

interpretar de la siguiente manera:
Si se altera el consumo de uno de los bienes, el consumo del otro bien también debe cambiar, suponiendo

que se gasta todo el ingreso. Aśı:
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Si se reduce (aumenta) el consumo de x en 1
px
, entonces habŕıa una disminución (subida) en la utilidad

de UMgx
px

.

Si se aumenta (reduce) el consumo de y en 1
py
, entonces habŕıa una subida (disminución) en la utilidad

de
UMgy
py

.

Por lo tanto, el cambio total en la utilidad tras el ajuste en el consumo de ambos bienes seŕıa de
∆u = UMgx

px
− UMgy

py
. Por tanto, note que si:

• ∆u > 0 ⇔ UMgx
px

− UMgy
py

> 0 ⇔ UMgx
px

>
UMgy
py

lo cual implica que aumentar el consumo del

bien x aumenta la utilidad total y se querŕıa substituir y por x, para consumir más x.

• ∆u < 0 ⇔ UMgx
px

− UMgy
py

> 0 ⇔ UMgx
px

<
UMgy
py

lo cual implica que aumentar el consumo del

bien y aumenta la utilidad total y se querŕıa substituir x por y, para consumir más y.

• ∆u = 0 ⇔ UMgx
px

− UMgy
py

= 0 ⇔ UMgx
px

=
UMgy
py

lo cual implica que cambiar o redistribuir el

consumo entre los bienes x y y, no cambia la utilidad total, por lo cual debe ser que ya se está
maximizando y no harb́ıa ningún incentivo a sustituir ninguno de los bienes por el otro.

Ahora, ¿qué hemos hecho? Note que este problema de optimización se ha venido trabajando sin una
función de utilidad particular, sino que sólo hemos venido utilizando una función de utilidad genérica de la
forma u(x, y). Pronto veremos formas concretas y recurrentes de funciones de utilidad muy comunes, pero
por el momento estamos trabajando con una función de utilidad general.
Es aśı, que las operaciones algerbáicas anteriores nos han permitido encontrar una condición de optimalidad
general para los problemas de maximización de funciones de utilidad en dos variables sujetas a una restric-
ción presupuestaria.

Note que esta condición de optimalidad consiste en una igualdad entre la relación de utilidades marginales
de x y y, y la relación de precios entre los precios de x y de y.

El lado izquierdo de la condición de optimalidad se conoce como la tasa marginal de sustitución de x y
de y (TMSx,y). Esta expresión es una relación que nos permite comparar cómo se comporta la utilidad del
consumidor ante cambios en el consumo de x y de y.

Nota 3. En resumen: la tasa marginal de sustitución nos indica cómo se comporta la relación marginal de
sustitución entre los bienes x y y.

3.2.1. Transformaciones monótonamente crecientes

Dado que ya se tiene un panorama de la utilidad como una función que depende de bienes, y cómo
esta es una noción primordialmente ordinal, se puede entonces introducir las transformaciones monótonas
crecientes.

Suponga que se quiere escalar la función de utilidad utilizando una función estrictamente creciente f,
donde f ′(·) > 0. Es decir, se usa:

W (x, y) = f(U(x, y))

Esto, sin embargo, no alteraŕıa el problema de maximización de utilidad sujeto a una restricción presu-
puestaria, puesto que de igual manera se llegaŕıa a la siguiente condición de optimalidad:

Wx

Wy
= �����
f ′(U(x, y)) · Ux
�����
f ′(U(x, y)) · Uy

=
Ux
Uy

Por lo cual se confirma de manera algebraica que en efecto la noción ordinal es lo único que importa
en las funciones de utilidad, puesto que aunque se cambie la escala de la función de utilidad mediante otra
función (siempre y cuando sea una función creciente estrictamente en todo su dominio) entonces el conjunto
de consumo óptimo no se verá alterado.
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:
fig:test1

:
fig:test2

3.2.2. Función de Elasticidad de Sustitución Constante (Constant Elasticity
Substitution)

Observe que para el caso particular de dos bienes, una función de utilidad de la forma CES tiene la
siguiente forma:

(α1x
ρ + α2y

ρ)
1
ρ (3.10)

Es importante indicar que será común toparse con que esta función de utilidad CES pueda verse de la
siguiente manera:

U(x, y) = (αxρ + (1− α)yρ)
1
ρ (3.11)

Es decir, que será muy común toparse con que los α’s de la función de utilidad han de sumar uno en
total (α1 + α2 = 1 ⇔ α2 = 1− α1). Sin embargo, esto no siempre necesariamente será aśı.
Una transformación monótona creciente que puede ser de utilidad para tornar la función de utilidad CES
cuyos exponentes no sumen uno en una que śı sume uno, seŕıa la siguiente:

U(x, y) = (α1x
ρ + α2y

ρ)
1
ρ

V (x, y) =
[
(α1x

ρ + α2y
ρ)

1
ρ

]ρ
⇒ V (x, y) = (α1x

ρ + α2y
ρ) (3.12)

Entonces, la maximización de una función de utilidad Cobb-Douglas para dos variables dada una res-
tricción presupuestaria de la forma m = pxx + pyy seŕıa de la siguiente forma: [enhanced, breakable, skin
first=enhanced, skin middle=enhanced, skin last=enhanced] Se tiene el problema de maximización:

máx
x,y

(α1x
ρ + α2y

ρ)
1
ρ

s.t. m = pxx+ pyy

(3.13)
Porlotanto, seplanteaelsiguientelagrangiano :
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L = (α1x
ρ + α2y

ρ)
1
ρ + λ(m− pxx+ pyy)Y lascondicionesdeprimerorden : (3.14)

∂L
∂y

= 0 ⇒ 1

�ρ
(α1x

ρ + α2y
ρ)

1
ρ−1 ·

(
�ρα2y

ρ−1
)
− λpy = 0

⇔ α2y
ρ−1 (α1x

ρ + α2y
ρ)

1
ρ−1

= λpy

⇔ α2y
ρ−1 (α1x

ρ + α2y
ρ)

1
ρ−1

py
= λ

(3.15)

∂L
∂λ

= 0 ⇒ m = pxx+ pyy (3.16)

Es aśı que entonces planteando que λ = λ:

α1x
ρ−1 (α1x

ρ + α2y
ρ)

1
ρ−1

px
=
α2y

ρ−1 (α1x
ρ + α2y

ρ)
1
ρ−1

py
(3.17)

Despejando queda:

α1x
ρ−1

(((((((((
(α1x

ρ + α2y
ρ)

1
ρ−1

α2yρ−1
(((((((((
(α1x

ρ + α2y
ρ)

1
ρ−1

=
px
py

(3.18)

Observe que la última ecuación no es más que la condición de optimalidad genérica para el consumidor que
indica que: TMSx,y = px

py
. O sea, la relación entre las utilidades marginales ha de ser igual a la relación de

precios. Simplificando:
α1x

ρ−1

α2yρ−1
=
px
py

Por lo tanto, para este caso, la condición de optimalidad se simplifica a que:

(
x

y

)ρ−1

=
α2px
α1py

⇔ x

y
=

(
α2px
α1py

) 1
ρ−1

(3.19)

Ahora, despejando para x:

x = y

(
α2px
α1py

) 1
ρ−1

(3.20)

Entonces, sustituyendo x en la tercera condición de primer orden (la restricción presupuestaria):

m = px

(
y

(
α2px
α1py

) 1
ρ−1

)
+ pyy

m = y

(
py + px

((
α2px
α1py

) 1
ρ−1

))
m

py + px

((
α2px
α1py

) 1
ρ−1

) = yM

Solo queda resolver para x:

x =
m(

py + px

((
α2px
α1py

) 1
ρ−1

)) ·
(
α2px
α1py

) 1
ρ−1

xM =
m

px + py

(
α1py
α2px

) 1
1−ρ
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Ejercicio 1 [Un problema del consumidor y sus óptimos]. Suponga que existe un consumidor que solo compra
dos bienes, x y y, y sus preferencias están representadas por U(x, y) = θ lnx+(1− θ) ln y. Asuma que θ = 1

4
y que el consumidor tiene un ingreso de 100 000 colones.

Si el precio inicial de ambos bienes es 1 000 colones, ¿cuál es el consumo óptimo de estos bienes? Dibuje
sus resultados en un gráfico.

Note que a la función de utilidad propuesta se le puede aplicar una transformación monotónica. De
este modo:

U(x, y) =θ lnx+ (1− θ) ln y

= lnxθ + ln y1−θ

eU(x,y) =eln x
θ+ln y1−θ

V (x, y) =eln x
θ

· elny
1−θ

=xθ · y1−θ

Con lo cual, se obtiene una función de utilidad Cobb-Douglas. Por tanto, utilizando los resultados
previamente obtenidos, se obtiene.

xM =θ · m
px

yM =(1− θ) · m
py

Finalmente, usando θ = 1
4 , m = 100000, px = 100000 y py = 100000, se obtiene:

xM =
1

4
· 100000

1000
= 25

yM =

(
1− 1

4

)
· 100000

1000
= 75

Gráficamente esta situación se ve aśı:

100

100

75

25

3.2.3. Función de Utilidad: Cobb-Douglas

3.2.3.1. El caso de n bienes

Suponga un vector de n bienes de la forma: X⃗ = [x1, x2, ..., xn]. Una función de utilidad de la forma de
Cobb-Douglas dependiente de n bienes tiene la siguiente forma:

u [x1, x2, ..., xn] =

n∏
i=1

xαi
i
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Para una función de utilidad de la forma Cobb-Douglas definida para n bienes, se procede a obtener la
siguiente función de demanda marshalliana general dada una restricción presupuestaria de la forma m ≥
n∑
i=1

pixi: Se tiene el problema de maximiación:

máx
x⃗

n∏
i=1

xαi
i

s.t. m ≥
n∑
i=1

pixi

(3.21)

Setieneellagrangianoquerepresentaelproblemademaximización :

L =
∏n
i=1 x

αi
i + λ(m−

∑n
i=1 pixi)ProcediendoconelprocesodeKarush−Kuhn− Tucker

∂L
∂x1

≤ 0 ⇒ α1x
α1−1
1

n∏
i=2

xαi
i − λp1 ≤ 0 x1[α1x

α1−1
1

n∏
i=2

xαi
i − λp1] = 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒ α2x
α2−1
2

n∏
i ̸=2

xαi
i − λp2 ≤ 0 x2[α2x

α2−1
2

n∏
i=2

xαi
i − λp2] = 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒ αnx
αn−1
n

n−1∏
i=1

xαi
i − λpn ≤ 0 xn[αnx

αn−1
n

n−1∏
i=1

xαi
i − λpn] = 0

∂L
∂λ

≥ 0 ⇒ αnx
αn−1
n

n−1∏
i=1

xαi
i − λpn ≤ 0 xn[αnx

αn−1
n

n−1∏
i=1

xαi
i − λpn] = 0

∂L
∂λ

≤ 0 ⇒ m−
n∑
i=1

pixi ≤ 0 λ[m−
n∑
i=1

pixi] = 0

Considere la utilidad marginal de un bien cualquiera i:

UMgxi
=
αix

αi
i

xi

n∏
i=1

xαi
i

Observe cómo se comporta el ĺımite de la utilidad marginal cuando xi tiende a cero:

ĺım
xj→0

αix
αi
i

xi

n∏
i=1

xαi
i = ∞

De manera que, como ya se hab́ıa demostrado anteriormente, cuando se tiene muy poco, casi nada del
bien, este se valora much́ısimo (ya que la utilidad marginal está dando infinito) por lo que no puede ser que
las utilidades marginales sean negativas o iguales a cero sin que haya una contradicción.
De esta manera se sabe que se gasta todo el ingreso y la restricción presupuestaria se cumple con igualdad.
Aśı mismo, en una función de utilidad de tipo Cobb-Douglas, el consumo de ningún bien del vector x⃗ puede
ser cero, ya que dada la forma multiplicativa de la función de utilidad, si uno de los bienes no se consume,
toda la utilidad seŕıa cero, aśı que de todos los bienes se consume en una cantidad positiva. Por ende, no
hay solución de esquina.
Ahora, tome dos bienes cualesquiera, j y k, de manera que entonces, TMSj,k seŕıa:

TMSj,k =

αjx
αj
j

xj

∏n
i x

αi
i

αkx
αk
k

xk

∏n
i x

αi
i
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:
fig:test1

:
fig:test2

TMSj,k =

αj

xj

n∏
i=1

xαi
i

αk

xk

n∏
i=1

xαi
i

⇒ TMSj,k =
αjxk
αkxj

Recuerde la condición de optimalidad del consumidor:

αjxk
αkxj

=
pj
pk

xk =
pj
pk

αkxj
αj

Sabiendo la forma que tiene xk en el óptimo, se puede evaluar en la restricción presupuestaria:

m =

n∑
k=1

pk

(
pj
pk

αkxj
αj

)

m =

n∑
k=1

pjαkxj
αj

m =
pjxj
αj

n∑
i=1

αk

αjm

pj

n∑
i=1

αk

= xMj

3.2.3.2. El caso de dos bienes

Observe que para el caso particular de dos bienes, una función de utilidad de la forma Cobb-Douglas
tiene la siguiente forma:

U(x, y) = xαyβ (3.22)

Es importante indicar que será común toparse con que esta función de utilidad Cobb-Douglas pueda
verse de la siguiente manera:
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U(x, y) = xαy1−α (3.23)

Es decir, que será muy común toparse con que los exponentes de de las variables de la función de utilidad
han de sumar uno en total. Sin embargo, esto no siempre necesariamente será aśı.
Una transformación monótona creciente que puede ser de utilidad para tornar la función de utilidad Cobb-
Douglas cuyos exponentes no sumen uno en una que śı sume uno, seŕıa la siguiente:

U(x, y) = xαyβ

V (x, y) = x
α+β
α y

α+β
β (3.24)

Entonces, la maximización de una función de utilidad Cobb-Douglas para dos variables dada una restric-
ción presupuestaria de la forma m = pxx+ pyy seŕıa de la siguiente forma:

Se tiene el problema de maximización:

máx
x,y

xαyβ

s.t. m = pxx+ pyy

(3.25)
Porlotanto, seplanteaelsiguientelagrangiano :

L = xαyβ + λ(m− pxx+ pyy)Y lascondicionesdeprimerorden : ∂L∂x = 0 ⇒ αxα−1yβ − λpx = 0 ⇒ (3.26)

∂L
∂y

= 0 ⇒ βxαyβ−1 − λpy = 0 ⇒ βxαyβ−1 = λpy (3.27)

∂L
∂λ

= 0 ⇒⇒ m = pxx+ pyy (3.28)

Observe que de las primeras dos condiciones de primer orden se obtiene que:

αxα−1yβ

px
= λ (3.29)

βxαyβ−1

py
= λ (3.30)

Es aśı que entonces planteando que λ = λ:

αxα−1yβ

px
=
βxαyβ−1

py
(3.31)

Despejando queda:
αxα−1yβ

βxαyβ−1
=
px
py

(3.32)

Observe que la última ecuación no es más que la condición de optimalidad genérica para el consumidor que
indica que: TMSx,y = px

py
. O sea, la relación entre las utilidades marginales ha de ser igual a la relación de

precios. Simplificando:
αx(α−1−(α))y(β−(β−1))

β
=
px
py

αx−1y1

β
=
px
py

Por lo tanto, para este caso, la condición de optimalidad se simplifica a que:

αy

βx
=
px
py

(3.33)

Ahora, despejando para y:
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y =
px
py

βx

α
(3.34)

Entonces, sustituyendo y en la tercera condición de primer orden (la restricción presupuestaria):

m = pxx+ py(
px
py

βx

α
)

m = pxx+
pxβx

α

m = pxx(1 +
β

α
)

m = pxx(
α+ β

α
)

m

px(
α+β
α )

= x

Finalmente, se concluye que la demanda Marshalliana de x es:

αm

px(α+ β)
= xM (3.35)

Y, recuerde que:

y =
px
py

βx

α

De manera, que la demanda Marshalliana de y debe ser:

y =
px
py

β

α
· αm

px(α+ β)

y = ��px
py

β

��α
· �αm

��px(α+ β)

yM =
βm

py(α+ β)
(3.36)

Note que se han encontrado las demandas marshallianas de x y y para el caso de una función de utilidad
de la forma Cobb-Douglas. Esto no es más que un caso particular del caso general de n variables que fue
resuelto primeramente.
Los exponentes α y β se dice que representan la importancia relativa que el consumidor asigna respectiva-
mente a cada uno de los bienes a la hora de decidir su consumo.

A continuación una representación para ilustrarse. Suponga: U(x1, x2) = xαy1−α. Note que evidentemente
α+ (1− α) = 1, o sea que la suma de los exponentes es igual a 1, pero no se sabe exactamente cuánto es α
ni 1− α.

Ejercicio 2 [Función de utilidad... ¿Cobb-Douglas?]. Encuentre las demandas totales de un consumidor
representativo con la siguiente función de utilidad

u(x, y) =2 lnx+ 3 ln y

Observe que a esta función de utilidad u se le pueden aplicar las leyes de logaritmos para que se parezca
a un tipo de funciones ya conocida: la función de utilidad Cobb-Douglas:

u(x, y) = lnx2 + ln y3

= ln
(
x2y3

)
v(x, y) = eu(x,y) =eln(x

2y3)

v(x, y) =x2y3

Y a partir de aqúı ya se puede trabajar la función conocida. Hay dos posibilidades:
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Figura 3.1: Caso particular Cobb Douglas: α = 0,5|m = 75|p1 ∧ p2 = 5

Figura 3.2: Caso particular Cobb Douglas: α = 0,25|m = 75|p1 ∧ p2 = 5

Figura 3.3: Caso particular Cobb Douglas: α = 0,75|m = 75|p1 ∧ p2 = 5

Una primera opción es normalizar la función v para que sus exponentes sumen 1, lo cual se haŕıa
mediante una transformación monótona creciente.
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w(x, y) =x
2

2+3 · y
3

2+3

=x
2
5 y

3
5

Y se sabe que en el óptimo:

TMSSx,y =TMSMx,y

⇔ UMgx
UMgy

=
px
py

2
5x

2
5−1y

3
5

3
5y

3
5−1x

2
5

=
px
py

10x−1

15y−1
=
px
py

2y

3x
=
px
py

y∗ =
3x · px
2py

Y sustituyendo en la restricción presupuestaria:

m =pxx+ pyy

m =pxx+��py

(
3x · px
2��py

)
m =pxx+

3x · px
2

m =pxx

(
1 +

3

2

)
m =pxx

(
2 + 3

2

)
m =pxx

(
5

2

)
m(
5
2

) =pxx

2m

5px
=xM

Luego, evaluando xM en y∗

y∗ =
3x · px
2py

=
3
(

2m
5px

)
· px

2py

=
3
(

2m
5��px

)
·��px

2py

=
6m

10py

yM =
3m

5py

Trabajar la función tal y como está actualmente
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Se sabe que en el óptimo:

TMSSx,y =TMSMx,y

⇔ UMgx
UMgy

=
px
py

2xy3

3x2y2
=
px
py

2x1−2y3−2

3
=
px
py

2y

3x
=
px
py

y∗ =
3x · px
2py

La cual es la misma condición arribada anteriormente, por lo cual se llegará a las mismas demandas
marshallianas.

Es importante tener presente cuáles son las demandas marhallianas genéricas de la función de utilidad
Cobb-Douglas:

xM =
αm

px(α+ β)

yM =
βm

py(α+ β)

Y con esto, no es necesario hacer el desarrollo completo para estos casos, sino que con ver la función de
utilidad sin la transformación de la normalización de los exponentes v(x, y) = x2y3 se puede ver directamente
que:

xM =
2m

(2 + 3)px

yM =
3m

(2 + 3)py

Ejercicio 3 [Función de utilidad Cobb-Douglas con transformación monótona2]. Suponga que tiene la si-
guiente función de utilidad

U(x, y) = θ lnx+ (1− θ) ln y

Donde 0 < θ < 1.

Nota 4. Note que esta es equivalente a una Cobb Douglas; se puede aplicar la siguiente transformación para
verlo.

W (x, y) =eθ ln x+(1−θ) ln y

W (x, y) =eθ ln xe(1−θ) ln y

W (x, y) =eln x
θ

eln y
(1−θ)

W (x, y) =xθy(1−θ)

Encuentre el óptimo del consumidor en este caso.

máx
x,y

W (x, y)

2Ejercicio tomado de ACCG
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sujeto a

Pxx+ Pyy ≤ m

Utilizando la maximización de Lagrange (se maximiza la utilidad)

L =W (x, y) + λ (m− Pxx− Pyy)

donde λ es denominado el multiplicador de Lagrange. En el caso económico, este multiplicador indica cómo
afecta la existencia de la restricción al valor óptimo de la utilidad.

Aplicando derivadas parciales para maximizar

∂L

∂x
=Wx − λPx = θx(θ−1)y(1−θ) − λPx = 0 ⇒ Wx

Px
= λ

∂L

∂y
=Wy − λPy = (1− θ)y−θxθ − λPy = 0 ⇒ Wy

Py
= λ

∂L

∂λ
= Pxx+ Pyy = m

de las primeras dos derivadas parciales podemos igualar el valor de lambda para obtener la condición óptima
(TMS = restricción presupuestaria)

Ahora bien, sustituyendo con los valores de las derivadas

θx(θ−1)y(1−θ)

(1− θ)y−θxθ
=
Px
Py

θx−1y

(1− θ)
=
Px
Py

θy

(1− θ)x
=
Px
Py

Despejando el valor de y

y =
(1− θ)xPx

θPy

e inyectándolo en la restricción presupuestaria tenemos

Pxx+ Py

[
(1− θ)Pxx

θPy

]
= m

θPxx+ (1− θ)Pxx = θm

x∗ =
θm

Px
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donde x∗ es la demanda marshalliana de x y retomando el valor de y

donde y∗ es la demanda marshalliana de y.

Nota 5. Note que cada una de las demandas de los bienes dependen únicamente de su propio precio. La
elasticidad cruzada de demanda es cero, es por esto que las Cobb-Douglas no son apropiadas para
representar bienes sustitutos o complementos.

Ejemplo 2 [Una transformación monótona útil]. ¿Qué sucedeŕıa si la función de utilidad fuera de la forma
U(x, y) = x2y2 ? → En primera instancia se puede normalizar la función de la siguiente forma

V (x, y) = x
2

2+2 y
2

2+2 = x
1
2 y

1
2

Vea que los exponentes de la función ahora suman 1 y el procedimiento seria exactamente igual al reali-
zado anteriormente con θ y ( 1− θ ). Por lo tanto, los resultados de las demandas marshallianas serian

y∗ =

(
1− 1

2

)
m

Py
=
m

2Py

x∗ =
m

2Px

Ejercicio 4 [Función de utilidad... ¿Cobb-Douglas?]. Para cada nivel de precios e ingresos encuentre la
demanda marshalliana de la siguiente función de utilidad

u(x1, x2) =

√
x

2
5
1 x

3
5
2

Observe que a esta función de utilidad u se le pueden aplicar las leyes de logaritmos para que se parezca
a un tipo de funciones ya conocida: la función de utilidad Cobb-Douglas:

u(x1, x2) =

√
x

2
5
1 x

3
5
2

=
(
x

2
5
1 x

3
5
2

) 1
2

=
(
x

2
10
1 x

3
10
2

)
=
(
x

1
5
1 x

3
10
2

)

Recuerde las demandas marhallianas genéricas de la función de utilidad Cobb-Douglas:

xM =
αm

px(α+ β)

yM =
βm

py(α+ β)

Y con ver la función de utilidad sin la transformación de la normalización de los exponentes u(x1, x2) =(
x

1
5
1 x

3
10
2

)
se puede ver directamente que:

xM =
1m

5
(
1
5 + 3

10

)
px

yM =
3m

10
(
1
5 + 3

10

)
py
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Ejercicio 5 [Función de utilidad Cobb-Douglas con restricciones adicionales3]. Eduardo consume solamente
dos bienes: mascarillas (bien 1) y alimentos (bien 2). Las preferencias de este individuo pueden representarse
por medio de la función de utilidad: 9

U(x) = x1x2

Para intentar racionar el consumo de mascarillas, el gobierno impone un impuesto del 300% sobre cada
unidad consumida, solo aplicable a partir de la undécima mascarilla comprada. Es decir, las primeras 10
mascarillas que se compran no pagan el impuesto, pero śı lo hacen de la undécima en adelante.
a) Plantee las ecuaciones que representan la restricción presupuestaria que enfrenta Eduardo. Note que son
dos restricciones presupuestaria, una para x1 ≤ 10, y otra para x1 > 10.

→ Tenemos dos bienes x1 y x2. Y que a partir de la undécima unidad de x1, t1 = 3. Denotamos el ingreso
como m. Entonces para x1 ≤ 10 :

x1P1 + x2P2 ≤ m

Para x1 > 10 :

P1x1 + P2x2 + 3P1 (x1 − 10) ≤ m

⇒ 4P1x1 + P2x2 ≤ m+ 30P1

Sabemos que la restricción se cumplirá con igualdad. Para graficarlas, podemos despejar x2 :

x2 =
m

P2
− P1

P2
x1

x2 =
m+ 30P1

P2
− 4P1

P2
x1

b) Grafique ambas rectas presupuestarias en un mismo gráfico, indique cuáles son sus pendientes y
explique por qué la restricción de presupuesto tiene esta forma espećıfica.

→ La restricción se quiebra a partir del punto en donde las mascarillas se vuelven más caras. A partir
de la undécima mascarilla, se debe sacrificar mucho más consumo de alimentos para conseguir una unidad
más de mascarillas. Por eso la pendiente pasa de -1 a -4 .

x2

x110

−p1
p2

−4p1
p2

c) Plantee el problema que enfrenta este consumidor y obtenga las funciones de demanda marshalliana.
Note que se tienen que calcular los casos para cuando la persona compra menos de 10 mascarillas, 10
mascarillas o más de 10 mascarillas.

→ El problema del consumidor es maximizar su utilidad sujeto a su restricción presupuestaria.

3Ejercicio tomado de ACCG
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Para x1 < 10 :

máx U = x1x2 s.a.m = x1P1 + x2P2

L = x1x2 + λ (m− x1P1 − x2P2)

CPO:

∂L

∂x1
= x2 − λP1 = 0 ⇒ λ =

x2
P1

∂L

∂x2
= x1 − λP2 = 0 ⇒ λ =

x1
P2

⇒ x2
P1

=
x1
P2

⇒ x1 =
x2P2

P1

∂L

∂λ
= m− x1P1 − x2P2 = 0

⇒ m = x2P2 + x2P2 ⇒ x∗2 =
m

2P2

⇒ x∗1 =
m

2P1

Para x1 = 10 : Tenemos que x∗1 = 10, entonces la restricción presupuestaria luce aśı:

m = 10P1 + x2P2

En este caso, el problema del consumidor para maximizar su utilidad es simplemente gastar todo el
ingreso que le queda en x2 :

⇒ x∗2 =
m− 10P1

P2

Para x1 > 10 :

máx U = x1x2 s.a. m = 4x1P1 + x2P2 − 30P1

L = x1x2 + λ (m− 4x1P1 − x2P2 − 30P1)

CPO:

∂L

∂x1
= x2 − 4λP1 = 0 ⇒ λ =

x2
4P1

∂L

∂x2
= x1 − λP2 = 0 ⇒ λ =

x1
P2

⇒ x2
4P1

=
x1
P2

⇒ x1 =
x2P2

4P1

∂L

∂λ
= m− 4x1P1 − x2P2 − 30P1 = 0

⇒ m = x2P2 + x2P2 − 30P1

x∗2 =
m+ 30P1

2P2

⇒ x∗1 =
m+ 30P1

2P2

P2

4P1
=
m+ 30P1

8P1

3.2.4. Función de Utilidad: complementos perfectos

3.2.4.1. El caso de n bienes

Suponga un vector de n bienes de la forma: X⃗ = [x1, x2, ..., xn]. Una función de utilidad de la forma de
complementos perfectos (Leontief) dependiente de n bienes tiene la siguiente forma:

u [x1, x2, ..., xn] = mı́n{a1x1, a2x2, ...anxn}
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Para una función de utilidad de la forma de complementos perfectos (Leontief) definida para n bienes, se
procede a obtener la siguiente función de demanda marshalliana general dada una restricción presupuestaria

de la forma m ≥
n∑
i=1

pixi: Se tiene el problema de maximización:

máx
x,y

mı́n{a1x1, a2x2, ...anxn}

s.a m ≥
n∑
i=1

pixi

(3.37)

Tome en consideración que las funciones de Leontief no son diferenciables, por lo que no les es posible
aplicar el procedimiento de Karush-Kuhn-Tucker para encontrar sus demandas Marshallianas.

Nota 6. Como nota académica: se le recomienda consultar 4 : Monge, Marco Vinicio. 2021. ≪Funciones
De Leontief En Dos Variables. Una Nueva Perspectiva≫. Análisis Económico 36 (93):159-66. https://doi.org/10.24275/uam/azc/dcsh/ae/2021v36n93/Monge

Sin embargo, este ’obstáculo’ es fácilmente superable conociendo el hecho de que la condición de optima-
lidad de las funciones de Leonfief, se obtiene a partir de una igualación de todos sus argumentos internos.
Es aśı que entonces, en el óptimo:

a1x1 = a2x2 = ... = anxn (3.38)

Por lo tanto, para dos bienes cualesquiera j,k, se tiene que la condición de optimalidad indica que:

ajxj = akxk

Por lo que, despejando:

xj =
akxk
aj

Por lo tanto, sustituyendo en la restricción presupuestaria, se obtiene que:

m =

n∑
j=1

pj

(
akxk
aj

)

m = akxk

n∑
j=1

pj
aj

m

ak

n∑
j=1

pj
aj

= xMk (3.39)

3.2.4.2. El caso de dos bienes

Se tiene el problema de maximización:

máx
x,y

mı́n{a1x1, a2x2}

s.a m = pxx+ pyy

4Monge, 2021
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:
fig:test1

:
fig:test2

Se sabe que en el óptimo se debe cumplir la condición de optimalidad:

a1x1 = a2x2 (3.40)

Por lo tanto, despejando para x1:

x1 =
a2x2
a1

Y en la restricción presupuestaria:

m =p1x1 + p2x2

⇒ m =p1(
a2x2
a1

) + p2x2

⇒ m =x2(
p1a2
a1

+ p2)

m

a2
p1
a1

+ p2
=x2

Por lo tanto,

x1 =
a2
a1

(
m

a2
p1
a1

+ p2

)
x1 =

α2m

α2p1+α1p2

x1 =
m

p1 +
α1

α2
p2

Aśı, aproximadamente, se ven las funciones de demanda por bienes complementarios:
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Figura 3.4: Funciones de demanda marshallianas en una función de utilidad de bienes complementarios entre
śı.

3.2.4.3. Cómo graficar curvas de indiferencia para bienes complementarios

Ejemplo 3 [Niveles de utilidad para bienes complementarios]. Grafique la función de utilidad u(x, y) =
mı́n(x, y) + x para u = 2, 4, 6.

Primeramente, resulta conveniente hallar el rayo que se obtiene al igualar los argumentos de la función
mı́n(x, y). Este rayo será de especial importancia para poder determinar las dos regiones en las que el
comportamiento de la función de utilidad cambia. De este modo, se tiene que el rayo corresponde a
x = y.

y
y = x

x

A partir del rayo, se pueden plantear los diversos casos para la función de complementos. Observe que
por encima del rayo de igualdad, las y siempre serán mayores que las x, y por debajo del rayo las x
siempre serán mayores que las y.
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x

y = x
y

y > x y < x

mı́n(x, y) = x

u = x+ x
u = 2x

mı́n(x, y) = y

u = y + x

Luego, note que, para la región que está por encima del rayo, la función de utilidad se convierte en
u(x, y) = x + x = 2x. Por otro lado, para la región que está ubicada por debajo del rayo, se cumple
que la función de utilidad corresponde a u(x, y) = x+ y.

Finalmente, basta sustituir los valores de u por 2, 4 y 6, para las regiones que están por debajo y por
encima del rayo. De esta manera, observe que por encima del rayo, dados los tres valores de utilidad
dados hacen que se tenga:

u(x, y) =2x

2 =2x⇒ 1 = x

4 =2x⇒ 2 = x

6 =2x⇒ 3 = x

Por ende, por encima del rayo, para los valores de x = 1, 2, 3 se tendrán ĺıneas verticales. Aśı:

y

x

y > x y < x

y = x

1 2 3

u1

u2

u3

Para el caso que está por debajo del rayo, dados los tres valores de utilidad dados hacen que se tenga:

u(x, y) =x+ y

2 =x+ y ⇒ 2− x = y

4 =x+ y ⇒ 4− x = y

6 =x+ y ⇒ 6− x = y

Por ende, por encima del rayo, para los valores de x = 1, 2, 3 se tendrán funciones lineales con pendiente
negativa. Aśı:



3.2. CASO DE DOS BIENES 49

y

x1 2 3

u1

u2

u3

y = x

y < xy > x

2

4

6

4 6

Ejercicio 6 [Un caso particular de complementos perfectos5]. Considere la siguiente función de utilidad:

U = mı́n(αx, βy)

Derive las funciones de demanda:

→ Primeramente, se elabora el gráfico de las curvas de indiferencia.

1. Paso 1: Se igualan los componentes dentro de la función del mı́nimo para encontrar la ecuación del
rayo. La ecuación del rayo es la siguiente:

y =
αx

β

5Ejercicio tomado de ACCG
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Figura 3.5: Casos posibles a partir de la ecuación del rayo

2. Se dibujan las curvas de indiferencia. Los vértices de las curvas de indiferencia de la función de Leontief
se encuentran en el rayo que sale del origen del gráfico.

Se sabe que:

Cuando
(
y > αx

β

)
⇒ U(x, y) = mı́n(αx, βy) = αx

Cuando
(
y < αx

β

)
⇒ U(x, y) = mı́n(αx, βy) = βy

Con la información anterior se pueden graficar las curvas de indiferencia:
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Figura 3.6: Curva de indiferencia para una función de utilidad de complementos perfectos

3. Paso 3: Se calculan las funciones de demanda Se igualan los componentes dentro de la función del
mı́nimo y se sustituyen en la restricción presupuestaria. La ecuación de la restricción presupuestaria
es la siguiente:

Pxx+ Pyy = m

Se sustituye ( y = αx
β ) en la restricción presupuestaria:

Pxx+ Py

(
αx

β

)
= m

x

(
Px + Py

α

β

)
= m

x =
m(

Pxβ+Pyα
β

)
x∗ =

βm

Pxβ + Pyα

Al sustituir x∗ en
(
y = αx

β

)
se obtiene:

y =

(
α

β

)
βm

βPx + αPy

y∗ =
αm

βPx + αPy
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3.2.5. Función de Utilidad: sustitutos perfectos

3.2.5.1. El caso de n bienes

Derivación general 4 [Sustitutos perfectos con n bienes]. Suponga un vector de n bienes de la forma: X⃗ =
[x1, x2, ..., xn]. Una función de utilidad de la forma de complementos perfectos (Leontief) dependiente de n
bienes tiene la siguiente forma:

u[x1, x2, ..., xn] =

n∑
i=1

αixi

Para una función de utilidad de la forma de sustitutos perfectos definida para n bienes, se procede a obtener
la siguiente función de demanda marshalliana general dada una restricción presupuestaria de la forma m ≥
n∑
i=1

pixi: Se tiene el problema de maximización:

máx
x⃗

n∑
i=1

aixi

s.a m ≥
n∑
i=1

pixi

Se tiene el lagrangeano de la forma:

L =

n∑
i=1

aixi + λ(m−
n∑
i=1

pixi)

Se plantean las siguientes condiciones de primer orden:

∂L
∂x1

≤ 0 ⇒ a1 − λp1 ≤ 0 x1[a1 − λp1] = 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒ a2 − λp2 ≤ 0 x2[a2 − λp2] = 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒ an − λpn ≤ 0 xn[an − λpn] = 0

∂L
∂λ

≤ 0 ⇒ m−
n∑
i=1

pixi xn[

n∑
i=1

pixi] = 0

Ahora, piense en dos grandes posiblidades para un par de mercanćıas j y k cualesquiera:

1. Si ak < λpk ⇒ xk = 0

2. Si xj > 0 entonces tiene que ser que aj = λpj ⇒ αj

pj
= λ

De esta manera, se puede observar que si xj > 0 ∧ xk = 0 tiene que ser que:

aj
pj

>
ak
pk

O, en otras palabras:
αj
αk

>
pj
pk

De manera que entonces se presentan los siguientes casos:

xMj =


m
pj

si TSMj,k >
pj
pk

0 si ∃ xk tal que TSMj,k <
pj
pk

Indeterminado si TSMj,k =
pj
pk

(3.41)
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3.2.5.2. El caso de 2 bienes

:
fig:test1

:
fig:test2

Derivación general 5 [Sustitutos perfectos con 2 bienes]. Se tiene el problema de maximización:

máx
x,y

x+ y

s.a m = pxx+ pyy

Entonces:

xM =


0 si px > py

∈ [0, mpx [ si si px = py
m
px

si px < py

Mientras que:

yM =


0 si px < py

∈ [0, mpy [ si si px = py
m
py

si px > py

Observe que estas funciones de demanda por bienes sustitutos son algo particular: requieren una cierta
interpretación geométrica. Para estos efectos, tómese un ejemplo concreto numérico. Suponga que se tiene
un ingreso de 80 unidades, el precio del bien x es 4 y el precio del bien y es 3.

Nota 7. Dado que los bienes son sustitutos perfectos entre śı, simple y sencillamente se va a consumir aquel
bien que sea más barato y en este caso 4 > 3, por lo tanto, se gasta todo el ingreso en el bien y de la forma
y = m

py
⇒ y = 80

3 ⇒ y = 20.

Ahora, note que mientras que py < px, el consumo del bien x será x = 0, y la única forma en la que
se empazaŕıa a consumir x es hasta en tanto px = py y en este caso las demandas no tendŕıan un valor
determinado concreto, seŕıan un rango, lo cual se puede observar en el tramo constante de ambas funciones
de demanda, que representan los tramos en que los precios de ambos bienes son idénticos y no habŕıa una
única posible forma de ”sustituir.entre ellos.

Lo mismo para y, si py > px entonces y = 0 lo cual se puede observar por el tramo vertical en la demanda
de y.

Note que para ambos bienes las funciones de demanda tienen 3 tramos:
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Figura 3.7: Caso particular bienes sustitutos: m = 80, px = 4, py = 3

1. Un primer tramo vertical cuando la cantidad demandada es 0 a ráız de que el otro bien es más barato
y se consumo todo del otro.

2. Un segundo tramo horizontal cuando ambos bienes valen lo mismo y puede consumirse un rango de
posibles combinaciones entre ellos, aśı que la cantidad demandada no es un número espećıfico sino una
posibilidad de valores.

3. Un último tramo que adquiere la forma de las demandas tradicionales ya conocidas que respetan la ley
de la demanda, ya que a medida que disminuya el precio, aumenta la cantidad demandada y viceversa.
Este seŕıa el tramo aplicable cuando el bien en cuestión tiene un precio menor que el otro y se consume
todo de este.

Ejercicio 7 [¿Complementos? ¿Sustitutos?]. Sea U una función de utilidad tal que U(x, y) = mı́n(x, y) + x

a) Grafique las curvas de indiferencia para U = 2, U = 4 y U = 6.

Nota 8. Recomendación: En general, para graficar las curvas de Leontief es útil escoger y analizar
valores arbitrarios de x y y. Además, es conveniente marcar los rayos definidos al igualar los argumentos
de los mı́nimos y máximos presentes en la función de utilidad.

Tenemos que U = mı́n(x, y) + x, igualamos los argumentos del mı́nimo y marcamos el rayo y = x.

p

q

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6

u = 2 u = 4 u = 6

Por encima del rayo, y > x, entonces:

U = mı́n(x, y) + x = 2x
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Note que, por encima del rayo, el bien y no aporta a la utilidad, por lo que se vuelve en cierto sentido
un bien neutral. (Por eso las curvas de indiferencia por encima del rayo son verticales)

Por debajo del rayo, y < x. entonces:

U =mı́n(x, y) + x = y + x

⇒ y =− x+ U

Note que, por debajo del rayo, los bienes se comportan como sustitutos perfectos con una tasa marginal
de sustitución de -1 . (La pendiente de las curvas de indiferencia es -1 ) Para construir la curva de
indiferencia (CI) de U = 2, se pueden evaluar, por ejemplo, los puntos (1, 1), (1, 2), (1, 3) y (2, 0).

Para U = 4, se pueden evaluar (2, 2), (2, 3) y (3, 1).
Para U = 6, se pueden evaluar (3, 3), (3, 10) y (5, 1).
(Estos puntos se marcaron en rojo)

b) Analice las posibles soluciones según las diferentes rectas presupuestarias:

(a) Caso Px > Py : la pendiente de la RP seŕıa mayor a la de las CI. El punto óptimo estaŕıa en el
vértice, donde escoge consumir cantidades iguales de x y y.

Las demandas de los bienes son: x = I
Px+Py

, y = I
Px+Py

.

(b) Caso Px = Py : la pendiente de la recta presupuestaria (RP) seŕıa m = −Px

Py
= −1, la misma

pendiente que la de las curvas de indiferencia. Por lo tanto, todos los puntos donde coincide la RP con
la mayor CI son puntos óptimos.

Las posibles demandas de los bienes son: x = α I
Px
, y = (1− α) IPy

, con α ∈
[
1
2 , 1
]
.

(c) Caso Py > Px : la pendiente de la RP seŕıa menor a la de las CI. Tendŕıamos una solución de
esquina donde solo se consume del bien x. Es intuitivo ya que x es más barato.

Las demandas de los bienes son: x = I
Px
, y = 0.

3.2.6. Funciones de utilidad cuasilineal

3.2.6.1. El caso de n bienes

Una función de utilidad cuasilineal en n variables tiene la forma:

u[x1, x2, ..., xn] = ax1 + f(x2, ..., xn) (3.42)

De esta manera, en una solución interna (es decir, no de esquina), la demanda por el(los) bien(es) no-
lineal depende de precios y no de ingreso, de manera tal que las variables no lineales no tienen efecto ingreso,
únicamente efecto sustitución.

Dado que las funciones de utilidad son un caso de composición de funciones, están compuestas por
variables lineales y alguna otra variable inserta en alguna otra función que puede variar, de manera que
podŕıan haber muchos ejemplos.

Ejemplo 4 [Función cuasilineal en n bienes].

U(X⃗) = x1 +

n∑
i=2

ln(xi) (3.43)

De manera que para obtener las demandas óptimas de dicha función de utilidad y para el subsecuente
problema de maximización, se tiene el siguiente problema de optimización sujeto a una restricción presu-
puestaria:

máx
X⃗

x1 +

n∑
i=2

ln(xi)sujeto a m =

n∑
i=1

pixi (3.44)
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Y el correspondiente lagrangiano seŕıa:

L = x1 +

n∑
i=2

ln(xi) + λ(m−
n∑
i=1

pixi) (3.45)

Se plantean las siguientes condiciones de primer orden:

∂L
∂x1

≤ 0 ⇒ 1− λp1 ≤ 0 x1[1− λp1] = 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒ 1

x2
− λp2 ≤ 0 x1[

1

x2
− λp2] = 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒ 1

xn
− λpn ≤ 0 xn[

1

xn
− λpn] = 0

∂L
∂λ

≥ 0 ⇒ m−
n∑
i=1

pixi λ[m−
n∑
i=1

pixi] = 0

Examinando la última condición de holgura complementaria:
Caso λ = 0

Note que si λ = 0 las utilidades marginales de todos los bienes X⃗ seŕıan iguales o menores a 0, por lo que no

seŕıan bienes y no se consumiŕıa nada. Por monotońıa, esto no se acepta y tiene que ser que m =

n∑
i=1

pixi y

por ende se gasta todo el ingreso.

Caso λ ̸= 0 ∧m =

n∑
i=1

pixi

Ahora, sabiendo que se toma todo el ingreso, tómese el bien x1:

ĺım
x1→0

1 = 1

Note que la utilidad marginal del bien x1 cuando su consumo tiende a cero, esta tiende a 1, es positiva y
constante. Por lo tanto, note las siguientes posibilidades:

TMSS1,j ≤ TMSMj,k

Caso x1 = 0 ⇒ TMSS1,j < TMSMj,k

Entonces se consume 0 del bien x1, y sabiendo que su demanda marshalliana es xM1 = 0, entonces se tiene:

U(X⃗) =

n∑
i=2

ln(xi)

Note que ahora la función de utilidad queda expresada en términos de los biens i = {2, n}, los cuales, entre
śı, son todos idénticos (se comportan matemáticamente igual). De modo que ahora procede a conocer la
función de demanda marshalliana para estos bienes. Tómese dos bienes cualesquiera, j y k.

TMSSj,k = TMSMj,k ⇒
1
xj

1
xk

=
pj
pk

⇒ xk
xj

=
pj
pk

⇒ xk =
pj
pk
xj

Evaluando en la restricción presupuestaria:

m =

n∑
k=2

pkxk ⇒ m =

n∑
k=2

��pk
pj

��pk
xj
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⇒ m =

n∑
k=2

pjxj ⇒ m = (n− 1)pjxj

⇒ m

pj(n− 1)
= xMj

Note que sólo se ha examinado el caso para el cual x1 = 0. Ahora se procede a examinar el caso restante:
Caso: 1− λp1 = 0
Note que esto implica que:

1 =
λ

p1

1

p1
= λ

De esta manera, se puede proceder a çomparar.el bien x1 con algún otro bien j cualquiera. Se procede a
estipular la condición de optimalidad.

TMSS1,j = TMSM1,j ⇒
1
1
xj

=
p1
pj

⇒ xj =
p1
pj

Evaluando en la restricción presupuestaria:

m = p1x1 +

n∑
j=2

pjxj ⇒ m =

n∑
j=2

��pj
p1

��pj

⇒ m = p1x1 +
∑
j=2

p1

⇒ m = p1x1 + (n− 1)p1

⇒ m = p1(x1 − 1)

⇒ m

p1
+ 1 = xM1

Ejercicio 8 [Otra función cuasilineal en n bienes].

U(X⃗) = α1x1 +

n∑
i=2

αi
x1−σi

1− 1
σ

De manera que para obtener las demandas óptimas de dicha función de utilidad y para el subsecuente
problema de maximización, se tiene el siguiente problema de optimización sujeto a una restricción presu-
puestaria:

máx
X⃗

α1x1 +

n∑
i=2

αi
x
1− 1

σ
i

1− 1
σ

sujeto a m =

n∑
i=1

pixi (3.46)

Y el correspondiente lagrangiano seŕıa:

L = α1x1 +

n∑
i=2

αi
x1−σi

1− σ
+ λ(m−

n∑
i=1

pixi) (3.47)
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Se plantean las siguientes condiciones de primer orden:

∂L
∂x1

≤ 0 ⇒ α1 − λp1 ≤ 0 x1 [a1 − λp1] = 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒ (1− 1

σ
)α2

x
1− 1

σ−1
2

1− 1
σ

− λp2 ≤ 0 x2

[
(1− 1

σ
)α2

x
1− 1

σ−1
2

1− 1
σ

]
= 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒ (1− 1

σ
)αn

x
1− 1

σ−1
n

1− 1
σ

− λpn ≤ 0 xn

[
(1− 1

σ
)αn

x
1− 1

σ−1
n

1− 1
σ

]
= 0

∂L
∂λ

≤ 0 ⇒ m−
n∑
i=1

pixi ≤ 0 λ

[
m−

n∑
i=1

pixi

]
= 0

Recurriendo a la última condición de primer orden y su respectiva condición de holgura complementaria
nace entonces la posibilidad de analizar casos:
Caso: λ = 0
Observe que si λ = 0 ningún bien tendŕıa utilidad marginal positiva, de modo que ni siquieran seŕıan bie-
nes, seŕıan males o neutros y no se consumiŕıa nada de ningún bien, lo cual es contrario al supuesto de la

monotońıa y por ende λ ̸= 0. Esto permite concluir, contrario sensu, que m =

n∑
i=1

pixi y por ende se gasta

todo el ingreso.

Caso: λ ̸= 0 ∧m =

n∑
i=1

pixi Considere el bien x1 y su respectiva condición de holgura complementaria:

x1 [a1 − λp1] = 0

Recuerde que esto, de manera detallada es:

x1

[
∂L
∂x1

]
= 0

Que en otras palabras es:

x1

[
∂u(X⃗)

∂x1
− λp1

]
= 0

Es decir:

x1 [UMgx1
− λp1] = 0

Observe que nacen dos posibilidades:
x1 = 0
En cuyo caso, no se consume nada de x1:
A partir de lo cual se deduciŕıa que:

⇒ α1 = λp1

⇒ α1

p1
= λ

Note que UMgx1 = α1, y

ĺım
x1→0

α1 = α1

Es decir, que cuando x1 tiende a ser cero, y se va a recibir la primera unidad de ese bien, la utilidad marginal
se mantiene constante, en oposición a casos anteriores en donde la utilidad marginal tend́ıa hacia infinito.
De modo que aqúı cabe un análisis distinto.

Entonces:

u(x2, ..., xn) =

n∑
i=2

αi
x
1− 1

σ
i

1− 1
σ
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Con respecto a los bienes i = {2, n}, se tiene la condición de holgura complementaria, para un bien i, de
la forma:

xi

[
(1− 1

σ
)αi

x
1− 1

σ−1
i

1− 1
σ

− λpi

]
= 0

Observe que entonces nace la posibilidad de dos casos:
Caso xi = 0
En este caso, el consumo del bien xi seŕıa nulo, cero. Y otro caso que seŕıa:

Caso: (1− 1
σ )αi

x
1− 1

σ
−1

i

1− 1
σ

− λpi = 0

En este caso, haciendo el mismo análisis realizado para el bien x1, observe que:

ĺım
xi→0

(1− 1

σ
)αi

x
1− 1

σ−1
i

1− 1
σ

= ∞

De manera que para los bienes i = {2, n}, no cabe la posibilidad de que el consumo de estos bienes sea 0,
puesto que la utilidad marginal cuando el consumo de estos tiende a 0, la utilidad marginal tiende a infinito,
de manera que el consumo de los bienes i = {2, n} debe ser positivo.

Por tanto, tomando dos bienes cualesquiera j, k, se tiene que en el óptimo:

(
�
��1− 1
σ

)
αj

x
1− 1

σ
−1

j

��1− 1
σ(

���1− 1
σ

)
αk

x
1− 1

σ
−1

k

��1− 1
σ

=
pj
pk

⇒

aj

x
1
σ
j

ak

x
1
σ
k

=
pj
pk

⇒ αj
αk

(
xk
xj

) 1
σ

=
pj
pk

⇒
(
xk
xj

) 1
σ

=
αkpj
αjpk

⇒ xk
xj

=

(
αkpj
αjpk

)σ
⇒ xk =

(
αkpj
αjpk

)σ
xj

Evaluando en la restricción presupuestaria:

m =

n∑
k=2

pkxk ⇒ m =

n∑
k=2

pk

((
αkpj
αjpk

)σ
xj

)

m = xj

(
pj
αj

)σ n∑
k=2

pk

(
αk
pk

)σ
Y por tanto:

∴ xMj =

(
αj
pj

)σ
m

n∑
k=2

pk

(
αk
pk

)σ xM1 = 0

Ahora, el caso faltante:
α1 − λp1 = 0
Tómese entonces el bien x1 y otro cualquiera xj :

α1

(1− 1
σ )αj

x
1− 1

σ
−1

j

1− 1
σ

=
p1
pj

⇒ α1

(�
��1− 1
σ )αj

x
1− 1

σ
−1

j

��1− 1
σ

=
p1
pj

α1
αj

x
1
σ
j

=
p1
pj

⇒
α1x

1
σ
j

αj
=
p1
pj

⇒ x
1
σ
j =

αjp1
α1pj

⇒ xMj =

(
αjp1
α1pj

)σ
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Evaluando en la restricción presupuestaria:

m = p1x1 +

n∑
j=2

pjxj ⇒m = p1x1 +

n∑
j=2

pj(
αjp1
α1pj

)σ

⇒m = p1x1 +

(
p1
α1

)σ n∑
j=2

pj(
αj
pj

)σ

∴xM1 =

m− ( p1α1
)σ

n∑
j=2

ασj p
1−σ
j

p1
xMj =

(
αjp1
α1pj

)σ

3.2.6.2. El caso de dos bienes

Una función de utilidad cuasilineal en n variables tiene la forma:

u(x1, x2) = ax1 + f(x2) (3.48)

Figura 3.8: Una función de utilidad cuasilineal en dos bienes

Ejemplo 5 [Función cuasilineal en dos variables]. Considere la función de utilidad u(x1, x2) = x1 + lnx2.

Encuentre la función de demanda de los dos bienes. No considere casos de esquina.

Se tiene el siguiente problema de maximización:

máx
x1,x2

x1 + ln(x2)sujeto a m = p1x1 + p2x2 (3.49)

Y el respectivo lagrangiano seŕıa:

L = x1 + ln(x2) + λ(m− p1x1 − p2x2)

Y se plantean las siguientes condiciones de primer orden:

∂L

∂x1
= 0 ⇒ 1− λp1 = 0 ⇒ 1 = λp1 ⇒ 1

p1
= λ

∂L

∂x2
= 0 ⇒ 1

x2
− λp2 = 0 ⇒ 1

x2
= λp2 ⇒ 1

x2p2
= λ

∂L

∂λ
= 0 ⇒ m− p1x1 − p2x2
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Y planteando λ = λ entonces:
1

p1
=

1

x2p2

xM2 =
p1
p2

Note que el bien no lineal encuentra su demanda marshalliana directamente del planteamiento de la
condición de optimalidad TMSSx1,x2 = TMSM . Y evaluando en la restricción presupuestaria:

m = p1x1 + p2x2 ⇒ m = p1x1 +��p2

(
p1

��p2

)
⇒ m = p1x1 + p1 ⇒ m = p1(x1 + 1)

⇒ m

p1
= x1 + 1 ⇒ m

p1
− 1 = xM1

Observe que la función de demanda del bien x2 no depende dem, es decir, es un bien que ante eventuales
cambios en el ingreso, permanece constante (no tiene efecto renta o efecto ingreso), sin embargo el bien
x1 śı depende de m, de forma que śı tendŕıa eventualmente un efecto ingreso.

Ejercicio 9 [Función de utilidad cuasilineal en dos variables]. Considere la función de utilidad u(x, y) =
x+ ln y − 1.

Encuentre la función de demanda de los dos bienes. No considere casos de esquina.

Se sabe que en el óptimo se tiene que cumplir la condición de optimalidad TMSSx,y = TMSMx,y, por
lo que entonces:

UMGx
UMgy

=
px
py

⇔ 1
1
y−1

=
px
py

⇔ y − 1

1
=
px
py

⇔ y − 1 =
px
py

⇔ yM =
px
py

+ 1

Observe que de la condición de optimalidad planteada, se obtiene una expresión que no depende del
consumo del otro bien x, por lo cual esta es la función de demanda marshalliana del bien y. Esta
función de demanda tampoco depende del ingreso, puesto es el bien no lineal en la función de utilidad.

Ahora, para encontrar el bien x se evalúa la expresión de y encontrada en la restricción presupuestaria.
Aśı:

m =pxx+ pyy

⇒ m =pxx+ py

(
px
py

+ 1

)
⇔ m =pxx+��py

(
px + py

��py

)
⇔ m =pxx+ px + py

⇔ m− py =pxx+ px

⇔ m− py =px (x+ 1)

⇔ m− py
px

=x+ 1

⇔ m− py
px

− 1 =xM
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Ejercicio 10 [Función de utilidad cuasilineal con un parámetro]. Encuentre la demanda marshalliana de la
siguiente función de utilidad

u(x, y) =A ln(1 + x) + y

En el óptimo se sabe que:

TMSSx,y =TMSMx,y

⇔ UMgx
UMgy

=
px
py

A
1+x

1
=
px
py

A

1 + x
=
px
py

Apy
px

=1 + x

Apy
px

− 1 =xM

Y sustituyendo en la restricción presupuestaria:

m =pxx+ pyy

m =px

(
Apy
px

− 1

)
+ pyy

m =px

(
Apy − px

px

)
+ pyy

m =��px

(
Apy − px

��px

)
+ pyy

m =Apy − px + pyy

m−Apy + px =pyy

m−Apy + px
py

=yM

Ejercicio 11 [Función de utilidad cuasilineal en dos bienes]. Obtenga la demanda marshalliana para la
siguiente función de utilidad y considere los casos de solución de esquina.

u(x, y) =2
√
x+ y

Primero hay que comprobar si existe la posibilidad de que haya solución de esquina

Bien x

UMgx =�2 ·
1

�2
x−

1
2

=
1

x
1
2

Se examina el ĺımite de UMgx a medida que x tiende a 0.

ĺım
x→0

UMgx = ĺım
x→0

1

x
1
2

=∞
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Esto significa que cuando se tiene muy poco o nada del bien x, la primera unidad que se consuma
generaŕıa una utilidad marginal positiva e infinita, por lo cual, se querŕıa consumir ese bien y no
tendŕıa sentido consumir 0 del mismo, y por lo tanto, no puede haber solución de esquina para el bien
x.

Bien y

UMgy =1

Se examina el ĺımite de UMgy a medida que y tiende a 0.

ĺım
y→0

UMgy = ĺım
y→0

=1

Dado que el ĺımite de la utilidad marginal del bien y es constante, es posible que haya solución de
esquina para el bien y.

Aśı, habŕıa que analizar casos:

• yM = 0 ∧ xM = m
px

se gasta
todo en x

• yM ̸= 0

Se procede a obtener las demandas marshallianas con normalidad. Se sabe que en el óptimo:

TMSx,y =TMSMx,y

⇔ UMgx
UMgy

=
px
py

1

x
1
2

1
=
px
py

1

x
1
2

=
px
py

py
px

=x
1
2(

py
px

)2

=xM
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Evaluando en la restricción presupuestaria:

m =pyy + pxx

m =pyy + px

(
py
px

)2

m =pyy +��px

(
p2y

p�2x

)

m =pyy +
p2y
px

m−
p2y
px

=pyy

m− p2y
px

py
=y

mpx−p2y
px

py
=y

mpx − p2y
pxpy

=yM

Ejercicio 12 [Otra función de utilidad cuasilineal con un parámetro]. Encuentre la demanda marshalliana
de la siguiente función de utilidad

u(x, y) =A ln(1 + x) + y

En el óptimo se sabe que:

TMSSx,y =TMSMx,y

⇔ UMgx
UMgy

=
px
py

A
1+x

1
=
px
py

A

1 + x
=
px
py

Apy
px

=1 + x

Apy
px

− 1 =xM

Y sustituyendo en la restricción presupuestaria:

m =pxx+ pyy

m =px

(
Apy
px

− 1

)
+ pyy

m =px

(
Apy − px

px

)
+ pyy

m =��px

(
Apy − px

��px

)
+ pyy

m =Apy − px + pyy

m−Apy + px =pyy

m−Apy + px
py

=yM
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Ejercicio 13 [Función de utilidad cuasilineal con complementos]. Considere la función de utilidad u(x, y) =
x+mı́n(x, y).

Encuentre la función de demanda de los dos bienes. No considere casos de esquina.

En esta ocasión deben plantearse casos según sea menor x o y o incluso que sean iguales.{
u(x, y) = x+ x = 2x si x < y

u(x, y) = x+ y si x > y
Luego, dada la anterior función de utilidad, considere cada posible

relación de precios. Con ello, se obtiene que las demandas marshallianas corresponden a:

Ejercicio 14 [Suma de logaritmos6]. Considere la siguiente función de utilidad:

u(x, y) = lnx+ ln(y − 1)

x > 0 ∧ y − 1 > 0

Derive las funciones de demanda marshallianas a partir de la función de utilidad dada.

Se sabe que en el óptimo debe cumplirse que:

TMSSx,y =TMSMx,y

⇔
1
x
1
y−1

=
px
py

⇔ y − 1

x
=
px
py

⇔ y − 1 =
px
py
x

⇔ y =
px
py
x+ 1

Y evaluando en la restricción presupuestaria:

m =px · x+ py · y

m =px · x+ py ·
(
pxx

py
+ 1

)
m =px · x+��py ·

(
pxx+ py

��py

)
m =pxx+ pxx+ py

m− py =pxx+ pxx

m− py =2pxx

m− py
2px

=xM

Y por lo tanto:

6Tomado de Chaves, Con y Guevara (2022)
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y =
px
py
x+ 1

⇔ y =
px
py

(
m− py
2px

)
+ 1

⇔ y =��px
py

(
m− py
2��px

)
+ 1

⇔ y =
m− py
2py

+ 1

⇔ y =
m− py + 2py

2py

⇔ yM =
m+ py
2py

Ejercicio 15 [Función de utilidad cuasilineal en dos bienes7]. Considere la siguiente función de utilidad:

u(x, y) =α ln(1 + x) ln y

α ∈ R+

Derive las funciones de demanda marshallianas a partir de la función de utilidad dada.
Se sabe que en el óptimo debe cumplirse que:

TMSSx,y =TMSMx,y

⇔
α ln y
1+x

α ln(1+x)
y

=
px
py

⇔ �αy ln y

�α(1 + x) ln(1 + x)
=
px
py

Ejercicio 16 [Una función de utilidad diferente8]. Considere la siguiente función de utilidad:

U(x, y) = lnx+ ln(y − 1)

(x > 0) ∧ (y > 1)

Se utiliza la condición de optimalidad para encontrar las demandas marshallianas:

UMx

UMy
=
Px
Py

1/x

1/(y − 1)
=
Px
Py

y − 1

x
=
Px
Py

x =
(y − 1)Py

Px

Se sustituye x en la restricción presupuestaria para encontrar y∗.

m = Pxx+ Pyy

m = Px

[
(y − 1)Py

Px

]
+ Pyy

y∗ =
m+ Py
2Py

7Ejercicio tomado de ACCG
8Ejercicio tomado de ACCG
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Al sustituir y∗ en x =
(y−1)Py

Px
, se obtiene el siguiente resultado.

x∗ =
m− Py
2Px

Ejercicio 17 [Función de utilidad cuasilineal: solución interna y de esquina9]. A continuación se derivan las
funciones de demanda a partir de la siguientes funciones de utilidad:

U(x, y) = α ln(1 + x) ln(y)

α ∈ R+

Primeramente, se debe evaluar si existen soluciones de esquina. Para determinar esto se utilizan los ĺımites
de las utilidades marginales cuando el bien correspondiente tiende a cero.

UMx = α
1

1 + x
⇒ ĺım

x→0

α

1 + x
= α ∈ R+

UMy = 1 ⇒ ĺım
y→0

1 = 1 ∈ R+

Por lo tanto, existen tres casos para encontrar las demandas marshallianas, ya que puede haber solución
de esquina para el bien x o el bien y.

Caso 1: (x = 0) ∧ (y ̸= 0)
Las demandas marshallianas seŕıan las siguientes:

x∗ = 0

y∗ =
m

Py

Esto significa que todo el ingreso se destina al consumo del bien y.
Caso 2: (x ̸= 0) ∧ (y = 0):

Las demandas marshallianas seŕıan las siguientes:

y∗ = 0

x∗ =
m

Px

Esto significa que todo el ingreso se destina al consumo del bien x .
Caso 3: (x ̸= 0) ∧ (y ̸= 0)

Se utiliza la condición de optimalidad para encontrar las demandas marshallianas:

UMx

UMy
=
Px
Py(

α
1+x

)
1

=
Px
Py

x∗ =
αPy − Px

Px

Se sustituye x∗ en la restricción presupuestaria para encontrar y∗.

m = Pxx+ Pyy

m = Px

(
αPy − Px

Px

)
+ Pyy

y∗ =
m− αPy + Px

Py

9Ejercicio tomado de ACCG
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Caṕıtulo 4

El problema de minimización del
gasto

Los problemas de minimización del gasto o el ingreso sujeto a una restricción presupuestaria pueden ser
resueltos mediante el método de los multiplicadores de Lagrange si las curvas de indiferencias son convexas
y hay solución interna. Adicionalmente, también se puede utilizar el metodo de Karush-Kuhn-Tucker para
resolver estos problemas de forma más general.

Para efectos prácticos: lo que hay que hacer para encontrar las funciones de demanda hicksianas, lo que
se puede hacer es evaluar la condición de optimalidad encontrada durante el proceso de resolución de las
demandas marshallianas y en la función de utilidad. Esto va a permitir obtener una función que depende de
precios y de la utilidad.

4.1. Caso de n-bienes

Derivación general 6 [Minimización del gasto con n insumos]. Suponga un consumidor que presenta una

función de utilidad de la forma: u(X⃗), la cual se desea maximizar dada una cierta restricción presupuestaria

de la forma m ≥
n∑
i=1

pixi, entonces, se tiene el siguiente problema que describe la maximización de su

utilidad:

mı́n
x1,x2,...,xn

n∑
i=1

pixisujeto a u ≤ u(X⃗) (4.1)

De esta forma, se puede plantear el siguiente lagrangeano para resolver el problema de maximización.

Por el teorema de Karush-Kuhn-Tucker debe cumplirse:

L :

n∑
i=1

pixi + λ (x⃗− u)

69
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Por el teorema de Karush-Kuhn-Tucker debe cumplirse:

∂L
∂x1

≤ 0 ⇒
∂

[
n∑
i=1

pixi

]
∂x1

− λ
∂u(X⃗)

∂x1
≤ 0 x1


∂

[
n∑
i=1

pixi

]
∂x1

− λ
∂u(X⃗)

∂x1

 = 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒
∂

[
n∑
i=1

pixi

]
∂x2

− λ
∂u(X⃗)

∂x1
≤ 0 x2


∂

[
n∑
i=1

pixi

]
∂x2

− λ
∂u(X⃗)

∂x2

 = 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒
∂

[
n∑
i=1

pixi

]
∂xn

− λ
∂u(X⃗)

∂x1
≤ 0 x1


∂

[
n∑
i=1

pixi

]
∂xn

− λ
∂u(X⃗)

∂xn

 = 0

∂L
∂λ

≤ 0 ⇒ u(X⃗)− u ≤ 0 λ
[
u(X⃗)− u

]
= 0

Para este caso igualmente se pueden hacer todas las consideraciones anteriores sobre las posibilidad de
casos de esquina y soluciones interiores de manera análoga. Las condiciones anteriores se pueden reformular
de la siguiente manera:

∂L
∂x1

≤ 0 ⇒ p1 − λ
∂u(X⃗)

∂x1
≤ 0 x1

[
p1 − λ

∂u(X⃗)

∂x1

]
= 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒ p2 − λ
∂u(X⃗)

∂x2
≤ 0 x2

[
p2 − λ

∂u(X⃗)

∂x2

]
= 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒ pn − λ
∂u(X⃗)

∂xn
≤ 0 xn

[
pn − λ

∂u(X⃗)

∂xn

]
= 0

∂L
∂λ

≤ 0 ⇒ u(X⃗)− u ≤ 0 λ
[
u(X⃗)− u

]
= 0

La solución a estos problemas de minimización se llaman funciones hicksianas de demanda, también
llamadas demandas compensadas . Estas funciones se caracterizan porque dependen de los precios de
todos los bienes de la función de utilidad y de la utilidad.

Entonces, si se descarta la posibilidad de soluciones de esquina, las condiciones de optimalidad pueden
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resumirse de la siguiente manera:

p1 − λ
∂u(X⃗)

∂x1
=0 ⇔ p1

∂u(X⃗)

∂x1

= λ

p2 − λ
∂u(X⃗)

∂x2
=0 ⇔ p2

∂u(X⃗)

∂x2

= λ

...

pn − λ
∂u(X⃗)

∂xn
=0 ⇔ pn

∂u(X⃗)

∂xn

= λ

Ahora, tomándose dos bienes cualesquiera j y k puede observarse que:

λ = λ⇔ pj

∂u(X⃗)

∂xj

=
pk

∂u(X⃗)

∂xk

pj
pk

=

∂u(X⃗)
∂xj

∂u(X⃗)
∂xk

⇔ pj
pk

=
UMgxj

UMgxk

Observe que la condición de optimalidad a la que se llega para obtener funciones de demanda hicksianas es
la misma que para obtener las funciones de demanda marshallianas. La diferencia es que ahora, al evaluar
la condición de optimalidad en la restricción del problema, se hace en la función de utilidad y no en la
restricción presupuestaria (por lo que irónicamente no seŕıa la función restricción) dado que esta restricción
presupuestaria es la función objetivo que se desea minimizar.

Al evaluar la condición de optimalidad en la función restricción que es la función de utilidad, se obtendrá
una expresión que depende de los precios y de la utilidad, por lo cual termina siendo una expresión distinta
a lo que se llega en las funciones de demanda marshallianas.

4.2. Caso de 2 bienes

4.3. Función de Elasticidad de Sustitución Constante

Para la función de utilidad CES, la condición de optimalidad TMSSj,k = TMSMj,k implica que

xk =

(
pjαk
pkαj

) 1
1+ρ

xj
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Por lo tanto, para obtener la función de demanda hicksiana se evalúa esa condición de optimalidad en la
función de utilidad. De esta manera:

u(X⃗) =

(
n∑
i=1

αix
−ρ
i

)−1
ρ

⇔ u =

 n∑
k=1

αk

((
pjαk
pkαj

) 1
1+ρ

xj

)−ρ
−1
ρ

⇔ u =

(
n∑
k=1

αk

((
pjαk
pkαj

) −ρ
1+ρ

x−ρj

))−1
ρ

⇔ u =

(
pj
αj

) 1
1+ρ

xj

(
n∑
k=1

αk

((
αk
pk

) −ρ
1+ρ

x−ρj

))−1
ρ

⇔ xHj =
u(

pj
αj

) 1
1+ρ

( n∑
k=1

αk

((
αk
pk

) −ρ
1+ρ

x−ρj

))−1
ρ



4.3.1. Función de Utilidad: Cobb-Douglas

4.3.2. Función de Utilidad: complementos perfectos

4.3.3. Función de Utilidad: sustitutos perfectos

4.4. Función de utilidad indirecta

La utilidad que se ha venido estudiando puede ser expresada en términos de los precios y el ingreso, esto
mediante la función de utilidad indirecta. Formalmente se tiene:

Definición 4. Def́ınase la función de utilidad indirecta v como

u = v(x1, x2, . . . , xn) = v
[
xM1 (m, p⃗), xM2 (m, p⃗), . . . , xMn (m, p⃗)

]
= ψ(m, p⃗)

Esta función de utilidad indirecta se obtiene como resultado de evaluar los niveles óptimos de las variables
de decisión (los niveles de consumo de cada mercanćıa) en la función objetivo, es decir, la función de utilidad.

De esta forma, se concluye entonces que la función de utilidad indirecta es una función que depende de
los precios y el ingreso, dado que, al evaluar las funciones de demanda marshallianas (las cuales a su vez
dependen del precio y el ingreso) en la función de utilidad, entonces la utilidad quedará en términos de
precios e ingreso. Aśı pues, para el caso de dos variables:

v(px, py,m) =máx
x,y

{u(x, y) s.a pxx+ pyy = m}

=u(xM (m, px, py), y
M (m, px, py))

Ejemplo 6 [Función de utilidad indirecta: caso Cobb-Douglas]. Note que en la función de utilidad Cobb-
Douglas se obteńıa el siguiente nivel óptimo de consumo al maximizar la utilidad

xMj =
αjm

pj

n∑
i=1

αk

Ahora, ese nivel óptimo de consumo (es decir, la expresión de la demanda marshalliana encontrada para el
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bien j) debe ser evaluada en la función de utilidad original, por lo tanto:

u(X⃗) =

n∏
j=1

x
αj

j

⇔ u =

n∏
j=1

 αjm

pj

n∑
k=1

αk


αj

⇔ u =

 α1m

p1

n∑
k=1

αk


α1

·

 α2m

p2

n∑
k=1

αk


α2

· · · · ·

 αnm

pn

n∑
k=1

αk


αn

⇔ u =


 m

n∑
k=1

αk


α1 (

α1

p1

)α1

 ·


 m

n∑
k=1

αk


α2 (

α2

p2

)α2

 · · · · ·


 m

n∑
k=1

αk


αn (

αn
pn

)αn



⇔ u =

 m
n∑
k=1

αk



n∑
j=1

αj

n∏
j=1

(
αj
pj

)αj

Nota 9. Note que la principal diferencia respecto de las funciones marshallianas es que las funciones de
demanda hicksianas dependen de los precios de los bienes y de la utilidad, mientras que las marshallianas,
además de depender de los precios de los bienes, dependen del ingreso.

4.4.1. Teorema de la envolvente

Del problema de maximización de utilidad sujeto a una restricción presupuestaria se obtiene el siguiente
planteamiento:

máx
x,y

u(x, y)s.a. m = pxx+ pyy (4.2)

De esta forma, se puede plantear el siguiente lagrangeano para resolver el problema de maximización.

L : u(x, y) + λ(m− pxx− pyy)

A partir de la solución de este problema, la función de utilidad indirecta se defińıa como:

v(m, p⃗) = v(m, px, py) =máx
x,y

{u(x, y) s.a m = pxx+ pyy}

=u(xM (px, py,m), yM (px, py,m))

Sin embargo, a partir de esta función de utilidad indirecta, suponga que en esta ocasión se quisieran obtener
las condiciones de primer orden en función de los parámetros, es decir: el ingreso, el precio de x y el precio
de y. De esta manera el lagrangiano nuevo seŕıa:

L = u(xM (px, py,m), yM (px, py,m)) + λ(m− pxx
M − pyy

M )
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Y las condiciones de primer orden respecto de los parámetros seŕıan:

∂L
∂m

=

(
∂u

∂x

∂xM

∂m

)
+

(
∂u

∂y

∂yM

∂m

)
+ λ

(
1− px

∂xM

m
− py

∂yM

∂m

)
=

(
∂u

∂x

∂xM

∂m

)
+

(
∂u

∂y

∂yM

∂m

)
+ λ− λ

(
px
∂xM

m
− py

∂yM

∂m

)
= λ+

(
∂u

∂x

∂xM

∂m

)
+

(
∂u

∂y

∂yM

∂m

)
+ λ

(
−px

∂xM

m
− py

∂yM

∂m

)
= λ+

∂u

∂x

∂xM

∂m
+
∂u

∂y

∂yM

∂m
− λpx

∂xM

m
− λpy

∂yM

∂m

= λ+

(
∂u

∂x
− λpx

)
∂xM

∂m
+

(
∂u

∂y
− λpy

)
∂yM

∂m

= λ+ (UMgx − λpx)
∂xM

∂m
+ (UMgy − λpy)

∂yM

∂m
∂L
∂px

=

(
∂u

∂x

∂xM

∂px

)
+

(
∂u

∂y

∂yM

∂px

)
+ λ

(
−xM − px

∂xM

∂px
− py

∂yM

∂px

)
=
∂u

∂x

∂xM

∂px
+
∂u

∂y

∂yM

∂px
− λxM − λpx

∂xM

∂px
− λpy

∂yM

∂px

=

(
∂u

∂x
− λpx

)
∂xM

∂px
+

(
∂u

∂y
− λpy

)
∂yM

∂px
− λxM

= (UMgx − λpx)
∂xM

∂px
+ (UMgy − λpy)

∂yM

∂px
− λxM

∂L
∂py

=

(
∂u

∂x

∂xM

∂py

)
+

(
∂u

∂y

∂yM

∂py

)
+ λ

(
−px

∂xM

∂py
− yM − py

∂yM

∂py

)
=
∂u

∂x

∂xM

∂py
+
∂u

∂y

∂yM

∂py
+−λpx

∂xM

∂py
− λyM − λpy

∂yM

∂py

=

(
∂u

∂x
− λpx

)
∂xM

∂py
+

(
∂u

∂y
− λpy

)
∂yM

∂py
− λyM

Ejercicio 18 [Funciones de utilidad, demandas y gasto1]. Considere las preferencias por los bienes xi de un
consumidor que tiene una restricción presupuestaria.

U (x1, x2, . . . , xn) = x1 +

n∑
i=2

ln (xi) ∀i = 2, . . . , n

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

2. Halle la función de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la función de mı́nimo costo.

→ Comprobar si hay solución de esquina:
Si ĺımxi→0 UMi = ∞ entonces no hay solución de esquina para xi
Note que:
ĺımx1→0 UM1 = ĺımx1→0 1 = 1 ̸= ∞ (puede pasar que x1 = 0 )
ĺımxi→0 UMi = ĺımxi→0

1
xi

= ∞ ∀i = 2, . . . , n (no hay solución de esquina para Xi ∀i con i = 2, . . . n )
Maximizando la utilidad:
Problema del consumidor:

1Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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máxxj ,∀j {xi +
∑n
i=2 lnxi} s.o m =

∑n
i=1 pixi = p1x1 +

∑n
i=2 pixi

El lagrangeano asociado es:



d1 : 1− λp1 = 0
d2 : 1

x2
− λp2 = 0
...

dj :
1
xj

− λpj = 0

dk : 1
xk

− λpk = 0
...

dn : 1
xn

− λpn = 0

dλ : m− p1x1 −
∑n
i=2 pixi = 0

Solución interna (xi > 0 ∀i = 1, 2, . . . , n)
Combinando d1 con dj se obtiene que
1
1
xj

= ρ1
ρj

⇒ xmj = ρ1
ρj

(pora este caso la cond opt. coincide

Inyectando esto en zλ se tiene

m− p1x1 −
n∑
j=2

p1

(
p1
pj

)
= 0

⇒ m− p1x1 −
n∑
j=2

p1 = 0

⇒ m− p1x1 − (n− 1)p1 = 0

x1 =
m− (n− 1)p1

p1
(marshalliana de x1 )

¿Cuándo x1 > 0? m−(n−1)ρ1
ρ1

> 0 ⇒ m
ρ1
> n− 1

Dado que:

u (x1, . . . , xn) = x1 +

n∑
i=2

lnxi

⇒ v (m, p1, . . . , pn) =
m− (n− 1)p1

p1
+

n∑
i=2

ln

(
p1
pi

)
(utilidad indirecto)

Minimizando el gasto
Problema del consumidor:

mı́n
xj ,yj

{
p1x1 +

n∑
i=2

pixi

}
s.o ū = x1 +

n∑
i=2

lnxi

El lagrangcano asociado es:
L : p1x1 +

∑n
i=1 p1xi + λ (ū− x1 −

∑n
i=2 lnxi)

CPO


α1 : p1 − λ = 0

...
αj : pj − λ

xj
= 0

αK : pK − λ
xK

= 0

αλ : ū− x1 −
n∑
i=2

lnxi = 0
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Combinando z1 con zj se obtiene que:

p1
pj

= xj

Inyectando esto en zλ se tiene

X1 = U −
n∑
j=2

ln

(
ρ1
ρj

)

Dado que G = p1x1 +
∑n
i=2 pixi

G (ū, p1, . . . pn) = p1u− p1

n∑
j=2

ln

(
p1
pj

)
+ (n− 1)p1 (función de mı́nimo gasto)

Solución de esquina (x1 = 0 ∧ xj > 0 ∀j = 1, . . . , n)
Si m

p1
< n− 1 ⇒ x1 = 0 ∧ m =

∑n
j=2 pjxj ∧ u =

∑n
i=2 lnxi

Combinando dj ∧ dk se tiene:
xj

xk
= ρk

ρj
(cond opt.) Inyectando esto en m =

∑n
j=2 pjxj

Se Ilega a m =
∑n
j=2 pkxk ⇒ m = (n− 1)Pkxk ⇒ xk = m

(n−1)pk
(marshalliano)

Inyectando la cond opt en la función de utilidad se tiene

u =

n∑
j=2

ln

(
pkXk

pj

)

u = (n− 1) ln pk + (n− 1) lnxk −
n∑
j=2

ln pj ⇒ xk = eu−(n−1) ln pk+
∑n

j=2 ln pj

v (m, p2, . . . , pn) =

n∑
k=2

ln

(
m

(n− 1)pk

)
= (n− 1)[ln(m)− ln(n− 1)]−

n∑
k=2

ln pk

G (ū, p2, . . . , pn) =

n∑
k=2

pke
u−(n−1) ln pk+

∑n
j=1 ln pj

Ejercicio 19 [Funciones de utilidad, demandas y gasto2]. Considere las preferencias por los bienes xi de un
consumidor que tiene una restricción presupuestaria.

U (x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

xαi
i

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas para todos los bienes.

2. Halle la función de utilidad indirecta.

3. Obtenga la función de mı́nimo costo.

Solución

TMS =
uMj

uMk
=
αjx

−1
j

∏n
i=1 x

α
i

αkx
−1
k

∏n
k=1 x

α
k

=
pj
pk

⇒ xk
xj

=
αkpj
αjpk

(condición de optimalidad)

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)



4.4. FUNCIÓN DE UTILIDAD INDIRECTA 77

Al inyectar la condición de optimalidad en la restricción presupuestaria se obtiene la demanda marsha-
lliana:

m =

n∑
k=1

αkpjxj
αj

⇒ xj =
αjm

pj
∑j
k=1 αk

Al inyectar la condición de optimalidad en la función de utilidad se obtiene la demanda hicksiana

U =

n∏
k=1

(
αkρj
αjρk

xj

)αk

⇒ U =

(
ρjxj
αj

)∑n
k=1 αk n∏

k=1

(
αk
ρk

)αk

⇒ xj =
αjU

1∑
k=k

∏n
k=1

(
ρk
ρk

) αk∑
k=1 αk

ρj

V (m, p1, . . . , pn) =

n∏
j=1

(
αjm

pj
∑j
k=1 αk

)αj

=

(
m∑
k=1

)∑n
j=1 αj n∏

j=1

[
αj
pj

]αj

G (ū, p1, . . . , pj) =

n∑
j=1

αju
1∑
j=1

n∏
k=1

(
pk
αk

) αk∑α
k=1

αk

= u
∑1

i=1
n∑
k=1

n∏
k=1

(
pk
αk

) αk∑α
k=1

αk

 n∑
j=1

αj


Ejercicio 20 [Funciones de utilidad, demandas y gasto3]. La función de utilidad de un individuo está en
función de n bienes según la siguiente ecuación:

U (x1, x2, . . . , xn) = x1 +

n∑
i=2

ln (xi − 1) con ∀xj > 0 j = 1, . . . , n

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas para todos los bienes.

2. Halle la función de utilidad indirecta.

3. Obtenga la función de mı́nimo costo.

→ Si se maximiza la utilidad
El inciso dice xi > 0∀i por lo que sólo interesa solución interna.

maxxi∀i

{
x1 +

n∑
i=2

ln (xi − 1)

}
s.a m = p1x1 +

n∑
i=2

pixi

α : x1 +

n∑
i=2

ln (xi − 1) + λ

(
m− p1x1 −

n∑
i=2

pixi

)

cPO


α1 : 1− λp1 = 0 1

p1
=

...
αk : 1

xj−1 − λpj = 0 1
xk−1

− λpk = 0

αλ : m− p1x1 −
∑n
i=2 pixi = 0 λpj =

1
xj−1

Combinando d1 con dj se obtiene que:

1
1

xj−1

=
p1
pj

⇒ xj =
p1

pj + 1

Inyectando esto en zλ se obtiene la demanda marshalliana

m− p1x1 −
n∑
j=2

pj (p1 + 1) = 0

m− p1x1 − (n− 1)p1 −
n∑
j=2

pj = 0

x1 =
m− (n− 1)p1 −

∑n
j=2 pj

p1
3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Inyectando xj =
p1
pj+1 en la función de utilidad se obtiene la demanda hicksiana:

u = x1 +

n∑
j=2

ln

(
p1
pj

)
⇒ x1 = u− (n− 1) ln p1 +

n∑
j=2

ln pj

V (m, p1, . . . , pn) =
m− (n− 1)p1 −

∑n
j=2 pj

p1
+

n∑
j=2

ln

(
p1
pj

)
=
m− (n− 1)p1 −

∑n
j=1 pj

p1
+ (n− 1) ln p1 −

n∑
j=2

ln pj

G (ū, p1, . . . , pn) = p1

u− (n− 1) ln p1 +

n∑
j=2

ln pj

+

n∑
j=2

pj

(
p1
pj

+ 1

)

⇒ G (ū, p1, . . . , pn) = p1

u− (n− 1) ln p1 +

n∑
j=2

ln pj

+ (n− 1)p1 +

n∑
j=2

pj

Ejercicio 21 [Funciones de utilidad, demandas y gasto4]. Considere las preferencias por los bienes xi de un
consumidor que tiene una restricción presupuestaria.

U (x1, x2, . . . , xn) =

n∑
i=1

ln (xi)

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

2. Halle la función de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la función de mı́nimo costo.

1.

maxxi∀i

{
n∑
i=1

lnxi

}
s.a m ⩾

n∑
i=1

pixi ∧ xi ⩾ 0 ∀i = 1, . . . , n

UMi =
1

xi
⇒ ĺım

xi→0
UMi = ∞ ⇒ xi > 0 ⇒ UMi > 0 ⇒ m =

n∑
i=1

pixi

Entonces

4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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maxxi∀i

{
n∑
i=1

lnxi

}
s.a m =

n∑
i=1

pixi

̸ L∗ =

n∑
i=1

lnxi + λ

(
m−

n∑
i=1

pixi

)

cP0


dxj

= 1
xj

− λpj = 0

dxk
= 1

xk
− λpk = 0

dλ = m−
∑n
i=1 pixi = 0

⇒
1
xj

1
xk

=
pj
pk

⇒ xk =
pi
pk
xj

m =

n∑
k=1

pkxk

⇒ m =

n∑
k=1

pkpjxj

⇒ m = npjxj

xj =
m

npj
= xj (m, p1, . . . , pn)

2)

v (m, p1, . . . , pn) =

n∑
j=1

ln

(
m

npj

)

v (m, p1, . . . , pn) = n lnm− n lnn−
n∑
j=1

ln pj

3)

mı́n
xi∀i

n∑
i=1

pixi s.a u =

n∑
i=1

lnxi

cPo


∑n
i=1 pixi + λ (u−

∑n
i=1 lnxi)

dxj
: pj + λ 1

xj
= 0

dλ : pk + λ 1
xk

= 0

pj
pk

=

1
xj

1
xk

⇒ xk
xi

=
pj
pk

⇒ xk =
pj
pk
xj

u =

n∑
k=1

lnxk ⇒ u =

n∑
k=1

ln

(
pj
pk
xj

)

u =

n∑
k=1

[ln pj + lnxj − ln pk]

u = n ln pj + n lnxj −
n∑
k=1

ln pk

lnxj =
u− n ln pj +

∑n
k=1 ln pk

n

ek/xj = e
u−n ln pj+

∑n
k=1 lpk

n

xj = e
u−n ln pj+

∑n
k=1 npk

n = xj (ū, p1, . . . , pn)
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4)

G∗ (ū, p1, · · · , pn) =
n∑
j=1

Pjxj

G∗ (ū, p1, · · · , pn) =
n∑
j=1

Pje
u−n ln pj+

∑n
k=1 npk

n

Ejercicio 22 [Funciones de utilidad, demandas y gasto5]. Considere las preferencias por los bienes xi de un
consumidor que tiene una restricción presupuestaria.

U (x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

xαi
i con

n∑
i=1

αi = 1

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

2. Halle la función de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la función de mı́nimo costo.

Solución

TMSjk =
UMj

UMk
=
Pj
Pk

U = xαl

l

αi∏
i ̸=l

xαi

Ul = αlx
αl−1
l

n∏
i ̸=l

xαi = αlx
−1
l xαl

l

n∏
i ̸=l

xαi = αlx
−1
l

n∏
i=1

xαi
i

UMj = αjx
−1
j

n∏
i=1

xαi
i

UMk = αkx
−1
k

n∏
i=1

xαi
i

TMSjk =
αjx

−1
j

∏n
i=1 x

αi

αkx
−1
k

∏n
i=1 x

αi
=
Pj
Pk

xk =
αkPi
αjPk

xj → condición optimalidad

Marshallionas

m =

n∑
k=1

Pkxk ⇒ m =

n∑
k=1

Pk
αkPj
αjPk

xj

m =

n∑
k=1

αkPj
αj

xj ⇒ m =
Pjxj
αj

n∑
k=1

α1
k

xmj =
αjm

Pj

5Ejercicio tomado de Casasola (2024)



4.4. FUNCIÓN DE UTILIDAD INDIRECTA 81

Hicksianas

xk =
αkP1

αjPk
xj → condición optimalidad

U =

n∏
k=1

xakk

u =

n∏
k=1

[
αkP1

αjPk
xj

]αk

u =

n∏
k=1

[
Pjxj
αj

]αk
[
αk
Pk

]αk

u =

[
Pjxj
αj

]∑αk
k=1 α

′
k n∏
k=1

[
αk
Pk

]αk

xj =
αj · ū
Pj

·
n∏
k=1

[
Pk
αk

]αk

Utilidad indirecto

U =

n∏
j=1

X
αj

j

V (m,P1, . . . , Pn) =

n∏
j=1

[
αjm

Pj

]αj

= m
∑

j αj

n∏
j=1

[
αj
Pj

]αj

= m

n∏
j=1

[
αj
Pj

]αj

Función mı́nimo gasto

G (ū, P1, . . . , Pn) =

n∑
j=1

P ′
j ·
αj ū

Pj
·
n∏
k=1

[
Pk
αk

]αk

G (ū, P1, . . . , Pn) = ū

n∏
k=1

[
Pk
αk

]αk n∑
j=1

α′
j

G (ū, P1, . . . , Pn) = ū

n∏
k=1

[
Pk
αk

]αk

Ejercicio 23 [Funciones de utilidad, demandas y gasto6]. Considere las preferencias por los bienes xi de un
consumidor que tiene una restricción presupuestaria.

U (x1, x2, . . . , xn) = x21

n∏
i=2

xi

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

2. Halle la función de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la función de mı́nimo costo.

6Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Solución

u = x21
∏n
i=2 xi

L : x21
∏n
i=2 xi + λ [m− p1x1 −

∑n
i=2 pixi]

Lx1 : 2x1
∏n
i=2 xi − λp1 = 0

Lxj : x21
∏n
i=2
i̸=j

xi − λpj = 0

Lxk : x21
∏n
i=2
i ̸=k

xi − λpk = 0

Lλ : m− p1x1 −
∑n
i=2 pixi = 0

2x1
∏n

i=2 xi

x2
1

∏n
i=2
i̸=j

xi
= p1

pj

2xj

x1
= p1

pj
⇒ xj =

p1
2pj

x1
x21
∏n
i=2
i ̸=j

xi

x2
1

∏n
i=2
i ̸=k

xi

pk
⇒ xk =

pj
pk
xj



cond.opt.

m = p1x1 +
∑n
k=2 pkxk

m = p1x1 + (n− 1)pjxj
m = p1x1 + (n− 1) · 1

2p1x1
p1x1

(
1 + n

2 − 1
2

)
= m

p1x1(1 + n) = m
x1 = 2m

p1(1+n)
umarshalliana

xj =
m

pj(1+n)

]
V (m, p1, . . . , pn) =

[
2m

p1(1+n)

]2∏n
j=2

m
pj(1+n)

=
[

2m
p1(1+n)

]2 (
m

1+n

)n−1∏n
j=2 p

−1
j = 4mn+1

p21(n+1)n+1

∏n
j=2 p

−1
j

u = x21
∏n
j=2

p1
2pj

x1

u = x21x
n−1
1

(
p1
2

)n−1 n∏n
j=2 p

−1
j

u
(

2
p1

)n−1
n∏n+1

j=2 pj=x
n+1
1

x1 = u
1

n+1

(
2
p1

)n−1
n+1 ∏n

j=2 p
1

n+1

j

xj =
p1
2pj

u
1

n+1

(
2
p1

)n−1
n+1 ∏n

j=2 p
1

n+1

j



Hicksianas

G (u, p1, . . . , pn) = p1u
1

n+1

(
2

p1

)n−1
n+1

n∏
j=2

p
1

n+1

j +

n∑
j=2

p1
2
u

1
n+1

(
2

p1

)n−1
n+1

n∏
j=2

p
1

n+1

j

Ejercicio 24 [Funciones de utilidad, demandas y gasto7]. Considere las preferencias por los bienes xi de un
consumidor que tiene una restricción presupuestaria.

U (x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=2

(x1 − 1)xi

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

2. Halle la función de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la función de mı́nimo costo.

7Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Solución

u =

n∏
i=2

(x1 − 1)xi ⇒ u = (x1 − 1)
n−1

n∏
i=2

xi

L : (x1 − 1)
n−1

n∏
i=2

xi + λ

[
m− p1x1 −

n∑
i=2

pixi

]

cP0



Lx1 = (n− 1) (x1 − 1)
n−2∏n

i=2 xi − λp1 = 0

Lxj : (x1 − 1)
n−1∏n

i=2
i ̸=j

xi − λpj = 0

Lk : (x1 − 1)
n−1∏n

i=2
i̸=k

xi − λpk = 0

Lλ : m− p1x1 −
∑n
i=2 pixi = 0

(n− 1) (x1 − 1)
n−2∏n

i=2 xi
(x1 − 1)

n−1∏n
i=2
i ̸=j

xi
p1
pj

⇒
∏n
i̸=2
|≠j

xi

xj =
p1

pj(n−1) (xi − 1) ( cond opt. entre x1 ∧ xj)

(x1−1)n−1 ∏n
i=2
i ̸=j

xi

(x1−1)n−1 ∏n
i=2
i ̸=k

xi
=

pj
pk

⇒ xk

xj
=

pj
pk

⇒ xk = pjxj (cond opt entre xj ∧ xk


m− p1x1 −

∑n
k=2 pkxk = 0

m− p1x1 −
∑n
k=2 pjxj = 0

m− p1x1 − (n− 1)pjxj = 0
m− p1x1 − (n− 1)pj · p1

pj(n−1) (x1 − 1) = 0

m− 2p1x1 + p1 = 0
xn1 = m+p1

2p1

xnj = p1
pj(n−1)

(
m+p1
2p1

− 1
)

xj =
p1

pj(n−1) (x1 − 1)

xk =
pj
pk
xj



cond.opt
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u = (xi − 1)
n−1

n∏
k=2

xk

u = [(xi − 1) pjxj ]
n−1

n∏
k=2

p−1
k

u =

[
(xi − 1) pj

p1
pj(n− 1)

(xi − 1)

]n−1 n∏
k=2

p−1
k

u =

[
(xi − 1)

2 · p1
(n− 1)

]n−1 n∏
k=2

p−1
k

u = (xi − 1)
2(n−1)

(
p1

n− 1

)n−1 n∏
k=2

p−1
k

xH1 =

[
u

(
n− 1

p1

)n−1 n∏
k=2

pk

] 1
2(n−1)

+ 1

xHj =
p1

pj(n− 1)

[
u

(
n− 1

p1

)n−1 n∏
k=2

pk

] 1
2(n−1)

Hick sian a

v =

(
m+ p1
2p1

− 1

)n−1 n∏
j=2

p1
pj(n− 1)

(
m+ p1
2p1

− 1

)

G∗ = p1

[
u

(
n− 1

p1

)n−1 n∏
k=2

pk

] 1
2(n−1)

+ p1 +

n∑
j=2

p1
(n− 1)

[
u

(
n− 1

p1

)n−1 n∏
k=2

pk

] 1
2(n−1)

Ejercicio 25 [Funciones de utilidad, demandas y gasto8]. Considere un individuo que presenta las siguientes
preferencias por los bienes:

U (x1, . . . , xn) = x1 +

n∑
i=2

x
1
n
i con xj > 0 , ∀j = 1, . . . , n

1. Encuentre las demandas marshallianas para todos los bienes.

2. Encuentre la función de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas hicksianas para todos los bienes.

4. Encuentre la función de mı́nimo gasto.

Solución

8Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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TMS1j =
1

1
n · x

1
n−1
j

=
n

x
1
n−1
j

=
p1
pj

⇒ xm
1,H

j =

(
npj
p1

) n
1−n

m = p1x1 +

n∑
j=2

pj

(
npj
p1

) n
1−n

⇒ m = p1x1 +

(
n

p1

) n
1−n

n∑
j=2

p
1

1−n

j

x1 (m, p1, . . . , pn) =
m−

(
n
p1

) n
1−n ∑n

j=2 p
1

1−n

j

p1

v (m, p1, . . . , pn) =
m−

(
n
p1

) n
1−n ·

∑n
j=2 p

1
1−n

j

p1
+

n∑
j=2

(
npj
p1

) 1
1−n

v (m, p1, . . . , pn) =
m−

(
n
p1

) n
1−n ·

∑n
j=2 p

1
1−n

j

p1
+

(
n

p1

) 1
1−n

n∑
j=2

p
1

1−n

j

ū = x1 +

(
n

p1

) 1
1−n

n∑
j=2

p
1

1−n

j ⇒ x1 (ū, p1, . . . , pn) = u−
(
n

p1

) 1
1−n

n∑
j=2

p
1

1−n

j

G (ū, p1, . . . , pn) = p1

u−
(
n

p1

) 1
1−n

n∑
j=2

p
1

1−n

j

+

n∑
j=2

pj

(
npj
p1

) n
1−n

G (ū, p1, . . . , pn) = p1

u−
(
n

p1

) 1
n−n

n∑
j=2

p
1

1−n

j

+

(
n

p1

) n
1−n

·
n∑
j=2

p
1

1−n

j
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Caṕıtulo 5

Efecto precio: Variación compensada
y equivalente

El cambio en el precio de las mercanćıas o servicios tiene un impacto en la cantidad demandada de
dichos bienes de acuerdo con la ley de la demanda. Aśı, se suele considerar que el impacto total que tiene
un cambio en el precio de las mercanćıas, se puede descomponer en otros dos efectos: el efecto precio y el
efecto sustitución.

Definición 5 [Efecto sustitución]. Consiste en la sustitución de un bien por otro ante un cambio en el precio
relativo de los bienes.

En otras palabras, es el cambio en la cantidad consumida de un bien al cambiar su precio, manteniendo
constante el precio de los demás bienes (ceteris paribus) y el nivel de utilidad u0 ( lo cual se ve refljado en
la demanda compensada o hicksiana)1.

Definición 6 [Efecto ingreso]. Consiste en el cambio resultante de un cambio en el poder adquisitivo ante
una variación en el ingreso de la persona.

En otras palabras refleja el cambio en la cantidad consumida de un bien ante un cambio en el ingreso,
manteniendo los precios de todos los bienes constantes (ceteris paribus).

Si las curvas de indiferencia son convexas, al aumentar el precio de un bien, necesariamente deberá
disminuir la cantidad consumida de ese bien si se mantiene el nivel de utilidad constante, lo cual sugiere que
en efecto la pendiente de la curva de demanda de Hicks o demanda compensada, tiene que tener pendiente
negativa.

Nota 10. Un consejo para recordar la distinción entre convexa y cóncava es que una función que sea convexa
se asemeja a una especie de sonrisa o ’carita feliz’. Recuerde que una función convexa se ve algo aśı:

Ejercicio 26 [Efectos ingreso y sustitución: conceptos2]. Considere los siguientes enunciados:

1Zurita y Vial, 2011
2Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (7 puntos) En un mundo con solo dos bienes, ¿puede ocurrir que ambos bienes sean inferiores? En un
mundo con dos bienes, ¿pueden ambos ser normales? Explica.
→ No puede ocurrir que en un mundo con dos bienes ambos bienes sean inferiores. Cuando uno se
encarece, necesitas gastar más en él (asumiendo que se cumple no saciedad). Si ambos bienes fueran
inferiores, terminaŕıas gastando menos en ambos, lo cual no puede ser óptimo si se satisface no saciedad.
De hecho, incluso si no se satisface no saciedad, aún no puedes tener ambos bienes como inferiores.
Tu canasta original sigue siendo asequible cuando tu ingreso aumenta, por lo que no puedes çambiar.a

algo que ya era asequible antes del aumento en ingreso. Eso implicaŕıa una violación de transitividad.
En un mundo con dos bienes, ambos pueden ser normales: considera U(x, y) = xy.

2. (8 puntos) Supón que hay un aumento en los precios y el consumo disminuye. Dada esta información,
el bien debe ser un bien normal. ¿Verdadero o falso? Explica.
→ Falso. El bien puede ser inferior, pero el efecto sustitución es mayor que el efecto ingreso.

Supón que una consumidora desea solo dos bienes, x e y, y sus preferencias están representadas por la
función de utilidad U(x, y) = x+ y. Además, supón que py = 3 y su ingreso es m = 6.

3. (2 puntos) Supón que px = 4. ¿Cuánto consume la consumidora de cada bien?
→ Si px > py, entonces la consumidora solo consume el bien y, aśı que x = 0 y y = 2.

4. (2 puntos) Supón que px disminuye de px = 4 a p′x = 2. ¿Cuánto consume la consumidora de cada
bien?
→ Ahora p′x < py, aśı que la consumidora solo consume el bien x y por tanto x′ = 3 y y′ = 0.

5. (2 puntos) Supón que p′x disminuye de 2 a p′′x = 1. ¿Cuánto consume la consumidora de cada bien?
→ El precio de x sigue siendo menor, por lo tanto la consumidora sigue consumiendo solo x, y entonces
x′′ = 6, y′′ = 0.

6. (4 puntos) Verdadero o Falso. Proporciona una explicación: cuando px cambia de px = 4 a p′x = 2, hay
efectos de ingreso y sustitución; mientras que cuando px cambia de p′x = 2 a p′′x = 1, no hay efecto de
sustitución.
→ Verdadero. Cuando px cambia de 4 a 2, la consumidora sustituye de y a x porque ahora x es más
barato, y también hay efectos ingreso porque ahora los precios son más bajos y su poder adquisitivo
es mayor. Cuando px disminuye aún más de 2 a 1, solo hay efecto ingreso porque la consumidora ya
estaba consumiendo todo x, y por tanto el aumento en el consumo de x se debe solo a un incremento
en su poder adquisitivo.

Ejercicio 27 [Efectos ingreso y sustitución: un caso concreto3]. Ben consume solo manzanas (x) y camisetas
(y). Sus preferencias pueden representarse mediante la siguiente función de utilidad:

U(x, y) = x2y3

El precio de las manzanas es px, el precio de las camisetas es py, y Ben tiene un ingreso de m dólares.

1. (5 puntos) Encuentra la demanda de manzanas y camisetas como función de px, py y m.
→ En el óptimo:

MRS =
px
py

⇒ 2

3
· y
x
=
px
py

⇒ y =
3

2
· px
py
x

En la restricción presupuestaria:

pxx+ py ·
3

2
· px
py
x = m⇒ 5

2
pxx = m⇒ x =

2

5
· m
px
, y =

3

5
· m
py

2. (5 puntos) ¿Cuál es la elasticidad precio de la demanda por manzanas? ¿Cuál es la elasticidad cruzada
de la demanda por manzanas con respecto al precio de las camisetas?
→ La elasticidad precio de la demanda por manzanas es

εxpx =
∂x

∂px
· px
x

= −2

5
· m
p2x

· px2m
5px

= −1

La elasticidad cruzada de la demanda por manzanas con respecto al precio de las camisetas es:

εxpy =
∂x

∂py
· py
x

= 0

3Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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3. (5 puntos) Dibuja la curva de Engel para las camisetas. ¿Las camisetas son un bien inferior o normal?
¿Cuál es la elasticidad ingreso de la demanda por camisetas?
→ La curva de Engel para las camisetas es una ĺınea recta creciente en m. Dado que la demanda por
camisetas crece con el ingreso, entonces son un bien normal. La elasticidad ingreso de la demanda por
camisetas es:

εym =
∂y

∂m
· m
y

=
3

5py
· m3m

5py

= 1

4. (5 puntos) Verdadero o Falso. Explica: Dado que la demanda de Ben por camisetas no depende del
precio de las manzanas, entonces un cambio en el precio de las manzanas no tiene efecto sustitución
ni efecto ingreso sobre la demanda de camisetas.
→ Falso. Por el efecto sustitución, la demanda por camisetas aumenta en respuesta a un aumento
en el precio de las manzanas, mientras que por el efecto ingreso la demanda disminuye. Con estas
preferencias, ambos efectos se cancelan, por lo que el efecto total es cero.

Ejercicio 28 [Efecto ingreso y sustitución4]. Ben consume solo manzanas (x) y camisetas (y). Sus preferencias
pueden representarse mediante la función de utilidad:

U(x, y) = x2y3

El precio de las manzanas es px, el precio de las camisetas es py, y Ben tiene un ingreso de m dólares.
Deriva la demanda de Ben por manzanas y camisetas como función de px, py y m. Supón que inicialmente
los precios son px = py = 1 y el ingreso es m = 5. ¿Cuántas manzanas consume Ben? ¿Y cuántas camisetas?

Ahora supón que el precio de las manzanas aumenta a px = 2. ¿Cuántas manzanas consume ahora?
¿Cuánto de la disminución en la demanda por manzanas se debe al efecto sustitución y cuánto al efecto
ingreso? Calcula esto numéricamente y muéstralo en un gráfico.

→ La demanda de Ben por manzanas y camisetas como función de px, py y m es:

x =
2

5
· m
px
, y =

3

5
· m
py

Inicialmente x = 2 y y = 3, aśı que el nivel inicial de utilidad es ū = 108. Después del cambio de precios,
x = 1 y y = 3. Para encontrar el ingreso necesario para alcanzar el mismo nivel de utilidad ū a los nuevos
precios usamos el siguiente sistema:

MRS = −p
′
x

py
, u(x, y) = ū

Sustituyendo nuestros valores:

2

3
· y
x
= 2, x2y3 = 108

De la primera ecuación obtenemos que y = 3x. Sustituyendo en la segunda:

27x5 = 108 ⇒ x ≈ 1,32, y ≈ 3,96

Entonces, la disminución en la demanda de manzanas debida al efecto sustitución es igual a 2−1,32 = 0,68,
y la disminución debida al efecto ingreso es igual a 1,32− 1 = 0,32.

4Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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y

x

m

d

3

mm
2

1

(2, 3)
(1, 3)

(1,32, 3,96)

Es importante señalar que la distinción o el reconocimiento de los efectos ingresos y sustitución es muy
importante en la economı́a y suele abordarse de dos maneras distintas: un primer abordaje un poco más
intuitivo es de manera gráfica, que a su vez puede llevarse a cabo de dos maneras distintas según se escoja un
abordaje de Slutsky o de Hicks. Otra manera de hacer esta distinción entre los efectos ingreso y sustitución,
es de manera algebraica, mediante algo que se conoce como la ecuación de Slutsky.

Definición 7 [Efecto precio (total)]. Es la suma del efecto sustitución más el efecto ingreso.

Dicha descomposición o separación de los efectos sustitución e ingreso, puede ser llevada a cabo de
distintas maneras. Especialmente, existen dos principales abordajes para llevar a cabo esta tarea: un abordaje
según Eugene Slutsky y otro abordaje según Sir. John R. Hicks.

5.1. Abordaje según Slutsky

Se tiene una situación inicial como la que sigue:

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

Es decir, dada una restricción presupuestaria, unos precios relativos, un ingreso y unas ciertas preferencias
representadas mediante una función de utilidad, se escoge una canasta o conjunto de consumo que sea
tangente a la restricción presupuestaria. Ahora, ¿qué pasaŕıa si el precio de un bien cambia? La respuesta es
que si, simultáneamente, el precio de un solo bien cambia, habŕıa un cambio en los precios relativos de los
bienes en cuestión. Esto se traduce en un cambio de pendiente para la restricción presupuestaria.
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x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

Precio de x1
disminuye

Precio de x1
aumenta

Precio de x2
disminuye

Precio de x2
aumenta

De esta manera, al cambiar la pendiente de la restricción presupuestaria, cambia el punto de tangencia entre
esta curva y la pendiente de la curva de indiferencia, por lo cual, ha de encontrarse otra curva de indiferencia
que sea tangente con la nueva restricción presupuestaria. Aśı:

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

Precio de x1
disminuye Precio de x1

aumenta

Precio de x2
disminuye

Precio de x2
aumenta

Ebx2b

x1b

Eb
x2b

x1b

I2

I2

Eb
Eb

x2b x2b

x1b

I2
I2

De esta manera, el efecto sustitución se puede aislar ajustando el ingreso del agente, de tal manera que se
puede permitir alcanzar (afford) la cesta inicialmente consumida. Nótese que dependiendo de la variación
en el precio relativo de los bienes, el ajuste en el ingreso puede ser tanto un aumento como una disminución
del mismo. De esta manera, una disminución en el precio de alguno de los bienes, permite adquirir más de
ese bien, ante lo cual, el ajuste en el ingreso seŕıa una disminución del mismo, pero si el precio de uno de
los bienes aumenta, se puede comprar menos de este, haciendo necesario que el ajuste sea un aumento en el
ingreso del mismo.

En el método de variación de Slutsky, se busca hacer un ajuste en el ingreso del agente para que este se
pueda permitir una cierta canasta de consumo. En el caso particular de la variación compensada, se busca
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una variación en el ingreso tal que permita al agente consumir la canasta inicial. En el caso de la variación
equivalente, se busca una variación en el ingreso tal que permita al agente consumir la canasta final.

Para el caso particular en el cual el precio del bien x1 disminuye, la variación necesaria en el ingreso para
que este siga permitiéndose alcanzar la canasta inicial, es una disminución del ingreso, la cual generaŕıa una
nueva restricción presupuestaria. Sin embargo, esta nueva restricción presupuestaria debe mantener la nueva
relación de precios y ser tangente a la primera canasta consumida, puesto que se trata de una variación
compensada. Esto se ve aśı:

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

Ebx2b

x1b

I2

Ec

x1c

x2c I3

Aśı, el cambio de x1a a x1c es el efecto sustitución del bien x1. De x1c a x1b , es decir el efecto restante, es el
efecto ingreso.

¿Cómo saber exactamente cuánto es la renta necesaria para hacer el ajuste o variación correspondiente?
La clave para responder a esta pregunta radica en comprender la existencia de las dos restricciones presu-
puestarias. Aśı, se tiene una primera restricción presupuestaria de la forma m1 = p1x1 + p2x2, y debido al
cambio en el precio del bien 1, surge una nueva restricción presupuestaria que representa los nuevos precios
relativos, y por lo tantom2 = p′1x1+p2x2. Entonces, el ajuste necesario en el ingreso será igual a la diferencia
entre ambas rentas. Aśı:

∆m = m2 −m1 = p1x1 + p2x2 − (p′1x1 + p2x2)

∆m = p1x1 +���p2x2 − p′1x1 −���p2x2

∆m = p1x1 −−p′1x1
∆m = x1(p1 − p′1)

∆m = x1 ·∆p1

(5.1)

Análogamente seŕıa el caso para el cual vaŕıe el precio del bien x2.

5.1.1. Variación compensada (a la Slutsky)

Definición 8. Cantidad de ingreso que habŕıa que darle o quitarle al agente para que se pueda permitir
adquirir el mismo conjunto (cesta) de consumo ante el cambio inicial. Se toman en cuenta los precios finales.

Ejemplo 7 [Variación compensada a la Slutsky]. Un agente tiene la función de utilidad u(x1, x2) = lnx1+x2.
Los precios son p1 = 2 y p2 = 4. Luego, el ingreso corresponde a m = 100. Si a partir de la posición inicial
de equilibrio A, ahora p1 disminuye a p1′ = 1, encuentre:

El efecto sustitución y el efecto ingreso, para ambos bienes, para una variación compensada en el
ingreso a la Slutsky.

En primer lugar, es necesario obtener las funciones de demanda marshallianas para ambos bienes. Note que
para una función de utilidad de la forma u(x1, x2) = lnx1 + x2 se tiene que

TMS1,2 =
p1
p2

⇔
1
x1

1
=
p1
p2
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1

x1
=
p1
p2

⇔ p2
p1

= xM1

Ahora, corresponde averiguar la función de demanda del otro bien:

m = p1x1 + p2x2 ⇔ m =��p1

(
p2

��p1

)
+ p2x2

m = p2 + p2x2 ⇔ m = p2(1 + x2) ⇔
m

p2
− 1 = xM2

Sabiendo las formas funcionales de las demandas, podemos determinar el nivel de consumo dados los precios
iniciales (consumo inicial) y el nivel de consumo dados los precios finales (consumo final), para aśı poder
determinar el nivel de consumo ajustado a la variación correspondiente.

xM1 =
p2
p1

⇔ xM1 =
(4)

(2)
⇔ xM1 = 2

xM2 =
m

p2
− 1 ⇔ xM2 =

100

4
− 1 ⇔ xM1 = 24

Conjunto de consumo inicial = (2,24)

xM1 =
p2
p1

⇔ xM1 =
(4)

(1)
⇔ xM1 = 4

xM2 =
m

p2
− 1 ⇔ xM2 =

100

4
− 1 ⇔ xM1 = 24

Conjunto de consumo final = (4,24) Ahora, se procede a hacer el ajuste de acuerdo a la variación solicitada.

Hay que hacer un ajuste en el ingreso del consumidor que le permita seguir adquiriendo exactamente la
misma canasta del consumo inicial. Dado que uno de los bienes bajó su precio, la situación inicial del
agente mejoró, por lo que para seguir obteniendo exactamente la misma canasta inicial, es esperado que el
ingreso debeŕıa bajar. Aśı:

∆m = x1 ·∆p1 ⇔ ∆m = 2 · −1 ⇔ ∆m = −2

majustada = m+∆m⇔ majustada = 100 + (−2) ⇔ majustada = 98

Sabiendo el nivel de renta necesario para hacer la variación correspondiente, se puede proceder a encontrar
el conjunto de consumo tomando en cuenta la variación solicitada. De esta manera:

xM1 =
p2
p′1

⇔ xM1 =
(4)

(1)
⇔ xM1 = 4

xM2 =
majustada

p2
− 1 ⇔ xM2 =

98

4
− 1 ⇔ xM1 =

47

2

Conjunto de consumo compensado = (4, 472 )

Habiendo hecho esto, nada más queda determinar los efectos ingresos y sustitución.
Para encontrar el efecto sustitución, basta preguntarse: ¿cuánto cambió el consumo inicial de los bienes

x1 y x2 versus el consumo compensado? En el caso del bien x1 el consumo inicial era de 2 unidades, y el
consumo compensado fue de 4, aśı 4−2 = 2. En el caso del bien x2, el consumo inicial era de 24, mientras que
el consumo compensado final fue de 47

2 , por lo que el efecto sustitución sobre el bien x2 es de 47
2 − 24 = − 1

2 .
Para encontrar el efecto ingreso, basta preguntarse: ¿cuánto cambió el consumo final de los bienes x1 y

x2 versus el consumo compensado? En el caso del bien x1 el consumo final era de 4 unidades, y el consumo
compensado fue de 4, aśı 4 − 4 = 0. En el caso del bien x2, el consumo final era de 24, mientras que el
consumo compensado final fue de 47

2 , por lo que el efecto sustitución sobre el bien x2 es de 24− 47
2 = 1

2 .
Observe que para el efecto ingreso lo único que se hizo fue calcular .el resto”del efecto total. Es decir,

efecto total = efecto sustitución + efecto ingreso ⇔ efecto total - efecto sustitución = efecto ingreso

.
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5.1.2. Variación equivalente (a la Slutsky)

Definición 9. Cantidad de ingreso que habŕıa que darle o quitarle al agente para que se pueda permitir
adquirir el mismo conjunto (cesta) de consumo ante el cambio inicial. Se toman en cuenta los precios finales.

Ejemplo 8 [Variación equivalente a la Slutsky]. Un agente tiene la función de utilidad u(x1, x2) = lnx1+x2.
Los precios son p1 = 2 y p2 = 4. Luego, el ingreso corresponde a m = 100. Si a partir de la posición inicial
de equilibrio A, ahora p1 disminuye a p1′ = 1, encuentre:

El efecto sustitución y el efecto ingreso, para ambos bienes, para una variación compensada en el
ingreso a la Slutsky.

5.2. Abordaje según Hicks

Se tiene una situación inicial como la que sigue:

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

Es decir, dada una restricción presupuestaria, unos precios relativos, un ingreso y unas ciertas preferencias
representadas mediante una función de utilidad, se escoge una canasta o conjunto de consumo que sea
tangente a la restricción presupuestaria. Ahora, ¿qué pasaŕıa si el precio de un bien cambia? La respuesta es
que si, simultáneamente, el precio de un solo bien cambia, habŕıa un cambio en los precios relativos de los
bienes en cuestión. Esto se traduce en un cambio de pendiente para la restricción presupuestaria.

Para el caso particular en el cual el precio del bien x1 disminuye, la variación necesaria en el ingreso para
que este siga permitiéndose alcanzar la canasta inicial, es una disminución del ingreso, la cual generaŕıa una
nueva restricción presupuestaria. Sin embargo, esta nueva restricción presupuestaria debe mantener la nueva
relación de precios y ser tangente a la primera canasta consumida, puesto que se trata de una variación
compensada. Esto se ve aśı:

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

Eb
x2b

x1b

I2
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Aśı, el cambio de x1a a x1c es el efecto sustitución del bien x1. De x1c a x1b , es decir el efecto restante, es el
efecto ingreso.

En este caso, para aislar el efecto sustitución efectivamente del efecto precios total, hay que preguntarse
¿cuál seŕıa la canasta óptima de consumo para el agente si se enfrentara a un nuevo precio en uno de los
bienes pero sin experimentar cambio alguno en su ingreso real? Es decir, que aqúı se busca llevar
al consumidor a una curva de indiferencia en lugar de una canasta, como en el caso del abordaje bajo
Slutsky.

En el método de variación de Hicks, se busca hacer un ajuste en el ingreso del agente para que este se pueda
permitir consumir en una cierta curva de indiferencia. En el caso particular de la variación compensada, se
busca una variación en el ingreso tal que permita al agente consumir en la curva de indiferencia inicial. En
el caso de la variación equivalente, se busca una variación en el ingreso tal que permita al agente consumir
en la curva de indiferencia final.

Para el caso particular en el cual el precio del bien x1 disminuye, la variación necesaria en el ingreso para
que este siga permitiéndose alcanzar la canasta inicial, es una disminución del ingreso, la cual generaŕıa una
nueva restricción presupuestaria. Sin embargo, esta nueva restricción presupuestaria debe mantener la nueva
relación de precios y ser tangente a la primera canasta consumida, puesto que se trata de una variación
compensada. Esto se ve aśı:

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

Eb
x2b

x1b

I2

Y aśı, el nuevo óptimo seŕıa:

x2

x1

I1

Ea

x1a

x2a

Eb
x2b

x1b

I2

Ec

x1c

x2c

Gráficamente, el nuevo punto de equilibrio seŕıa C, volviendo a la curva de indiferencia original, por lo que
se trata de una variación compensada a la Hicks. Si se hubiese tratado de una variación equivalente a la
Hicks, se hubiese tenido que ir a la curva de indiferencia final, es decir I2.
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5.2.1. Variación compensada (a la Hicks)

5.2.2. Variación equivalente (a la Hicks)

Ejemplo 9 [Variación equivalente a la Hicks]. Un agente tiene la función de utilidad u(x1, x2) = lnx1 + x2.
Los precios son p1 = 2 y p2 = 4. Luego, el ingreso corresponde a m = 100. Si a partir de la posición inicial
de equilibrio A, ahora p1 disminuye a p1′ = 1, encuentre:

El efecto sustitución y el efecto ingreso, para ambos bienes, para una variación equivalente a la Hicks.

En primer lugar, es necesario obtener las funciones de demanda marshallianas para ambos bienes. Note
que para una función de utilidad de la forma u(x1, x2) = lnx1 + x2 se tiene que

TMS1,2 =
p1
p2

⇔
1
x1

1
=
p1
p2

1

x1
=
p1
p2

⇔ p2
p1

= xM1

Ahora, corresponde averiguar la función de demanda del otro bien:

m = p1x1 + p2x2 ⇔ m =��p1

(
p2

��p1

)
+ p2x2

m = p2 + p2x2 ⇔ m = p2(1 + x2) ⇔
m

p2
− 1 = xM2

Sabiendo las formas funcionales de las demandas, podemos determinar el nivel de consumo dados los precios
iniciales (consumo inicial) y el nivel de consumo dados los precios finales (consumo final), para aśı poder
determinar el nivel de consumo ajustado a la variación correspondiente.

xM1 =
p2
p1

⇔ xM1 =
(4)

(2)
⇔ xM1 = 2

xM2 =
m

p2
− 1 ⇔ xM2 =

100

4
− 1 ⇔ xM1 = 24

Conjunto de consumo inicial = (2,24)

xM1 =
p2
p1

⇔ xM1 =
(4)

(1)
⇔ xM1 = 4

xM2 =
m

p2
− 1 ⇔ xM2 =

100

4
− 1 ⇔ xM1 = 24

Conjunto de consumo final = (4,24)

Ahora, se procede a evaluar el conjunto de consumo final evaluado en la función de utilidad: u(4, 24) = ln 4 + 24

Ahora, usando las demandas marshallianas encontradas, se evalúa en la función de utilidad: u(p1, p2,m) =
ln p2

p1
+ m2

p1
− 1 y se igualan:

ln 4 + 24 = ln
p2
p1

+
m2

p1
− 1

ln 4− ln
4

2
=
m2

p1
− 1− 24

ln 4− ln 2 =
m2

4
− 25

ln
4

2
+ 25 =

m2

4

ln 2 + 25 =
m2

4
4 ln 2 + 100 = m2

Conjunto de consumo equivalente = (2, ln(2) + 24)

Para encontrar el efecto sustitución, basta preguntarse: ¿cuánto cambió el consumo final de los bienes x1 y
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x2 versus el consumo compensado? En el caso del bien x1 el consumo final era de 4 unidades, y el consumo
equivalente fue de 2, aśı 4−2 = 2. En el caso del bien x2, el consumo final era de 24, mientras que el consumo
equivalente final fue de ln 2+24, por lo que el efecto sustitución sobre el bien x2 es de 24− ln 2+24 = − ln 2.

Para encontrar el efecto ingreso, basta preguntarse: ¿cuánto cambió el consumo inicial de los bienes x1 y
x2 versus el consumo compensado? En el caso del bien x1 el consumo inicial era de 2 unidades, y el consumo
equivalente fue de 2, aśı 2−2 = 0. En el caso del bien x2, el consumo inicial era de 24, mientras que el consumo
equivalente final fue de ln 2 + 24, por lo que el efecto sustitución sobre el bien x2 es de ln 2 + 24− 24 = ln 2.

Ejercicio 29 [Tasas marginales de sustitución]. Encuentre la tasa marginal de sustitución para las siguientes
funciones de utilidad utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange.

2x1 + 3x2

4x1 + 6x2

ax1 + bx2

2
√
x1 + x2

lnx1 + x2

u(x1) + x2

x1x2

xa1x
b
2

(x1 + 2)(x2 + 1)

(x1 + a)(x2 + b)

xa1 + xb2

Ejercicio 30 [Demandas marshallianas variadas]. Encuentre las funciones de demanda marshallianas para
las siguientes funciones de utilidad utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange.

2x1 + 3x2

4x1 + 6x2

ax1 + bx2

2
√
x1 + x2

lnx1 + x2

u(x1) + x2

x1x2

xa1x
b
2

(x1 + 2)(x2 + 1)

(x1 + a)(x2 + b)

xa1 + xb2

Ejercicio 31 [Teoŕıa del consumidor a prueba5]. Pedro tiene preferencias sobre dos bienes: comida x y asistir
a los partidos de los Boston Celtics y. Sus preferencias están dadas por:

U(x, y) = x
3
4 y

1
4

La comida tiene precio px y un ticket a un partido cuesta py. El ingreso de Pedro es m, y es elegible
para cupones de alimentos por un monto de f . Los cupones sólo pueden usarse para comida. Asumimos que
f < 3m.

5Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (3 Puntos) Escribe y grafica la restricción presupuestaria de Pedro.

→ La restricción presupuestaria está dada por:{
pyy = m si pxx ≤ f

pxx+ pyy = m+ f si pxx > f

y

x
f
px

2. (5 Puntos) Calcula la demanda de Pedro por comida y entradas, como función de los precios, ingreso
y valor de los cupones.

→ Conjeturamos que x > f
px

porque las primeras unidades de comida son cubiertas por los cupones.

x =
3

4
· m+ f

px
, y =

1

4
· m+ f

py

Verificamos que efectivamente pxx > f :

pxx =
3

4
(m+ f) > f ⇐⇒ 3m > f

3. (5 Puntos) Grafica la curva de Engel para distintos valores de cupones, con px = 1. Explica cómo
depende la curva del valor de los cupones.

→ La demanda cuando px = 1 es:

x =
3

4
(m+ f) ⇒ m =

4

3
x− f

m

x

f0 f1 f2
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La curva de Engel es decreciente en f , porque cuanto mayor es el subsidio, menos ingreso se necesita
para alcanzar un determinado consumo de x.

4. (10 Puntos) Calcula la nueva demanda de Pedro después de un aumento en px. Descompón el efecto
total en sustitución e ingreso.

→ Sean (x, y) y (x′, y′) los consumos antes y después del cambio. Usamos que:

MRS =
3y

x
=
px
py
, u(x, y) = u(x′, y′)

Demanda óptima:

x =
3(m+ f)

4px
, y =

m+ f

4py

Inicialmente, px = 1, py = 1, y = 1, entonces:

ui = x3/4y1/4 = 9003/4(1)1/4 = 653,85

(x, y) = (900, 1), (x′, y′) = (450, 300)

Para hallar el punto compensado:(
3y

2

)
y1/4 = 683,85 ⇒ x ≈ 756,8, y ≈ 504,6

Cambios:
Sustitución: 900− 756,8 = 143,2, Ingreso: 756,8− 450 = 306,8

y

x

d

(900, 300)(450, 300)

(756,8, 504,6)

5. (5 Puntos) Calcula el aumento en cupones requerido para que Pedro mantenga su utilidad tras el alza
de precios.

→ El bienestar de Pedro se mantiene si puede consumir x′, y′ a los nuevos precios:

∆f = p′xx
′ + pyy

′ −m− f

6. (2 Puntos) Supón que en lugar de cupones, Pedro recibe un cheque de est́ımulo de tamaño s. ¿Cuál es
la nueva demanda?

→ La nueva restricción presupuestaria es:

pxx+ pyy = m+ s⇒ x =
3(m+ s)

4px
, y =

1(m+ s)

4py

7. (5 Puntos) ¿Qué tamaño debe tener el cheque de est́ımulo para que Pedro sea indiferente entre cupones
y el cheque?

→ Como 3m > f , el tamaño necesario del cheque debe ser s = f .
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Caṕıtulo 6

Elasticidades

Definición 10. Def́ınase elasticidad como el cambio porcentual de una variable ante un cambio porcentual
de otra variable. Genéricamente, la elasticidad de x con respecto a y se define:

ηx,y =
%∆x

%∆y
=

∆x

∆y

y

x

Note que una elasticidad es pues, una razón de cambios: el cambio porcentual de x entre el cambio
porcentual de y. Sin embargo, suele suceder que las unidades en las que está expresada la variable x, no son
las mismas unidades en que está expresada la variable y, por lo cual, dicha razón de cambios es ponderada
por el rećıproco de las variables.

Aprovechando que la elasticidad se puede entender como una razón de cambios, entonces puede replan-
tearse el concepto de la elasticidad en términos más favorables para el cálculo diferencial. En particular,
recuerde que una derivada puede entenderse como la pendiente de una recta tangente a una función. Enton-
ces, en otras palabras, una derivada es una pendiente de algo. Y recuerde que la pendiente de una función es

la razón del cambio en la elevación entre el cambio en desplazamiento, o sea, m =
∆y

∆x
, por lo cual, la razón

de cambios de la elasticidad también se puede expresar mediante derivadas.

En particular, se quiere saber cuánto cambia una variable ante un cambio en otra variable y recordando
siempre la ponderación que debe acompañar a esta expresión, puede entonces replantearse una elasticidad
de la siguiente forma:

ηx,y =
∂x

∂y

y

x

Nota 11. Es importante tener cuidado con la notación: según esto, la expresión ηx,y se puede entender como
la elasticidad de x con respecto a y. Esta definición indica cuánto cambia x ante un cambio en y.
Mientras que ηy,x indica la elasticidad de y con respecto a x y esta más bien indica cuánto cambia y ante
un cambio en x.

Es decir, que el orden en la notación indica un tipo de elasticidad concreto. Aśı por ejemplo:

ηx,y =
∂x

∂y

y

x

ηy,x =
∂y

∂x

x

y

Esto quiere decir que:

1

ηy,x
=

1
∂y
∂x

x
y

⇔ 1

ηy,x
=
∂x

∂y

y

x
⇔ 1

ηy,x
= ηx,y

Dependiendo de las variables que se empleen en la expresión anterior, aśı se estará ante un tipo distinto
de elasticidad.

A continuación, se presentar algunos de los tipos más comunes de elasticidades.

101
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6.1. Elasticidad precio (propio)

Definición 11. Def́ınase la elasticidad precio (propio) de una expresión xi como:

ηx,pxi
=

∂xi
∂pxi

pxi

xi

A partir de esta definición, se suele hacer la siguiente categorización:

Si ηxi,pxi
> 0 no se cumple la ley de la demanda → Bien Giffen

Si ηxi,pxi
< 0 se cumple la ley de la demanda

Observe que la caracterización de la ley de la demanda resulta muy intuitiva estudiarla en términos de
la elasticidad. Observe que las funciones de demanda son graficadas con una pendiente negativa, lo cual

simboliza la relación negativa entre cantidad demandada y precio. Por eso es que si ηxi,pxi
< 0 se dice que se

cumple la ley de la demanda, porque entonces hay una relación inversamente proporcional entre las variables,
en este caso, la cantidad demandada de xi y el precio de esa mercanćıa pxi .

Esto quiere decir que:

Si ↑ pxi ⇒ xi ↓ esto quiere decir que si el precio de xi sube, disminuye la cantidad demandada de xi.

Si ↓ pxi ↑ xi ⇒ esto quiere decir que si el precio de xi sube, disminuye la cantidad demandada de xi.

Ejemplo 10 [Elasticidad de la función de utilidad Cobb-Douglas con dos bienes]. Tome el caso de la función de
utilidad Cobb-Douglas u(x, y) = xαyβ . Esta función de utilidad genera las siguientes funciones de demanda
marshallianas:

αm

px(α+ β)
= xM

βm

py(α+ β)
= yM
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De manera que, si se quisiera obtener la elasticidad precio del bien x, se tendŕıa que:

ηx,px =
∂xM

∂px

px
xM

⇔=
∂

∂px

[
αm

px(α+ β)

]
px
αm

px(α+β)

=
∂

∂px

[
αmp−1

x

(α+ β)

]
px(px(α+ β))

αm

=
−αmp−2

x

(α+ β)

p2x(α+ β)

αm

=
−αm

p2x(α+ β)

p2x(α+ β)

αm

=
−��αm

��p
2
x����(α+ β)

��p
2
x����(α+ β)

��αm

=− 1 < 0

Por lo tanto el bien x es un bien normal que cumple la ley de la demanda. Este razonamiento es análogo
para el caso de y. Observe que la función de utilidad Cobb-Douglas genera funciones de demanda que cumplen
con la ley de la demanda. Esto quiere decir que para una función de utilidad tipo Cobb-Douglas, se generan
funciones de demanda marshallianas como las siguientes:

Cantidad

Precio

Función de demanda marshalliana de x

Función de demanda marshalliana de y

Esto no es más que el caso particular para n = 2 de la función de utilidad de Cobb-Douglas genérica en
n bienes. Note que:

αjm

pj

n∑
i=1

αk

=xMj

Aśı:
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ηxj ,pxj
=

∂xMj
∂pj

pj
xMj

=
∂

∂pj

 αjm

pj

n∑
i=1

αk

 pj
αjm

pj

n∑
i=1

αk

=
∂

∂pj

p
−1
j αjm
n∑
i=1

αk


pjpj

n∑
i=1

αk

αjm

=
−αjm

p2j

n∑
i=1

αk

p2j

n∑
i=1

αk

αjm

=
−���αjm

��p
2
j

�
�

��
n∑
i=1

αk

��p
2
j

�
�

��
n∑
i=1

αk

���αjm

=− 1

Por ejemplo, si una función de utilidad tipo Cobb-Douglas u(x⃗) = Πni=1 tuviera 6 bienes, sus funciones
de demanda se veŕıan algo aśı:

Ejercicio 32 [Elasticidad precio de una demanda inversa]. Obtenga la elasticidad precio de la siguiente
función inversa de demanda:

Pd = −1

2
Qd + 30

Recuerde que la elasticidad precio se obtiene aplicando la derivada parcial de la función directa con
respecto al precio y luego multiplicando por el rećıproco. De esta forma, se procede a despejar la cantidad
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de la función inversa para aśı obtener la función de demanda directa:

Pd =− 1

2
Qd + 30

⇔ Pd − 30 =− Qd
2

⇔ 2Pd − 60 =−Qd

⇔ −2Pd + 60 =Qd

Al tener la función de demanda directa, se puede proceder a aplicar la derivada para ver la razón de
cambio:

ηq,p =
∂q

∂p

p

q

=
∂

∂p
[−2p+ 60] · p

−2p+ 60

=− 2 · p

−2p+ 60

=
−2p

−2p+ 60

Ejercicio 33 [Elasticidad precio de una oferta inversa]. Obtenga la elasticidad precio de la siguiente función
inversa de oferta:

Ps = 30Qs

Recuerde que la elasticidad precio se obtiene aplicando la derivada parcial de la función directa con
respecto al precio y luego multiplicando por el rećıproco. De esta forma, se procede a despejar la cantidad
de la función inversa para aśı obtener la función de demanda directa:

Ps =30Qs

⇔ Ps
30

=Qs

Al tener la función de oferta directa, se puede proceder a aplicar la derivada para ver la razón de cambio:

ηq,p =
∂q

∂p

p

q

=
∂

∂p

[ p
30

]
· pp

30

=
1

30
· 30�p

�p

Ejercicio 34 [El mercado de los cigarros y su elasticidad]. Suponga que, en el mercado de cigarros, se tiene
una demanda inversa de cigarros dada por PD = −QD + 30 y una oferta inversa de PO = 1

4Q
O + 10. Dado

este escenario, el Gobierno considera que el consumo de cigarros, por parte de los fumadores, genera serias
afectaciones en la salud de las otras personas.

Calcule el valor de la elasticidad precio, tanto para la oferta como para la demanda, en el punto de
equilibrio.

Recuerde que la elasticidad precio de una función se encuentra de la siguiente forma:

ηq,p =
∂q

∂p

p

q

Por lo tanto, para el caso concreto, las funciones de oferta y demanda directas seŕıan las siguientes:

pD =− qD + 30

⇔ qD =30− pD

pO =
1

4
qO + 10

⇔ 4pO − 40 =qO
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Y de esta manera se puede proceder a encontrar las elasticidades precio. Para la demanda:

ηq,p =
∂q

∂p

p

q

=
∂

∂p
[30− p]

p

30− p

=− 1 · p

30− p

=
−p

30− p

En el caso de la oferta:

ηq,p =
∂q

∂p

p

q

=
∂

∂p
[4p− 40]

p

4p− 40

=4 · p

4p− 40

=
4p

4p− 40

Note que al tener una ecuación de oferta y una de demanda, se puede encontrar el equilibrio del
mercado simplemente igualando ambas ecuaciones. Esto permitirá encontrar un precio y cantidad de
equilibrio, los cuales se pueden evaluar en las funciones de elasticidades hayadas.

De esta manera, en el equilibrio:

PO =PD ⇔ QO = QS

⇔ 1

4
q + 10 =− q + 30

⇔ 1

4
q + q =30− 10

⇔ q + 4q

4
=20

⇔ 5q =80

⇔ q = 16

Y aśı, el precio de equilibrio seŕıa:

PO =14QO + 10 ⇒ PO =
1

4
(16) + 10 ⇒ PO = 14

PD =−QD + 30 ⇒ QO = −(16) + 30 ⇒ PD = 14

Ahora, con la cantidad y precio de equilibrio, se pueden evaluar estos valores en las funciones de
elasticidad antes encontradas. Primero, para la demanda:

ηq,p =
−p

30− p

⇔ ηq,p =
−14

30− 14

⇔ ηq,p =
−7

8

Y luego, para la oferta:

ηq,p =
4p

4p− 40

⇔ ηq,p =
4(14)

4(14)− 40

⇔ ηq,p =
7

2
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Ejercicio 35 [Equilibrio de mercado y elasticidades1]. Considere un mercado donde se tienen las siguientes
ecuaciones de demanda y oferta:

Qd =30− Pd

Qs =4Ps − 40

a) Grafique el mercado.

→ Estas corresponden a las curvas normales. Note, además, la relación entre cantidad demandada y
precio, y la relación positiva entre cantidad ofrecida y precio. Calculamos las curvas inversas, necesarias
para trazar las curvas en una gráfica con la cantidad en el eje xy el precio en el eje y

Pd = 30−Qd

Ps =
Qs
4

+ 10

p

q

30

30

d

s

−40

14

16

b) Encuentre el equilibrio del mercado.

→ Se puede encontrar el equilibrio igualando tanto las curvas normales como las inversas. Se eliminan
los sub́ındices ya que las cantidades y precio de equilibrio son las mismas para la demanda y oferta por
definición de equilibrio.

30−Q =
Q

4
+ 10

⇒ 20 =
5Q

4
⇒ Q∗ = 16, P ∗ = 14

c) Calcule la elasticidad precio de la demanda y la elasticidad precio de la oferta.

→ Recuerde la fórmula de elasticidad precio: E = dQ
dP · PQ = Q′(p) · PQ

Para calcular la derivada es necesario utilizar la curva normal, y el precio y cantidad donde se evalúa
la elasticidad es lógicamente el equilibrio.

• Elasticidad precio de la demanda:

Qd = 30− Pd

Q′
d = −1

ED = −1 · 14
16

= −0, 875

⇒
∣∣ED∣∣ = 0, 875

1Ejercicio tomado de ACCG
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Note que, por lo tanto, es inelástica.

• Elasticidad precio de la oferta:

Qs = 4Ps − 40

Q′
s = 4

ES = 4 · 14
16

= 3, 5 =
∣∣ES∣∣

Note que, por lo tanto, es elástica.

Ejercicio 36 [Comparación de elasticidades2]. Usando estas dos demandas inversas P1 y P2, conteste los
siguientes enunciados:

P1 = 2− 5Q1

P2 =
1√
Q2

a) Obtenga la función de elasticidad de cada curva.

→ Se obtiene primero la demanda directa y se emplea la siguiente fórmula:

ε =
∂Q

∂P

P

Q

Nota: Se busca la demanda directa dado que se quiere obtener la derivada de Q con respecto a P (como
cambia la cantidad demandada ante un cambio en el precio)

Q1 =
2

5
− P1

5

Q2 =
1

P 2
2

Se obtienen las derivadas respectivas

∂Q1

∂P1
=

−1

5
∂Q2

∂P2
=

−2

P 3
2

Sustituyendo en la ecuación de elasticidad precio-demanda tanto la derivada encontrada como la fun-
ción de demanda,

ε1 =
∂Q1

∂P1

P1

Q1

=
−1

5
· P1

2−P1

5

=
−P1

2− P1

Definiendo la elasticidad como |ε|,

|ε1| =
P1

2− P1

2Ejercicio tomado de ACCG
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Se hace el mismo procedimiento para la otra demanda,

ε2 =
∂Q2

∂P2

P2

Q2

=
−2

P 3
2

· P2
1
P 2

2

= −2

Definiendo la elasticidad como |ε|,

|ε2| = 2

b) Para todos los rangos de precios, compare las elasticidades de estas dos curvas de demanda e indique
cuál es más elástica.

→
Se busca el precio al cual dichas elasticidades se igualan:

|ε1| = |ε2|
P

2− P
= 2

P = 4− 2P

3P = 4

P =
4

3

Note por lo tanto que si P < 4
3 , entonces |ε1| < |ε2| y por lo tanto la segunda demanda es más elástica.

Si, por el contrario, 2 > P > 4
3 , entonces |ε1| > |ε2| y por lo tanto la primera demanda es más elástica.

A un precio mayor que 2 la primera demanda no existe.

Gráficamente:

Demandas del ejercicio
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6.2. Elasticidad precio cruzado

Definición 12. Def́ınase la elasticidad precio cruzado de una expresión xi con respecto al precio de xj como:

ηxi,pxj
=

∂xi
∂pxj

pxi

pj

A partir de esta definición, se suele hacer la siguiente caracterización:

Si ηxi,pj < 0 entonces los bienes i y j son complementos perfectos .

Esto quiere decir que si ↑ pj ⇒ xi ↓ y si por el contrario ↓ pj ⇒ xi ↑. En otras palabras: existe una
relación inversa entre la cantidad demandada del bien i y el precio del bien j.

Si ηxi,pj > 0 entonces los bienes i y j son sustitutos perfectos .

Esto quiere decir que si ↑ pj ⇒ xi ↑ y si ↓ pj ↓ xi ↑. En otras palabras: existe una relación directa
entre la cantidad demandada del bien i y el precio del bien j.

Ejemplo 11 [Elasticidades precio de una función de utilidad Cobb-Douglas]. Tome el caso de la función
de utilidad de complementos perfectos u(x, y) = mı́n{x, y}. Esta función de utilidad genera las siguientes
funciones de demanda marshallianas:

xM =
m

px +
αx

αy
py

yM =
m

py +
αy

αx
px

De manera que, si se quisiera obtener la elasticidad precio del bien x, se tendŕıa que:

ηx,py =
∂xM

∂py

py
xM

=
∂

∂py

[
m

px +
αx

αy
py

]
py
m

px+
αx
αy
py

=
∂

∂py

[
m

(
px +

αx
αy
py

)−1
]
py

(
px +

αx

αy
py

)−1

m

=−

[
��m

(
px +

αx
αy
py

)−2
αx
αy

]
py

(
px +

αx

αy
py

)−1

��m

=− py

(
px +

αx
αy
py

)−3
αx
αy

6.3. Elasticidad ingreso

Definición 13. Def́ınase la elasticidad ingreso de una expresión xi como:

ηxi,m =
∂xi
∂m

m

xi

A partir de esta definición, se suele hacer la siguiente caracterización:

Si ηxi,m < 0 entonces el bien i es un bien inferior .

Esto quiere decir que si ↑ m ⇒ xi ↓ y si por el contrario ↓ m ⇒ xi ↑. En otras palabras: existe una
relación inversa entre la cantidad demandada del bien i y el ingreso.

Si ηxi,m > 0 entonces el bien i es un bien normal .

Esto quiere decir que si ↑ m ⇒ xi ↑ y si ↓ mxi ↑. En otras palabras: existe una relación directa
entre la cantidad demandada del bien i y el precio del bien j.

Se suelen mencionar como ejemplos de bienes inferiores, el transporte público. A medida que las personas
disponen de un mayor ingreso, es común que opten por tener su propio veh́ıculo personal.
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6.4. Elasticidad de sustitución

Definición 14. Def́ınase la elasticidad sustitución de una expresión xi como:

ηxi,pk =
∂xi
∂pk

pk
xi

A partir de esta definición, se suele hacer la siguiente caracterización:

Si ηxi,pk < 0 xi y xk son bienes complementarios

Esto quiere decir que si ↑ pk ⇒↓ xk

Si ηxi,pk > 0 xi y xk son bienes sustitutos

Esto quiere decir que si ↓ pk ⇒↑ xk

Observe que la elasticidad de sustitución plantea una especie de comparación entre dos bienes distintos entre
śı: xi y xk. Observe que una elasticidad de sustitución ηxi,pk negativa quiere decir que existe una relación
inversa entre la cantidad demandada de xi y el precio del bien xk, es decir, pk. Por lo tanto, intuitivamente,
se puede ver que en el caso de los bienes complementarios, al haber un cambio en el precio de uno de los
bienes, se debe ajustar en la misma dirección la cantidad empleada de los otros bienes.

Caso contrario pasa con los bienes sustitutos: al ser bienes que se pueden reemplazar unos con otros, si
uno cambia de precio se puede ajustar el consumo del otro bien pero en la dirección opuesta.

Nota 12. Piense por ejemplo en un caso algo extremo: si bajaran de precio los zapatos izquierdos, las
personas no compraŕıan más zapatos izquierdos, porque requieren zapatos izquierdos y derechos en la misma
proporción 1:1.

Pero, si subieran de precio los dulces de caramelo, existen muchos otros dulces que pueden sustituir a
ese tipo particular de caramelos, y se podŕıa bajar el consumo de los bienes de caramelo por otros que lo
puedan sustituir.

La intuición está en recordar que los bienes complementarios se emplean o consumen en proporciones
fijas, por lo cual los bienes se complementan entre śı, y no sirve alterar las proporciones en que se consumen
estos. En cambio, en los bienes sustitutos, estos son fácilmente intercambiables unos por otros.

6.5. Ecuación de Slutsky

La ecuación de Slutsky es un abordaje algebraico al problema de separación e identificación de los efectos
ingreso y sustitución. Para conocer este abordaje algebraico será útil haber aprendido sobre las demandas
marshallianas y hicksianas y sus respectivas elasticidades.

En particular, es de utilidad recordar el concepto de la función de utilidad indirecta y la función de costo
mı́nimo.

En primer lugar, con respecto a la función de utilidad indirecta se hab́ıa dicho que la utilidad pod́ıa ser
expresada en términos de los precios y el ingreso, lo cual se lograba mediante la función de utilidad indirecta.
Esta función de utilidad indirecta se alcanza al evaluar los niveles óptimos de las variables de decisión (los
niveles de consumo de cada mercanćıa) en la función objetivo, es decir, la función de utilidad.

Aśı, recuerde que:

máx
x1,x2,...,xn

u(X⃗) (6.1)

sujeto a m ≥
n∑
i=1

pixi (6.2)

(6.3)

Y con esto se obteńıan las siguientes condiciones de primer orden y sus respectivas funciones de holgura
complementaria:
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∂L
∂x1

≤ 0 ⇒ ∂u(x⃗)

∂x1
− λp1 ≤ 0 x1

[
∂u(x⃗)

∂x1
− λp1

]
= 0

∂L
∂x2

≤ 0 ⇒ ∂u(x⃗)

∂x2
− λp2 ≤ 0 x2

[
∂u(x⃗)

∂x2
− λp2

]
= 0

...

∂L
∂xn

≤ 0 ⇒ ∂u(x⃗)

∂xn
− λpn ≤ 0 xn

[
∂u(x⃗)

∂xn
− λpn

]
= 0

∂L
∂λ

≥ 0 ⇒ m−
n∑
i=1

pixi ≥ 0 λ

[
m−

n∑
i=1

pixi

]
= 0

Pero la función de utilidad indirecta se obtiene de evaluar los niveles óptimos de las variables de decisión
en la función objetivo, que es la función de utilidad, y de esta manera la función de utilidad indirecta es:

u = v(x1, x2, . . . , xn) = v
[
xM1 (m, p⃗), xM2 (m, p⃗), . . . , xMn (m, p⃗)

]
= ψ(m, p⃗)

Por lo que entonces al derivar la función de utilidad indirecta con respecto a sus parámetros de precios
(teorema de la envolvente) se tiene que:

∂v(p⃗,m)

∂pi
=
∂L
∂pi

= −λxi

Mientras que si se vuelve a aplicar el mismo teorema pero ahora con respecto al parámetro del ingreso m,
se tiene que:

∂v(p⃗,m)

∂m
=
∂L
∂m

= λ

Lo que es decir que:

∂v(p⃗,m)

∂m
=
∂v(p⃗,m)

∂m
⇔ −λxi = λ⇔ xi = −λ

λ
⇔ xi =

∂v(p⃗,m)
∂pi

∂v(p⃗,m)
∂m

Ejemplo 12 [Cumplimiento de la ecuación de Slutsky]. Considere la siguiente función de utilidad

u(X⃗) =x1 +

n∑
i=2

lnxi

Encuentre las funciones de demanda marshallianas

Se tiene el problema:

máx
X⃗

u(X⃗) =x1 +

n∑
i=2

lnxi s.a m ≥
n∑
i=1

pixi

Se debe verificar la posibilidad de que haya soluciones de esquina:

ĺım
x1→0

∂u(X⃗)

∂x1
= ĺım
x1→0

1 = 1

ĺım
x1→0

∂u(X⃗)

∂xj
= ĺım
x1→0

1

xj
= ∞

Es decir, que para el bien lineal x1 se debe considerar la posibilidad de que haya una solución de
esquina. Aśı:
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• Solución interna

Es el caso que entonces la restricción presupuestaria se cumple con igualdad.

De esta forma, en el equilibrio debe ser que:

TMSS1j =TMSM1j

⇔ 1
1
xj

=
p1
pj

xMj =
p1
pj

Y evaluando en la restricción presupuestaria:

m =

n∑
j=1

pjxj

⇔ m =p1x1 +

n∑
j=2

pjxj

⇔ m =p1x1 +

n∑
j=2

��pj

(
p1

��pj

)

⇔ m =p1x1 +

n∑
j=2

p1

⇔ m =p1x1 + (n− 1)p1

⇔ m− (n− 1)p1 =p1x1

⇔ m− (n− 1)p1
p1

= xM1

• Solución de esquina

En este caso, no se consumiŕıa nada del bien lineal x1, es decir:

xM1 = 0

Y para los bienes no lineales, se toman dos bienes cualesquiera j y k y en el óptimo debe ser el
caso que:

TMSSj,k =TMSMj,k

1
xj

1
xk

=
pj
pk

xk
xj

=
pj
pk

xk =
pj
pk
xj
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Y evaluando en la restricción presupuestaria:

m =

n∑
j=1

pjxj

⇔ m =p1�
�0x1 +

n∑
j=2

pjxj

⇔ m =

n∑
k=2

��pk

(
pj · xj
��pk

)

⇔ m =

n∑
k=2

pjxj

⇔ m =(n− 1)pjxj

⇔ m

(n− 1)pj
= xMj

Encuentre las funciones de demanda hicksianas

• Solución interna

Considere la función de demanda marshalliana hallada anteriormente:

xMj =
p1
pj

Y al evaluar esta función en la función de utilidad original:

u(X⃗) =x1 +

n∑
i=2

lnxi

x1 =u−
n∑
j=2

lnxj

x1 =u−
n∑
j=2

ln

(
p1
pj

)

x1 =u−
n∑
j=2

[
ln

(
p1
pj

)]

x1 =u−
n∑
j=2

[ln p1 − ln pj ]

x1 =u−
n∑
j=2

ln p1 +

n∑
j=2

ln pj

xH1 = u− (n− 1) ln p1 +

n∑
j=2

ln pj

• Solución de esquina

Dado que es un caso de solución de esquina, no se consumiŕıa nada del bien lineal x1, es decir:

xM1 =0

Y al evaluar en la función de utilidad original:
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u(X⃗) =�
�0x1 +

n∑
k=2

lnxk

u(X⃗) =

n∑
k=2

ln

(
pjxj
pk

)

u(X⃗) = ln

n∏
k=2

(
pjxj
pk

)

u(X⃗) = ln

 (pjxj)
n−1

n∏
k=2

pk



eu(X⃗) =e

ln


(pjxj)

n−1

n∏
k=2

pk



eu =
(pjxj)

n−1

n∏
k=2

pk

eu ·
n∏
k=2

pk =(pjxj)
n−1

(
eu ·

n∏
k=2

pk

) 1
n−1

=pjxj

(
eu ·

n∏
k=2

pk

) 1
n−1

pj
=xj

⇔
u

n∏
k=2

pk

1
n−1

pj
=xHj

Compruebe el cumplimiento de la ecuación de Slutsky para el bien no lineal representativo

Observe que para el caso concreto, al tratarse de una función de utilidad cuasilineal, se sabe que no hay
efecto ingreso, y por lo tanto, verificar el cumplimiento de la ecuación de Slutsky se reduce a verificar
la igualdad de las derivadas:

∂xMi
∂pi

=
∂xHi
∂m

− xMi
�
�
��

0

∂xMi
∂m

De esta manera, observe que para el caso de la solución interna (es decir, sin considerar el caso de
solución de esquina):
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Ejemplo 13 [Cobb-Douglas n-bienes]. Recuerde que tras evaluar la función de demanda marshalliana en
la función de utilidad original tipo Cobb-Douglas de n-bienes, se obtiene la siguiente función de utilidad
indirecta:

v =

 m
n∑
k=1

αk



n∑
j=1

αj

n∏
j=1

(
αj
pj

)αj

Ahora, si se quiere verificar las igualdades anteriormente descritas, observe que entonces se llega a que:

Ejercicio 37 [Propiedades de teoŕıa del consumidor3]. Considere un individuo que consume del bien 1 y del
bien 2; este individuo tiene una función de utilidad indirecta dada por:

v (m, p1, p2) = ln
p2
p1

+
m

p2
− 1

1. Obtenga la demanda del bien 1 y el bien 2 que maximiza la utilidad del individuo dado los precios y
el ingreso.

→

∂V

∂p1
=

1

p2
· −p2
p21

=
p1
p2

· −p2
p21

=
−1

p1
∂V

∂m
=

1

p2

Xm,H
1 =

p2
p1

∂V

∂p2
=

1

p2
· 1

p1
− m

p22
=

1

p2

(
1− m

p2

)
∂V

∂m
=

1

p2

XM
2 =

m

p2
− 1

2. Obtenga la función de mı́nimo gasto.

→ V = ln
(
ρ2
ρ1

)
+ m

ρ2
− 1

u = ln

(
p2
p1

)
+
G∗

p2
− 1

G∗ = p2u+ p2 − p2 ln

(
p2
p1

)

3. Obtenga la demanda del bien 1 y el bien 2 que minimiza el gasto del individuo dado los precios y un
nivel de utilidad.

→

∂G∗

∂p2
= u+ 1− ln

(
p2
p1

)
− p2 ·

1
p2

p1
· 1

p1
= u+ 1− ln

(
p2
p1

)
− 1

xH2 = u− ln

(
p2
p1

)
3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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4. Considerando la ecuación de Slutsky, obtenga el efecto total, efecto sustitución y efecto ingreso de un
cambio en el precio del bien 2 sobre la demanda del bien 1.

→ ∂xH
1

∂P1
=

∂xm
1

∂P1
+

∂xm
1

∂m · ∂G
∗

∂x1

︸︷︷︸
E.S

︸︷︷︸
E.T

︸︷︷︸
E.I

xm1,H
1 =

p2
p1

ES:

∂xH1
∂P2

=
1

p1
(bienes sustitutos)

E.I:
∂xm

1

∂m = 0 ⇒ no hay efecto ingreso
ET:
∂XM

1

∂P2
= 1

p1

5. Ayer el individuo teńıa un ingreso de 100 y se enfrentaba a un precio del bien 1 igual al precio del bien
2 y este igual a 1 . Hoy, el individuo tiene un ingreso de 150 pero el precio del bien 1 aumento a 2 y el
precio del bien 2 disminuyó a 0.5 . ¿El individuo está mejor, peor o igual? Justifique.

→ Note que v0 (m = 100, p1 = p2 = 1) = 99 < v1
(
m = 150, p1 = 2, p2 = 1

2

)
≈ 297, 61

∴ El individuo está mejor hoy.

6. Obtenga la función de utilidad en términos de los bienes, es decir, u (x1, x2).

→ V = ln(

(
p2
p1

)
︸ ︷︷ ︸
xm
1

+
m

p2
− 1︸ ︷︷ ︸
xm
2

u (x1, x2) = lnx1 + x2

Considere la demanda del bien 2 (marshalliana y hicksiana) dada por:

xM2 =
m

p2
− 1 xH2 = u− ln

p2
p1

La ecuación de Slutsky es:

∂xH2
∂p2

=
∂xM2
∂p2

+
∂xM2
∂m

xH2

El término del lado izquierdo de la ecuación corresponde al efecto sustitución, corresponde al cambio
en x2 por un cambio en los precios relativos de los bienes. El primer término del lado derecho de
la ecuación corresponde al efecto total y el segundo término corresponde al efecto ingreso, que es el
cambio en la cantidad del bien x2 por un cambio en el poder adquisitivo o ingreso real.

∂xM2
∂p2

= −m
p22

Si nos interesa el cambio en x2 sólo por el efecto sustitución entonces lo podemos obtener como:
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∂xH2
∂p2

= − 1
p2
p1

1

p1
= − 1

p2
= − 1

p2

Y el cambio por efecto ingreso corresponde a:

∂xM2
∂m

xH2 =
1

p2

[
u− ln

p2
p1

]
Observe que la suma del efecto sustitución con el efecto ingreso es el efecto total, este seŕıa igual a:

∂xH2
∂p2

− ∂xM2
∂m

xH2 = − 1

p2
− 1

p2

[
u− ln

p2
p1

]
Quedando aśı,

∂xH2
∂p2

− ∂xM2
∂m

xH2 = − 1

p2

[
u+ 1− ln

p2
p1

]
(1)

Observe que hab́ıamos dicho que el efecto total es:
∂xM

2

∂p2
= −m

p22
. Para que haya coincidencia en ambos

resultados se debe de dejar la ecuación 1 en términos del ingreso por lo que se cambia la u por la
utilidad indirecta para que la expresión quede en términos de los precios y el ingreso. La utilidad
indirecta para este ejercicio correspond́ıa a:

v (m, p1, p2) = ln
p2
p1

+
m

p2
− 1

Aśı, la ecuación quedaŕıa igual a:

∂xH2
∂p2

− ∂xM2
∂m

xH2 =− 1

p2

[
ln
p2
p1

+
m

p2
− 1 + 1− ln

p2
p1

]
∂xH2
∂p2

− ∂xM2
∂m

xH2 =− m

p22

Este último resultado del efecto total es equivalente al resultado obtenido cuando se calculó de la forma
∂xM

2

∂p2
.

Ejercicio 38 [Propiedades de teoŕıa del consumidor4]. Considere un individuo que consume del bien 1 y del
bien 2; este individuo tiene una función de gasto mı́nimo dada por:

G (ū, p1, p2) = ūp1 −
p21
4p2

1. Obtenga la demanda del bien 1 y el bien 2 que minimiza el gasto del individuo dado los precios y un
nivel de utilidad.

2. Obtenga la función que indique el nivel máximo de utilidad que el individuo puede alcanzar dado su
ingreso y los precios de mercado.

3. Obtenga la demanda del bien 1 y el bien 2 que maximiza la utilidad del individuo dado los precios y
el ingreso.

4. Considerando la ecuación de Slutsky, obtenga el efecto total, efecto sustitución y efecto ingreso de un
cambio en el precio del bien 1 sobre la demanda del bien 2.

4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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5. Ayer el individuo teńıa un ingreso de 5 colones y se enfrentaba a un precio del bien 1 igual al precio
del bien 2 y este igual a 1 . Hoy, el individuo tiene un ingreso de 7 pero el precio del bien 1 aumento a
2 y el precio del bien 2 disminuyó a 0.5 . ¿El individuo está mejor, peor o igual? Justifique.

6. Obtenga la función de utilidad en términos de los bienes; es decir, u (x1, x2).

Solución:

G∗ (ū, p1, p2) = ūp1 −
p21
4p2

xH1 =
∂θ∗

∂p1
= ū− p1

2p2

xH,m2 =
∂θ∗

∂p2
=

p21
4p22

m = vp1 −
p21
4p2

v =
m

p1
+

p1
4p2

xm1 = − ∂v
∂v
∂m

=

m
p21

− 1
4p2

1
p1

=
m

p1
− p1

4p2

∂xH2
∂p1

=
∂xm2
∂p1

+
∂x2
∂m

· ∂G
∗

∂p2

ES

∂xH2
∂p1

=
p1
2p22

∂xm2
∂p1

=
p1
2p22

∂xm2
∂m

= 0

v0 (m = 5, p1 = p2 = 1) = 5, 25 > v1 (m = 7, p1 = 2, p2 = 0, 5) = 4, 5

∴ El individuo estaba mejor ayer.

V =
m

p1
+

p1
4p2

⇒ V =
m

p1
− p1

4p2︸ ︷︷ ︸
X1

+
p1
4p2

+
p1
4p2

⇒ V =
m

p1
− p1

4p2︸ ︷︷ ︸
X1

+
p1
2p2︸︷︷︸
X

1
2
2

U (X1, X2) = X1 +X
1
2
2

Otra forma de hacer el inciso 6:

xm2 =
ρ21
4ρ22

xm1 =
m

ρ1
− ρ1

4ρ2

Despejo p2 en xM2 y p1 en xM1 (o en este caso m en XM
1 porque pi está dif́ıcil).

ρ2 =
ρ1

2x
1
2
2

m = ρ1x1 +
ρ21
4ρ2
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Inyecto ambas ecuaciones en v, cambio v por u y simplifico al máximo.

V =
m

ρ1
+

ρ1
4ρ2

u =

(
ρ1x1 +

ρ21
4ρ2

)
ρ1

+
ρ1

4 ρ1

2x
1
2
2

= x1 +
ρ1
4ρ2

+
1

2
x

1
2
2

Ejercicio 39 [Propiedades de teoŕıa del consumidor5]. La función de utilidad indirecta de un individuo es la
siguiente:

v (p1, p2,m) = κ
m (p1 + p2)

p1p2

Donde pi es el precio del bien i,m es su ingreso y κ > 0.

1. Obtenga las demandas ordinarias para cada uno de los bienes.

2. Obtenga la función de mı́nimo gasto.

3. Obtenga las demandas compensadas para cada uno de los bienes.

4. Determine el efecto total, ingreso y sustitución de un cambio en p1 en la cantidad del bien 1.

Solución

V (p1, p2,m) = K · m (p1 + p2)

p1p2
=
Km

p2
+
Km

p1

u = K
G∗ (p1 + p2)

p1p2

G∗ =
up1p2

K (p1 + p2)

XM
1 =

+(Km)

K (p1 + p2)
=
Kmp2
p1p2

=
mp2

p1 (p1 + p2)

XM
2 =

mp1 + p2)

p2 (p1 + p2)

∂G∗

∂p1
=
up2K (p1 + p2)− up1p2K

K2 (p1 + p2)
2

∂G∗

∂p1
=
up2K (p1 + p2)− up1p2K

K2 (p1 + p2)
2

XH
1 =

up22

K (p1 + p2)
2

XH
2 =

up21

K (p1 + p2)
2

G∗ = p1
up22

k (p1 + p2)
2 + p2

up21

k (p1 + p2)
2

G∗ =
up1p2

k (p1 + p2)
2 (p2 + p1)

5Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Ecuación Slutsky

xH1 (p1, . . . , pn, u) = xm1 (p1, . . . , pn, G
∗ (p1, . . . , pn, u))

∂xH1
∂p1

=
∂xm1
∂p1

+
∂xm1
∂m

· ∂G
∗

∂p1

∂xH1
∂p1︸ ︷︷ ︸
E.S

=
∂xm1
∂p1︸ ︷︷ ︸
E.T

+
∂xm1
∂m

·XH
1︸ ︷︷ ︸

E.I

Efecto directo
Efecto en x1 de un ∆P1

XM
1 =

mp2
p1 (p1 + p2)

∧ XH
1 =

up22

k (p1 + p2)
2

ET =
−mp2

p21 (p1 + p2)
2 (2p1 + p2)

ES =
−up22

k (p1 + p2)
3

EI =
p2

p1 (p1 + p2)

up22

k (p1 + p2)
2

Ejercicio 40 [Propiedades de teoŕıa del consumidor6]. Considere la siguiente función de utilidad indirecta
que presenta un individuo

v (p1, · · · , pn,m) =
[m
n

]n n∏
i=1

p−1
i

1. Obtenga las demandas ordinarias para cada uno de los bienes.

2. Obtenga la función de mı́nimo gasto.

3. Obtenga las demandas compensadas para cada uno de los bienes.

4. Determine el efecto total, ingreso y sustitución de un cambio en el precio del bien k en la cantidad del
bien j.

Solución:

6Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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xmj =
− ∂V
∂pj
∂V
∂m

+

(
m
n

)n
n · pj

n∏
i=1

pi
−1
(m
n

)n n∏
i=1

pi
−1

V = mn

(
1

n

)n n∏
i=1

p−1
i

u = Gn
(
1

n

)n n∏
i=1

p−1
i

G∗n

= unn
n∏
i=1

pi

G∗ = nu
1
n

[
n∏
i=1

pi

] 1
n

∂G∗

∂pj
= xHj =

1

n
p−1
j nu

1
n

[
n∏
i=1

pi

] 1
n

xHj = p−1
j u

1
n

[
n∏
i=1

pi

] 1
n

Ecuación Slutsky

∂xHi
∂pk

=
∂xmi
∂pk

+
∂xmj
∂m

· xHk

∂xHi
∂pk

=
1

n
p−1
k p−1

j u
1
n

[
n∏
i=1

pi

] 1
n

∂xmi
∂pk

= 0

∂xmj
∂m

· xHk =
1

n
p−1
j p−1

k u
1
n

[
n∏
i=1

pi

] 1
n

6.6. Agregación de Engel

6.7. Agregación de Cournot

Ejercicio 41 [Cumplimiento de la agregación de Cournot]. Considere la siguiente función de utilidad tipo
Cobb-Douglas

u =

n∏
i=1

xαi
i

donde

n∑
i=1

αi =1

Encuentre la función de demanda marshalliana

Se tiene el problema
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máx
X⃗

u =

n∏
i=1

xαi
i s.a m ≥

n∑
i=1

pixi

máx
X⃗

u =

n∏
i=1
i ̸=j

xαi
i · xαj

j s.a m ≥
n∑
i=1

pixi

Y en el óptimo debe cumplirse que:

αjx
αj
j

xj

n∏
i=1
i ̸=j

xαi
i

αkx
αk
k

xk

n∏
i=1
i ̸=k

xαi
i

=
pj
pk

αj

xj

�
�
��

n∏
i=1

xαi
i

αk

xk

�
�

��
n∏
i=1

xαi
i

=
pj
pk

αjxk
αkxj

=
pj
pk

xk =
pj · αkxj
αjpk

Y evaluando en la restricción presupuestaria:

m =

n∑
k=1

pkxk

⇔ m =

n∑
k=1

pk

(
pj · αkxj
αjpk

)

m =

n∑
k=1

��pk

(
pj · αkxj
αj��pk

)

m =

n∑
k=1

pjαkxj
αj

m =
pjxj
αj

n∑
k=1

αk

αjm

pj

�
�

��
n∑
k=1

αk

1

= xj

αjm

pj
= xMj

Encuentre la función de demanda hicksiana

Partiendo de la función de demanda marshalliana y evaluando en la función de utilidad original, se
tiene que:
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u =

n∏
j=1

xα1
j

u =

n∏
j=1

(
αjm

pj

)α1

u =m

1

�
�

��
n∑
i=1

αi n∏
j=1

(
αj
pj

)α1

v = m

n∏
j=1

(
αj
pj

)α1

Y por otro lado:

c∗ = u

n∏
j=1

(
αj
pj

)α1

Y por el lema de Shephard:

∂c∗

∂pj
=xHj

∂

∂pj

[
u

n∏
i=1

(
αj
pj

)αj
]
=xHj

∂

∂pj

[
u

(
α1

p1

)α1

·
(
α2

p2

)α2

· · · · ·
(
αj
pj

)αj

· · · · ·
(
αn
pn

)αn
]
=xHj

u · αj
(
αj
pj

)αj−1

·
n∏
i=1
i ̸=j

(
αi
pi

)αi

=xHj

u ·��αj
(
αj
pj

)αj
(
pj

��αj

)
·
n∏
i=1
i ̸=j

(
αi
pi

)αi

=xHj

Verifique el cumplimiento de la agregación de Cournot

Ejercicio 42 [Estática comparativa de la teoŕıa del consumidor7]. La función de utilidad de un individuo está
en función de n bienes según la siguiente ecuación:

U (x1, x2, · · · , xn) = x1 +

n∑
i=2

ln (xi − 1) , ∀xj > 0 , j = 1, · · · , n

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas de todos los bienes.

→ Se tiene que:

7Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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TMSij =
P1

Pj
⇒ 1

1
xj−1

=
P1

Pj
⇒ xm,nj =

P1

Pj
+ 1

m = p1x1 + (n− 1)p1 +

n∑
j=2

pj

xn1 =
m

P1
− (n− 1)− 1

P1

n∑
j=2

pj

u = x1 +

n∑
j=2

ln

(
p1
Pj

)

xH1 = u− (n− 1) ln p1 +

n∑
j=2

ln pj

2. Determine cómo se distribuye el efecto ingreso y efecto sustitución entre el efecto total de un cambio
en el precio del bien 1 sobre ambos tipos de bienes.

→ Observe que:

XH
1 (P⃗ , u) = XM

1

(
P⃗ , G∗(ū, P⃗ )

)
XH

1

∂p1
=
∂XM

1

∂p1
+
∂XM

1

∂m

∂G∗

∂p1

∂XH
1

∂p1︸ ︷︷ ︸
E.S

=
−(n− 1)

p1

∂XM
1

∂p1︸ ︷︷ ︸
E.T

=
−m
p21

+
1

p21

n∑
j=2

pj =
−1

p1

m

p1
− 1

p1

n∑
j=2

pj


∂XM

1

∂m
·XH

j︸ ︷︷ ︸
E.I

=
1

p1
·XH

1

Observe que

xH1
∂p1︸︷︷︸
E.S

− ∂xm1
∂p1︸ ︷︷ ︸
E.T

=
−(n− 1)

p1
+

1

p1

m

p1
− 1

p1

n∑
j=2

pj



xH1
∂p1

− ∂xm1
∂p1

=
1

p1
(
m

p1
− (n− 1)− 1

p1

n∑
j=2

pj︸ ︷︷ ︸
x1

) =
1

p1
· x1 =

∂xm1
∂m

· xHj︸ ︷︷ ︸
E·I

E · I
E · T

= −x1

m

p1
− 1

p1

n∑
j=2

pj

−1

∧ ES

E · T
= (n− 1)

m

p1
− 1

p1

n∑
j=2

pj

−1
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Cruzada:

Xm,H
j =

P1

Pj
+ 1

XH
j

∂p1
=
∂Xm

j

∂p1
+
∂Xm

j

∂m
· ∂6

∗

∂p1
1

pj︸︷︷︸
ES

=
1

pj︸︷︷︸
ET

+ 0︸︷︷︸
EI

E·I
E·T = 0 ∧ E·S

E·T = 1

3. Demuestre que se cumple la Agreción de Cournot y la Agregación de Engel.

→ A continuación se demuestra el cumplimiento de:

Agregación Engel

m = p1x1(P⃗ ,m) +

n∑
j=2

pjxj(P⃗ ,m)

1 =
∂m

∂m
= p1 ·

∂x1
∂m

+

n∑
j=2

pj ·
∂xj
∂m

1 = p1 ·
1

ϕ1
+

n∑
j=2

pj · 0

Agregación Cournot

Para pi

m = p1x1(P⃗ ,m) +

n∑
j=2

pjxj(P⃗ ,m)

∂m

∂p1
= 0 = x1 + p1

∂x1
∂p1

+

n∑
j=2

pj ·
∂xj
∂p1

= x1 −

m

p1
− 1

p1

n∑
j=2

pj

+

n∑
j=2

pj ·
1

p′j

0 = x1 − (
m

p1
− 1

p1

n∑
j=2

pj − (n− 1)︸ ︷︷ ︸
x1

)

Para pj

m = p1x1(P⃗ ,m) + pjxj(P⃗ ,m) +

n∑
k=2
k ̸=j

pkxk(P⃗ ,m)

∂m

∂pj
= p1 ·

∂x1
∂pj

+ xj + pj ·
∂xj
∂pj

+

n∑
k=2
k ̸=j

pk
∂xk
∂pj

= p1 ·
−1

p1
+ xj − p1 ·

p1
pj∗

+

n∑
k=7
k ̸=j

pk · 0

0 = xj −1− p1
pj︸ ︷︷ ︸

−xj
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Ejercicio 43 [Estática comparativa de la teoŕıa del consumidor8]. Considere las preferencias por los bienes
xi de un consumidor que tiene una restricción presupuestaria.

U (x1, x2, · · · , xn) =
n∏
i=1

xi

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

→ Se tiene que:

u =

n∏
i=1

xi

TMSjk =
Pj
Pk

⇒ xk
xi

=
Pj
Pk

⇒ xk =
Pj
Pk

· xj

m =

n∑
k=1

pjxj ⇒ xj =
m

nPj

xj(m, P⃗ ) =
m

nPj

2. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

→ Y para minimizar el gasto:

xj =
u

1
n

∏n
k=1 P

1
n

k

Pj

xj(ū, P⃗ ) =
u

1
n

∏n
k=1 P

1
n

k

Pj

3. Encuentre la elasticidad de sustitución.

→ Se encuentra que:

O =
∆v
(
Xk

Xj

)
∆/TMSjk

=
∂
(
Xk

Xj

)
∂TMS

· TMS(
Xk

Xj

) =
∂ ln Xk

Xj

∂ lnTMS

TMSjk =
Xk

Xj

lnTMSjk = ln
Xk

Xj
⇒ σ = 1

σ mide el grado de sustituibilidad entre bienes.

Nota 13. Observe que para la Cobb-Douglas δ ∈ R+porque pertenece a la familia CES.

4. Demuestre que la demanda marshalliana es homogénea de grado cero en precios e ingreso.

→ Si es homogénea de grado 0 en m ∧ P⃗

⇒Xj(λm, λP⃗ ) = λ0 ·Xj(m, P⃗ )

Xj(m, P⃗ ) =
m

nPj

Xj(λm, λP⃗ ) =
λm

nλPj
=

m

nPj
= xmj

8Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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5. Demuestre que la demanda hicksiana es homogénea de grado cero en precios.

→ Si es homogénea de grado 0 en P⃗

⇒ xj(ū, λP⃗ ) =λ
0xj(ū, P⃗ )

Xj(Ū , λP⃗ ) =
U

1
n

∏n
k=1 (λPk)

1
n

λPj
=
U

1
n

∏n
i=1 λ

1
nPi

λPj
=
λ

λ

U
1
n

∏n
k=1 P

1
n

k

Pj
= λ0

U
1
n

∏n
k=1 P

1
n

k

Pj
= Xj(Ū , P⃗ )

6. Muestre que se cumple la simetŕıa de Hicks.

→ Se sabe que: xj =
u

1
n

∏n
k=1 P

1
n
k

Pj

xj =
u

1
n · P

1
n
i

∏n
ki P

1
n

k

Pj
∧ xi =

u
1
n · P

1
n
j

∏n
kij P

1
n

k

Pi

∂xi
∂Pi

=
1

n
· P−1

i

u
1
n

Pj

n∏
k=1

P
1
n

k ∧ ∂xi
∂Pj

=
1
nu

1
nP−1

j

Pi

n∏
k=1

P
1
n

k .

7. Dada la ecuación de Slutsky, obtenga el efecto ingreso y el efecto sustitución propia como proporción
del efecto total.

→

Xj(m, P⃗ ) =
m
nPj

∧ Xj(Ū , P⃗ ) =
u

1
n

∏n
k=1 P

1
n
k

Pj

∂XH
i

∂Pj
=

∂Xm
j

∂Pj
+

∂Xm
j

∂m ·XH
j

(
1

n
− 1

)
1

Pj
·Xj =

−1

Pj
Xj +

1

nPj
Xj

=
1

Pj

(
−1 +

1

n

)
ES

ET
=

−1

n
+ 1 =

n− 1

n
EI

ET
=

−1

n
v

(
1− ES

ET

)
= 1−

(
1− 1

n

)
=

1

n

8. Calcule la descomposición de Slutsky (en términos de elasticidades propias).

→

H∏
ij

= nmjj +
P1Xi

m
· njm

xj(m, P⃗ ) =
m
nPj

∧ xj(Ū , P⃗ ) =
u

1
n

∏n
k=1 P

1
n
k

Pj

ηmjj =
−1
Pj

· xj P1

xj
ηHjj =

(
1
n − 1

)
1
Pj

· xj · P1

xj

ηmij = −1 ηHjj =
(
1
n − 1

)
ηmjm = m

npj
· 1
xj

ηmjm = 1

ηHij = ηmjj +
P1xi

m · ηjm(
1
n − 1

)
= −1 +

Pjxj
m︸ ︷︷ ︸

1
n − 1 = −1 +

Pj

m · m
myj

= −1 + 1
n

9. Determine la veracidad de la siguiente proposición y justifique su respusta: Se puede afirmar que la
demanda hicksiana por el bien i es más elástica que la demanda marshalliana por el bien i.

→ Note que los bienes son bienes ordinarios porque nii < 0.
Observe que ηim > 0∀i por lo que el bien i es un bien normal por lo que

ηHii︸︷︷︸
−

= ηMii︸︷︷︸
−

+
Pixi
m

ηim︸ ︷︷ ︸
+

⇒
∣∣ηHii ∣∣ < ∣∣ηMii ∣∣ dado que nHii , η

M
ii < 0.
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Por lo tanto, la proposición es falsa.
Por ejemplo, suponga Pixi

m ηim = 1 ∧ ηmii = −5
Eso implicaŕıa que nHii = −4 por lo que nHii es más inelástica. (recuerde que para comparar elasticidades
se toma el valor absoluto |nmii | > nHii

)
.

10. Muestre que se cumple la agregación de Engel.

→ Vea que:

I =

n∑
j=1

Pjxj
m

· njm

I =

n∑
i=1

Pjxj
m

· 1 =

n∑
i=1

P1

m
· P1

n · v
= n · 1

n
= 1

11. Muestre que se cumple la agregación de Cournot.

→ Observe que:

xj(m, P⃗ ) =
m

nPj

m = Pjxj +

n∑
i ̸=j

Pixi

∂m

∂Pj
= 0 = xj + Pj ·

∂xj
∂Pj

+

n∑
i ̸=j

Pj ·
∂x0

∂Aj

xj + Pj
−1

Pj
· xj = 0

Ejercicio 44 [Estática comparativa de la teoŕıa del consumidor9]. Considere las preferencias por los bienes
xi de un consumidor que tiene una restricción presupuestaria.

U (x1, x2, · · · , xn) =
n∑
i=1

lnxi

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

→ Las funciones son:

TMSjk =

1
xj

1
xk

=
xk
xj

=
Pj
Pk

m =

n∑
j=1

Pkxk ⇒ xk =
m

nPk

u =

n∑
k=1

ln

[
Pjxj
Pk

]

2. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

→ Las funciones de demanda son:

9Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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u = n lnPj + n lnxj −
n∑
k=1

lnPk

lnxj =
u

n
− lnPj +

1

n

n∑
k=1

lnPk

xj =
e

u
n · e 1

n

∑n
i=1 lnPk

elnPj

3. Calcule la descomposición de Slutsky (en términos de elasticidades propias).

→

nHjj = nmjj +
Pjxj
m

· njm

xj =
m

nPj

nMjj =
−1

Pj
· xj ·

Pj
xj

= −1

njm = 1

⇒ nHjj = −1 +
Pjxj
m

4. Calcule la descomposición de Slutsky (en términos de elasticidades cruzadas).

nHjk = nMjk +
PkXk

m
· njm

nHjk = 0 +
PkXk

m

nHjk =
PkXk

m

5. Muestre que se cumple la agregación de Engel. Además, interpréte este resultado.

xk =
m

nPk

1 =

n∑
j=1

Pkxj
m

ηjm

ηjm =
∂xj
∂m

· m
xj

=
1

nPj
· m
xj

= 1

1 =

n∑
j=1

P1

m
· n

nPj

1 =

n∑
j=1

1

n

6. Muestre que se cumple la agregación de Cournot. Además, interpréte este resultado.
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→

0 = xj + Pj ·
∂xj
∂Pj

+

n∑
i ̸=j

∂xi
∂Pj

xi =
m

nPi
∂xi
∂Pj

= 0

∂xi
∂Pj

=
−1

Pj
· xj

0 = Xj + Pj ·
Xj

Pj
= 0

Ejercicio 45 [Estática comparativa de la teoŕıa del consumidor10]. La función de utilidad de un individuo
está en función de n bienes según la siguiente ecuación:

U (x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

xαi
i

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas para todos los bienes.

→

TMS =
uMj

uMk
=
αjx

−1
j

∏n
i=1 x

α
i

αkx
−1
k

∏n
k=1 x

α
k

=
pj
pk

⇒ xk
xj

=
αkpj
αjpk

(cond opt.)

Al inyectar la condición de optimalidad en la restricción presupuestaria se obtiene la demanda marsha-
lliana:

m =

n∑
k=1

αkpjxj
αj

⇒ xj =
αjm

pj
∑j
k=1 αk

Al inyectar la condición de optimalidad en la función de utilidad se obtiene la demanda hicksiana

u =

n∏
k=1

(
αkρj
αjρk

xj

)αk

⇒ u =

(
ρjxj
αj

)∑n
k=1 αk n∏

k=1

(
αk
ρk

)αk

⇒ xj =
αju

1∑
α αk

∏n
k=1

(
ρk
αk

) αk∑
k=1 αk

ρj

2. Demuestre que se cumple la agregación de Engel y la Agregación de Cournot.

→ A continuación se demuestra el cumplimiento de :

Agregación Engel

∂m

∂m
= 1 =

n∑
j=1

pj
∂xj (m, p1, · · · , pn)

∂m

xj =
αjm

pj
∑m
k=1 αk

∂xj
∂m

=
αj

pj
∑α
k=1 αk

=
1

m
xj

1 =

n∑
j=1

pj
1

m
xj =

1

m

n∑
j=1

pjxj =
1

m
·m = 1

10Ejercicio tomado de Casasola (2024)



132 CAPÍTULO 6. ELASTICIDADES

En elasticidades seŕıa:

1 =

n∑
j=1

pj
∂xj (m, p1, · · · , pn)

∂m
· m
xj

· xi
m

⇒ 1 =

n∑
j=1

pjxj
m

· njm

njm =
∂xj
∂m

· m
xj

=
∂ lnxj
∂ lnm

= 1

⇒ 1 =

n∑
j=1

pjxj
m

=
1

m

n∑
j=1

pjxj =
1

m
·m = 1

Agregación Cournot

m = p1x1 + . . .+ pjxj + . . .+ pnxn

∂m

∂pj
= 0 = pi

∂x1
∂pj

+ . . .+ xj + pj
∂xi
∂pj

+ . . .+ pn
∂xn
∂pj

0 = xj +

n∑
i=1

∂xi
∂pj

· pi

0 = xj +

n∑
i=1

∂xi
∂pj

· pi

0 = xj +
∂xj
∂pj

· pj +
n∑
i ̸=j

∂xi
∂pj

· pi

Xi =
αim

Pi
∑n
k=1 αk

Cuando i ̸= j : ∂xi

∂ρj
= 0

Cuando i = j :
∂xj

∂pj
= − αjm

p2j
∑m

k=1 αk
= −1

pj
· xj

Entonces:

O = xj +
∂xj
∂pj

· pj +
n∑
i ̸=j

∂x′i
∂pj

p′i

O = xj +
−1

pj
· xj · pj = 0

En elasticidades seŕıa:

⇒ 0 = xj +

n∑
i=1

∂xi
∂pj

pi

⇒ 0 = xj
pj
m

+

n∑
i=1

∂xi
∂pj

pi ·
pj
m

xi
xi

⇒ 0 = xj
pj
m

+

n∑
i=1

pixi
m

· ηij

0 = xj ·
pj
m

+
pjxj
m

ηjj +

n∑
i ̸=j

pixi
m

· ηij
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Xi =
αim

Pi
∑n
k=1 αk

Note que:

lnxi = lnαi + lnm− ln pi − ln

(
n∑
i=1

αi

)

nij =
∂ lnxi
∂ ln pj

= 0

njj =
∂ lnxj
∂ ln pj

= −1

Aśı,

0 = xj ·
ρj
m

+
ρjxj
m

− 1 = 0

Ejercicio 46 [Estática comparativa de la teoŕıa del consumidor11]. La función de utilidad de un individuo
está en función de n bienes según la siguiente ecuación:

U (x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

(xi − αi)

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas para todos los bienes.

→

TMSjk =

∏
i ̸=j (xi − αi)∏
i ̸=k (xi − αi)

=
xk − αk
xj − αj

= p 1
pk

⇒ xk =
pj
pk

(xj − αj) + αk

m =

n∑
k=1

[pj (xj − αj) + αkpk]

m = nPjxj − npjαj +
∑
k

αkpk

xnj =
m+ npjαj −

∑
k αkpk

npj

U =

n∏
k=1

[
pj
pk

(xj − αj)

]

U = pnj (xj − αj)
n

n∏
k=1

p−1
k ⇒ U

1
n ·

n∏
k=1

p
1
n

k = pj (xj − αj)

xHj =
U

1
n ·
∏n
k=1 p

1
n

k

pj
+ αj

2. Demuestre que se cumple la agregación de Engel y la Agregación de Cournot.

11Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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→

xmj =
m

npj
−
∑
piθi
npj

+ θj

xmj =
m

npj
− pjθj
npj

−
∑
piθi
npj

+ θj

1 =

n∑
j=1

pj
∂xmj
∂m

∂xmi
∂m

=
1

npj

⇒ 1 =

n∑
j=1

pj
1

npj
=

n∑
j=1

1

n
= 1

3)

m = pjxj +

n∑
i ̸=j
i=1

pixi

0 = xj + pj
∂xj
∂pj

+

n∑
i ̸=j
i=1

pi
∂xi
∂pj

∂xj
∂pj

= − m

npj
2 +

∑n
i ̸=j
i=1

piθi

np2j

xi =
m

npi
− piθi
npi

−

∑n
k ̸=i
k=1

pkθk

npi
+ θj

∂xi
∂pj

=
θj
npi

0 = xj + pj
∂xj
∂pj

+

n∑
i ̸=j
i=1

pi
∂xi
∂pj

0 = xj −
m

nPj
+

∑n
i̸=j
i=1

piθi

nPj
+

n∑
i ̸=j
i=1

pi
θj
npi

0 = xj −
m

nPj
+

∑n
i̸=j
i=1

piθi

nPj
+
n− 1

n
θj

La demanda era: Xj =
m
nPj

−
∑n

i=1 ρiθi
npj

+ θj

0 =
m

npj
−
∑
piθi
npj

+ θj −
npj
nFj

+

∑n
i ̸=j
i=1

piθi

nPj
+
n− 1

n
θj

0 = −
∑
piθi
npj

+ θj +

∑n
i̸=j
i=1

piθi

nPj
+
n− 1

n
θj

= −pjθj
nϕj

−

∑n
i̸=j
i=1

pjθi

npj
+ θj +

∑n
i ̸=j
i=1

piθi

nPj
− n− 1

n
θj

=
−θj
n

+ θj −
(
1− 1

n

)
θj

=
−θj
n

+ θj − ϕj +
1

n
θj = 0
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Caṕıtulo 7

Comportamiento competitivo del
productor

Las empresas están caracterizadas por tener a su disposición tecnoloǵıas de producción exógenamente
definidas que les permite convertir insumos (input) en productos (output). En particular, las personas pro-
ductoras competitivas se caracterizan por considerar que los precios que pagan por los insumos aśı como los
precios que reciben por sus productos, están dados, y a partir de alĺı, toma una decisión sobre cuál plan de
producción adoptar ( una combinación que tecnológicamente de insumos que para producir una determinada
cantidad de productos que sea asequible) para aśı maximizar beneficios. Es decir, que a diferencia de la teoŕıa
del consumidor, donde se asumı́a que la utilidad del agente depend́ıa de elementos meramente subjetivos
como los gustos y preferencias, en la producción se parte de un objetivo muy particular.
Nótese que se crea una especie de armońıa teórica entre el comportamiento del consumidor y el comporta-
miento de las empresas. El agente que tiene una cierta utilidad que desea maximizar sujeta a su restricción
presupuestaria, tiene un cierto ingreso. Dicho ingreso debe provenir de algún lado. Si el agente es un consu-
midor, debe ser que debe tener un ingreso del cual disponer para su consumo, por lo que suponemos que es
a su vez un trabajador o inclusive un empresario.
Aśı, dadas sus preferencias y gustos subjetivos, deberá asegurarse el nivel de ingreso necesario para poder sa-
tisfacer dichos gustos. Por lo tanto, es de esperar que en su rol de empresario o trabajador querrá asegurarse
el mayor ingreso posible.

Ejemplo 14 [Una aplicación de la teoŕıa del consumidor]. Aśı, suponga un agente que tiene una utilidad u
que depende de:

Los bienes de consumo C

El tiempo (de ocio)

Para empezar, suponga una economı́a de intercambio donde el agente puede intercambiar tiempo a cambio
de bienes de consumo. El ”precio”de los bienes de consumo es 1 y una hora de trabajo vale w unidades de
consumo.
El agente dispone de un cierto tiempo (un d́ıa, 24 horas, etc.) que puede ser distribuido entre ocio (l) o trabajo
(Ns) que seŕıa el tiempo que intercambia al mercado. Por tanto, el agente tiene una restricción”temporal,
que seŕıa:

l + h = Ns

Lo cual señala que el tiempo del agente solamente se puede dedicar a trabajar o al ocio. Si el agente dedica
tiempo al ocio, no gana ningún ingreso, pero si trabaja, recibe wNs unidades de consumo (porque el precio
del bien de consumo es 1 y no pc por ejemplo). Luego, si el agente es empresario, también recibiŕıa π unidades
de consumo porque son los beneficios (ingresos menos gastos) que genera la empresa.
Aśı, la restricción presupuestaria de este agente seŕıa:

C = wNs + π

Lo cual podŕıa replantearse como:

C = wNs + π

⇔ C = w(h− l) + π

⇔ C + wl = wh+ pi
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138 CAPÍTULO 7. COMPORTAMIENTO COMPETITIVO DEL PRODUCTOR

Esta última reformulación de la restricción permite observar de manera expĺıcita la igualdad entre ingresos
y gastos.
Por lo tanto, se tendŕıa un problema como el siguiente:

máx
c,l

u(c, l) s.t C = w(h− l) + π

Ahora, si se asume que las preferencias son racionales y que además es creciente tanto para el consumo como
para el ocio, es convexa y dos veces diferenciable, gráficamente el problema se ve algo aśı:

ocio, l

co
n
su
m
o,
c

Sin embargo, si bien es cierto que matemáticamente seŕıa posible destinar todo el tiempo disponible h al ocio,
esto no es muy realista, puesto que nuestro agente no tendŕıa ingreso alguno para sus bienes de consumo. Por
tanto, además de la restricción presupuestaria, suele imponerse una restricción temporal adicional, según la
cual se limita el tiempo del ocio. Aśı, el problema se replantea de la siguiente manera:

máx
c,l

u(c, l) s.t

{
C = w(h− l) + π

l ≤ h

Y la nueva restricción presupuestaria se veŕıa aśı:

ocio, l

co
n
su
m
o,
c

alcanzable
noalcanzableh

Y el lagrangiano asociado al problema seŕıa:

L = u(c, l)− λ [C − w(h− l)− π] + µ(h− l)

Para el caso particular, no interesa estudiar los casos donde el consumo o el ocio sean iguales a cero (soluciones



139

de esquina). Las condiciones de primer orden seŕıan:

UMgc − λ = 0

UMgl −−µ = 0

C − w(h− l)− π = 0

µ ≥ 0

h− l ≥ 0

Y la condición de holgura seŕıa:

µ(h− l) = 0

A partir de aqúı, se estudian los posibles casos.
Caso 1: l = h ∧ µ = 0
En este caso, dado que el tiempo total h es igual al ocio l, seŕıa que el consumidor no trabaja. De esta
manera, gráficamente se tendŕıa lo siguiente:

ocio, l

co
n
su
m
o,
c

h

Nótese que dado que µ = 0 el precio sombra de la restricción con inequidad es nulo, por lo tanto, la restricción
adicional no es vinculante para el consumidor, dado que, aunque no tuviera esa restricción adicional, no
querŕıa más ocio.

Caso 2: l = h ∧ µ > 0
Al igual que el caso anterior, dado que el tiempo total h es igual al ocio l, seŕıa que el consumidor no trabaja.
De esta manera, gráficamente se tendŕıa lo siguiente:

ocio, l

co
n
su
m
o,
c

h
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Entonces, ¿cuál seŕıa la diferencia con respecto al caso anterior? → Note que ahora µ > 0 por lo que el precio
sombra de la restricción sobre el ocio es positiva, lo cual implica que dicha restricción śı es vinculante, y, de
no existir dicha imposición, el agente querŕıa tener más ocio.

Caso 3: l < h ∧ µ = 0
Al igual que el caso anterior, dado que el tiempo total h es igual al ocio l, seŕıa que el consumidor no trabaja.
De esta manera, gráficamente se tendŕıa lo siguiente:

ocio, l

co
n
su
m
o,
c

h

Finalmente, queda por considerar el caso de solución interna, donde se consume antes de la restricción
interpuesta sobre el ocio y donde el precio sombra sobre la restricción con inequidad es igual a cero y por lo
tanto no es vinculante.

De esta manera, a partir de la teoŕıa del consumidor, se ha logrado maximizar la oferta de trabajo del
individuo representativo. Este avance representa el punto de partida de los microfundamentos en la teoŕıa
macroeconómica, sin embargo, de momento, lo que sigue ver es ahora el comportamiento de las empresas
productoras.

Dichas empresas pueden producir bienes y servicios, sin embargo, para hacer esto requieren de insumos
para poder producir (tales como el capital o el trabajo) y dichos insumos son convertidos en otros bienes o
servicios mediante una función de producción.

A continuación entonces se plantean algunos de los supuestos básicos para entender la teoŕıa de la
producción o teoŕıa de la empresa.

1. Las empresas son tomadoras de precios. Este supuesto de la empresa competitiva aplica tanto a los
mercados de cada uno de los insumos que emplea en su proceso de producción aśı como para el mercado
de los productos que produce.

2. La tecnoloǵıa es dada exógenamente.

3. La empresa maximiza sus beneficios.



Caṕıtulo 8

La función de producción

La producción es el proceso de transformar insumos (input) en producto o producción (output). La
tecnoloǵıa actual determinar y predispone las posibilidades de producción en una economı́a mediante la
combinación de insumos en productos. La manera más convencional en que se suele representar dichas
restricciones tecnológicas es mediante un conjunto de producción de la forma Y ⊂ Rm, donde cada vector
y = (y1, y2..., ym) ∈ Y es un plan de producción cuyos componentes o entradas representan las cantidades
de varios insumos y productos.

La tecnoloǵıa a disposición de las empresas para producir se suele representar en términos de una función
de producción. Cuando sólamente se produce un único producto o output, por medio de varios insumos o
input, la cantidad total producida suele representarse mediante y o por q, mientras que el vector de insumos
empleados seŕıa X⃗ = (x1, x2, ..., xn) donde cada xj representa la cantidad empleada del insumo xj . Debe
ser que el vector de insumos aśı como la cantidad total producida, sean no negativos. Entonces: una función
de producción es simplemente la descripción para cada vector de insumos, la cantidad total de output que
puede ser producida.

8.1. Propiedades de la función de producción

Los supuestos que se hacen sobre la función de producción son los siguientes:

Continua: la continuidad permite tener la seguridad de que pequeños cambios en el vector de insumos
conllevan ligeros cambios en la cantidad total de producción.

Estrictamente creciente: este supuesto es requerido para que al emplear más insumo resulte necesaria-
mente en más producción.

Estrictamente cuasicóncava en Rn+. Este supuesto es asumido porque la cuasiconcavidad implica la
presencia de un cierto grado de complementariedad entre los factores para la producción.

f(0) = 0. Esta condición śımplemente indica que para poder producir una cantidad positiva de output,
hace falta, como mı́nimo, una cantidad positiva de algún insumo(s).

Cuando la función de producción es diferenciable, la derivada parcial ∂f(X⃗)
∂xj

indica el producto marginal

o productividad marginal del insumo o factor de producción xj , y esto indica la tasa a la cual la producción
cambia aunte un cambio en la cantidad empleada del insumo xj . Si la función de producción es estrictamente
creciente (tal y como en efecto se está suponiendo) debe ser que la productividad marginal de todos los
insumos o factores de producción ha de ser positiva.

8.2. Un caso de dos variables

Para el caso de una función de producción dependiente únicamente de dos insumos, se tiene:

q = f (K,L) (8.1)

En este caso particular, se puede asumir que los insumos son un stock capital (K) y un flujo de trabajo (L)
empleado y q es la cantidad total producida.
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Figura 8.1: Función de producción creciente en el factor de producción trabajo

Figura 8.2: Función de producción creciente en el factor de producción capital

8.3. Conjuntos de producción

En general, suponga que en una economı́a existen n mercanćıas. Un plan de producción es un vectos
y⃗ = (y1, y2, ..., yn) ∈ R donde un producto (output) donde cada yk > 0. Las posibilidades de producción de
la empresa son descritas mediante un conjunto Y ⊂ Rn, donde cualquier y ∈ Y es un plan de producción
asequible. Se suelen hacer dos grandes supuestos básicos sobre los conjuntos de producción en general:

El conjunto de producción Y es no-vaćıo. De lo contrario, pues no habŕıa conjunto que estudiar.

El conjunto de producción Y es cerrado. Esto permitirá que sea más probable que exista un plan óptimo
de producción.

Las propiedades más sustanciales e importantes sobre los conjuntos de producción podŕıan (ojo: no
necesariamente será aśı!) ser los siguientes:

1. Libre disposición. El conjunto de producción satisface la libre disposición si y ∈ Y implica que y′ ∈ Y
para cada y′ ≤ y.

2. Condición de cierre. El conjunto de producción Y cumple con la propiedad de la condición de cierre si
0 ∈ Y ; es decir, si la empresa tiene la posibilidad de no utilizar insumos o recursos y no producir nada.

3. Retornos no crecientes a escala: El conjunto de producción Y tiene retornos no crecientes a escala si
y ∈ Y implica que αy ∈ Y ∀0 ≤ α ≤ 1.

4. Retornos no decrecientes a escala. El conjunto de producción Y tiene rendimientos no decrecientes a
escala si y ∈ Y implica que αy ∈ Y ∀α ≥ 1.

5. Retornos constantes a escala. El conjunto de producción Y tiene rendimientos constantes a escala si
y ∈ Y implica que αy ∈ Y ∀α ≥ 0.
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Figura 8.3: Un conjunto de producción

Definición 15. Rendimientos constantes a escala: sea k ∈ N, la función g : Rk+2 → R es homogénea de
grado m en x ∈ R y y ∈ R si y solo si g(λx, λy, z) = λm(x, y, z) ∀λ ∈ R y z ∈ Rk.

mλm−1g(x, y, z) = gxx+ gyy

m = 1

g(x, y, z) = gxx+ gyy

6. Convexidad. Esta condición implica rendimientos no crecientes en la especialización”; es decir: que si
existen dos planes de producción asequibles a la vez, que sean extremos entre śı, una combinación
de estos dos planes también será asequible. Adicionalmente, si 0 ∈ Y , entonces la convexidad implica
retornos no crecientes a escala.

Una manera de representar los conjuntos de producción es mediante la función de producción T : Rn → R,
en donde T (y) ≤ 0 implica asequibilidad y T (y) > 0 implica que y es inasequible. La función de producción
se puede pensar como una manera conveniente de representar un conjunto de producción. El conjunto de
puntos ”fronterizos”{y ∈ Rn : T (y) = 0} se conoce como la frontera de posibilidades de producción.

Cuando la función de producción es diferenciable, la tasa marginal de transformación o tasa marginal de
sustitución técnica entre dos insumos, por ejemplo k, l se define:

TMSTk,l =

∂T (y)
∂yl
∂T (y)
∂yk

Nota 14. Tratando de explicar el crecimiento de la economı́a de los páıses, Robert Solow (1956) propuso que
la acumulación del capital de una economı́a segúıa el siguiente comportamiento:

Kt+1 −Kt = sF (Kt, EtLt)︸ ︷︷ ︸
S

−δKt

Aśı, la diferencia entre el capital del peŕıodo t+1 y el peŕıodo t es igual a la inversión neta, y esta seŕıa igual
al ahorro - capital depreciado en el peŕıodo t.
Nótese que el ahorro S es igual a una proporción constante s multiplicada por la función de producción.
En particular, esta función de producción depende del capital Kt y el trabajo multiplicado por la tecnoloǵıa
EtLt. Uno de los supuestos de la función de producción es que tiene rendimientos constantes a escala.
Aśı, viendo que la tecnoloǵıa exhib́ıa un comportamiento en el tiempo Et+1 = (1+ g)Et y la población en el
tiempo Lt+1 = (1+ n)Lt, para saber el impacto que teńıa la acumulación del capital en el crecimiento de la
economı́a, se querŕıa dejar la función de producción en términos de unidades efectivas de trabajo, para aśı
poder aislar efectivamente los efectos del capital.
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Figura 8.4: Conjuntos de producción asequibles e inasequibles y la tasa marginal de sustitución técnica

Por tanto, sabiendo que hay rendimientos constantes, la ecuación básica de acumulación de capital se podŕıa
replantear de la siguiente forma:

⇔ Kt+1

AtLt
− Kt

AtLt
=
sF (Kt, AtLt)

AtLt
− δKt

AtLt

*Sea kEt =
Kt

AtLt

⇔ Kt+1

AtLt
− kEt = sF

(
Kt

AtLt
,
AtLt
AtLt

)
− δkt

∗λF (x, y, z) = F (λx, λy, z)

At+1 = (1 + g)At

Lt+1 = (1 + n)Lt

⇒ At+1Lt+1 = (1 + g)(1 + n)AtLt ⇔
At+1Lt+1

AtLt
= (1 + g)(1 + n)

⇔ Kt+1

At+1Lt+1
· At+1Lt+1

AtLt
− kEt = sF (kEt , 1)− δkEt

⇔ kEt+1(1 + g)(1 + n)− kEt = sf(kEt )− δkEt ∗Sea (1 + z) = (1 + n)(1 + g)

⇔ kEt+1(1 + z)− kEt −zkEt = sf(kEt )− δkEt −zkEt ⇒ (1 + z)(kt+1 − kt) = sf(kEt )− (z + δ)kEt

⇔ kEt+1 − kEt︸ ︷︷ ︸
inversion

neta

=
1

1 + z

sf(kEt )− (z + δ)kEt︸ ︷︷ ︸
costos

reposición


︸ ︷︷ ︸

ahorro
neto

zkEt → lo que invierta para mantener el mismo nivel de capital por unidad
de trabajo. Es el costo de mantener el mismo promedio de capital.

δkEt → costo de depreciación de capital.

kEt+1 − kEt → inversión neta.
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8.4. La complementariedad, la anticomplementariedad y la pro-
ductividad media

Definición 16 [Producto marginal]. Def́ınase el producto marginal como el cambio adicional en la cantidad
total producida ante un cambio en la cantidad empleada de un insumo zj , de manera que:

PMgzj =
∂f(z1, z2, ..., zn)

∂zj
(8.2)

Considere una función de producción f(x1, x2, ..., xn):

Definición 17 [Factores complementarios]. Dı́cese que un factor de la producción es complementario si:

∂f

∂zi
> 0 (8.3)

Definición 18 [Factores anticomplementarios]. Dı́cese que un factor de la producción es anticomplementario
si:

∂f

∂zi
< 0 (8.4)

Definición 19 [Productividad media]. Dı́cese que la productividad media de un factor de la producción es la
razón entre la cantidad total producida y la cantidad (número de unidades) empleadas del insumo:

PMezi =
q

∂zi
(8.5)

Definición 20 [Elasticidad insumo-producto]. Def́ınase la elasticidad insumo-producto como el cambio por-
centual en la cantidad total producida (q) ante un cambio porcentual en uno de los factores de la producción
cualquiera xj .

Eq,zj =
∂f(x1, x2, ..., xn)

∂zj

zj
q

(8.6)

Nótese que la expresión de la elasticidad insumo producto es equivalente a:

Eq,zj =
PMgzj
PMezj

(8.7)

8.5. Producto marginal y producto medio

Observe la siguiente función de producción: Recuerde que la producción media de un insumo zj es de la

Figura 8.5: Una función de producción ondulada

forma PMe = y
zj
, de manera que, gráficamente, es la distancia desde 0 hasta y dividido entre la distancia

que hay de 0 a zj empleado, de manera que el producto medio puede tambíıen obtenerse como la tangente
del ángulo α.
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8.6. Etapas de la función de producción

En la primera etapa de la función de producción el producto medio del insumo variable está aumen-
tando.

En la segunda etapa de la función de producción el producto medio del insumo variable empieza
a disminuir en conjunto con el producto marginal, sin embargo el producto marginal sigue siendo
positivo.

En la tercera etapa de la función de producción el producto medio del insumo variable sigue disminu-
yendo, mientras que ahora el producto marginal es negativo, lo cual implica que la producción total
también ha de estar disminuyendo.

Figura 8.6: Las etapas de la función de producción

8.7. Corto plazo y largo plazo

Una distinción útil para clasificar a los diferentes factores de la producción, insumos o inputs, es mediante
su capacidad de ser variados o no. Para estos efectos, se suele introducir una dimensión temporal, y a ráız
de eso se habla de un corto plazo y un largo plazo.

En el corto plazo, es normal que existan factores de la producción que no pueden ser variados pero śı en
el largo plazo. De esta manera, es irrelevante determinar con exactitud cuánto tiempo es çorto plazo 2”largo
plazo”, sino que lo relevante es lo siguiente:

Corto plazo: existe al menos un factor de la producción que no puede ser variado con facilidad (siempre
existe la posiblidad de que ante cambios abruptos o sustanciales que hagan reconsiderar la disposición
de estos factores).

Largo plazo: es la situación bajo la cual todos los factores de producción son variables.
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8.8. La ley de los rendimientos marginales decrecientes

Definición 21 [Ley de los rendimientos marginales decrecientes]. Mantiendo constante la tecnoloǵıa y todos
los insumos salvo uno, a medida que ese insumo variable aumente más allá de cierto punto, la tasa de
incremento del nivel de producción final, empezará a disminuir. Es decir, a partir de cierto punto, el producto
marginal del insumo empezará a disminuir.

Esta ley se cumple si:

1. Solamente se vaŕıa un insumo de la producción y todos los demás, simultáneamente, se mantienen
constantes.

2. La tecnoloǵıa no cambia.

3. Los coeficientes de producción son variables; es decir, no se está ante una función de proporciones fijas.

Esta ”ley.es más una observación o afirmación emṕırica, y no un teorema derivado axiomáticamente.

Ejemplo 15 [Rendimientos a escala1]. Los rendimientos a escala señalan la homogeneidad de la función de
producción; es decir, muestra qué sucede con la producción cuando se cambian los factores en la misma
proporción.

Por ejemplo, considere la siguiente función de producción y = x21x
2
2; si se aumentan los factores en una

proporción λ, se tiene:

(λx1)
2
(λx2)

2
= λ2x21λ

2x22 = λ4x21x
2
2 = λ4y

Note que el exponente de λ es mayor que 1; por lo tanto, la función de producción tiene rendimientos
crecientes a escala. Es decir, al aumentar la proporción de los factores, la producción aumenta más que los
factores.
Ahora, considere la siguiente función de producción y = x

1
2
1 x

1
4
2 ; si se aumentan los factores en una proporción

λ, se tiene:

(λx1)
1
2 (λx2)

1
4 = λ

1
2x

1
2
1 λ

1
4x

1
4
2 = λ

3
4x

1
2
1 x

1
4
2 = λ

3
4 y

Note que el exponente de λ es menor que 1; por lo tanto, la función de producción tiene rendimientos
decrecientes a escala. Es decir, al aumentar la proporción de los factores, la producción aumenta menos que
los factores.

Por último, considere la siguiente función de producción y = x
1
2
1 x

1
2
2 ; si se aumentan los factores en una

proporción λ, se tiene:

(λx1)
1
2 (λx2)

1
2 = λ

1
2x

1
2
1 λ

1
2x

1
2
2 = λx

1
2
1 x

1
2
2 = λy

Note que el exponente de λ es igual que 1; por lo tanto, la función de producción tiene rendimientos
constantes a escala. Es decir, al aumentar la proporción de los factores, la producción aumenta en la misma
proporción que los factores.

Note, además, que para las funciones Cobb-Douglas es fácil conocer los rendimientos a escala, simplemente
se debe observar la suma de los exponentes de los factores.

Considere la siguiente afirmación: Üna empresa que enfrenta retornos a escala constantes conforme au-
menta su producción, presenta curvas de costo marginal y de costo total promedio de largo plazo con pendiente
cero”.

Indique si la afirmación es verdadera o falsa.
→ Si asumimos que la industria presenta costos constantes, la afirmación es verdadera; pues, una em-

presa que presenta rendimientos constantes a escala puede aumentar el producto aumentando en la misma
proporción todos los insumos. Por lo tanto, si los costos de los factores son constantes la curva de costo total
tendrá pendiente fija, lo que hace que la de costo marginal y costo promedio tengan pendiente cero.

Ejemplo 16 [Distintos tipos de tecnoloǵıa]. Considere una firma en la cual el trabajo (ℓ) es el único factor
variable. En esta pregunta se van a contrastar los siguientes dos tipos de ‘mejoras tecnológicas:

1Ejercicio tomado de ACCG
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Tipo I: Cada unidad de trabajo ahora produce el doble de lo que produćıa anteriormente

Tipo II: Cada unidad de producto ahora requiere la mitad de trabajo que se utilizaba antes

1. Si la función de producto total original era q = 100ℓ − ℓ2, encuentre la nueva función de producción
cuando ocurren mejoras tecnológicas del Tipo I. Llame a esta nueva función de producción q′.

Función de producción original

Función de producción: q = 100ℓ− ℓ2

• Producto promedio

qme =
1

ℓ
·
(
100ℓ− ℓ2

)
=100− ℓ

• Producto marginal

PMgℓ =
∂q

∂ℓ

=
∂

∂ℓ

[
100ℓ− ℓ2

]
=100− 2ℓ

Función de producción q′

Función de producción: q = 2
(
100ℓ− ℓ2

)
• Producto promedio

q′me =
1

ℓ
·
(
200ℓ− 2ℓ2

)
=200− 2ℓ

• Producto marginal

PMg′ℓ =
∂q

∂ℓ

=
∂

∂ℓ

[
200ℓ− 2ℓ2

]
=200− 4ℓ

2. Dibuje un gráfico comparativo con las dos funciones de producción en donde se muestren las curvas
de Producto Total, Producto Promedio y Producto Marginal. (En total, tiene que dibujar dos gráficos
que incluyan ambas funciones de producción)

Función original

q =100ℓ− ℓ2

Tipo I

Tipo II

3. Encuentre las ecuaciones de producto promedio y producto marginal para ambas funciones de produc-
ción

Ejercicio 47 [Rendimientos a escala2]. Considera una firma con la siguiente función de producción:

F (K,L) = LαKβ

donde α y β son números reales entre 0 y 1.

2Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (3 puntos) ¿Cómo dependen los rendimientos a escala de esta función de producción de α y β?
Solución: → Supón que la firma escala todos los insumos por un factor a, entonces la función de
producción se convierte en:

F (aK, aL) = aα+βLαKβ

La firma tendrá rendimientos crecientes a escala si α+ β > 1, rendimientos decrecientes si α+ β < 1,
y rendimientos constantes a escala si α+ β = 1.

2. (2 puntos) Encuentra el producto marginal del trabajo y del capital, y la tasa marginal de sustitución
técnica entre capital y trabajo.
Solución: →

MPL =
∂F

∂L
= αLα−1Kβ , MPK =

∂F

∂K
= βLαKβ−1

MRTS = −MPL
MPK

= −αK
βL

Supón que la curva de costo total de largo plazo para esta función de producción es:

c(q) = (α+ β)
(w
α

) α
α+β

(
r

β

) β
α+β

q
1

α+β

3. (5 puntos) Deriva la curva de costo marginal de largo plazo y la curva de costo promedio de largo plazo
para esta función.
Solución: →

MC(q) =
dc

dq
= (α+ β)

(w
α

) α
α+β

(
r

β

) β
α+β

· 1

α+ β
q

1
α+β−1

AV C(q) =
c(q)

q
= (α+ β)

(w
α

) α
α+β

(
r

β

) β
α+β

q
1

α+β−1

4. (10 puntos) Grafica y compara las curvas de costo marginal y costo promedio de largo plazo cuando
α+β < 1, α+β = 1 y α+β > 1. Tu gráfico no necesita estar a escala, pero debe ser cualitativamente
correcto al comparar las curvas de costo promedio y marginal, y su dependencia con respecto a q.
Proporciona una intuición, usando el concepto de rendimientos a escala.
Solución: → Los rendimientos marginales a escala establecen una relación entre el aumento en los
insumos y el aumento en el output. En particular:

Cuando α+β > 1, hay rendimientos crecientes a escala: un aumento proporcional en los insumos
lleva a un aumento más que proporcional en el output. Las curvas de costos promedio y marginales
son decrecientes.

Cuando α+β < 1, hay rendimientos decrecientes a escala: un aumento proporcional en los insumos
lleva a un aumento menos que proporcional en el output. Las curvas de costos son crecientes.

Cuando α+β = 1, hay rendimientos constantes a escala: un aumento proporcional en los insumos
lleva a un aumento proporcional en el output. Las curvas de costos promedio y marginales son
constantes e iguales.

Esta relación entre rendimientos a escala y forma de las curvas de costo se refleja en que el comporta-
miento del costo marginal con respecto al costo promedio depende del exponente de q: si el exponente es
negativo, los costos decrecen; si es positivo, los costos aumentan; y si es cero, los costos son constantes.
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y

Costo

CMg

CMe

CMg = CMe

y

Costo

α+ β = 1α+ β < 1
y

Costo

CMg

CMe

α+ β > 1

Ejemplo 17 [Etapas de la producción]. Una empresa posee la función de producción

y =
−2

3
L3 +

1

2
KL2

En el corto plazo el capital está fijo y es igual a 100 unidades. Calcule para el corto plazo:

El nivel de trabajo donde empiezan los rendimientos marginales decrecientes

y =
−2

3
L3 +

1

2
KL2

PMgL =
∂Y

∂L

PMgL =
∂

∂L

[
−2

3
L3 +

1

2
KL2

]
PMgL =

−6

3
L2 + �2 ·

1

�2
KL

PMgL =− 2L2 +KL

máx
L

PMgL

⇔ máx
L

−2L2 +KL

∂

∂L

[
−2L2 +KL

]
=0

−4L+K =0

K =4L

K

4
=L

100

4
=L

25 =L

Determine el rango de cantidades de trabajo que corresponden a la segunda etapa de la producción
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PMeL =
Y

L

=
−2
3 L

3 + 1
2KL

2

L

=
−2

3
L2 +

1

2
KL

=
−2

3
L2 +

50

2
L

=
−2

3
L2 +

100

2
L

=
−2

3
L2 + 50L

máx
L

PMeL

⇔ máx
L

−2

3
L2 + 50L

∂

∂L

[
−2

3
L2 + 50L

]
=0

−4

3
L+ 50 = 0

50 =
4

3
L

150 =4L

37,5 = L

PMgK =0

∂Y

∂K
=0

∂

∂K

[
−2

3
L3 +

1

2
KL2

]
= 0

1

2
L2 =0

L2

2
=0
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Caṕıtulo 9

La isocuanta

Considérese una función de producción de la forma fX⃗ = y. Ahora, f́ıjese el nivel de producción y a un
nivel constante arbitrario.

Definición 22 [Isocuanta]. Def́ınase una isocuanta como un conjunto de vectores de insumos que producen

generan un nivel de producción constante y. Entonces, para un vector de insumos X⃗, la isocuanta a través
de X⃗ es el conjunto de entradas en el vector X⃗ cuya combinación genera un nivel de producción constante y.

9.1. El caso de dos variables

Suponga nuevamente el caso de una función de producción con dos variables:

q = f (K,L)

La isocuanta correspondiente a esta función de producción seŕıa:

Figura 9.1: Una isocuanta para una función de producción de dos insumos

9.2. La tasa marginal de sustitución técnica

Una figura análoga a la tasa marginal de sustitución en la teoŕıa del consumidor, es la tasa marginal de
sustitución técnica:

Definición 23 [Tasa marginal de sustitución técnica]. Def́ınase la tasa marginal de sustitución técnica como
la tasa a la que un insumo de la producción puede ser sustituido por otro manteniendo constante el nivel de
producción, es decir, sin que vaŕıe el nivel de producción. Matemáticamente, se define como la razón de los
productos marginales entre dos insumos:

TMSTj,k =

∂f(X⃗)
∂xj

∂f(X⃗)
∂xk

(9.1)
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Geométricamente, puede pensarse en la tasa marginal de sustitución técnica como la pendiente de la
isocuanta.

Figura 9.2: La tasa marginal de sustitución técnica para una función de producción de dos insumos



Caṕıtulo 10

Maximización de la producción

Derivación general 7 [Maximización de la producción]. Se tiene el problema:

máx
(z1,z2,...,zn)

f((z1, z2, ..., zn))

sujeto a C =

n∑
i=1

wizi
(10.1)

Y el respectivo lagrangiano seŕıa:

L = f(z1, z2, ..., zn) + λ(C −
n∑
i=1

wizi)

Se plantean las condiciones de primer orden y sus respectivas condiciones de holgura complementaria:

∂L
∂z1

≤ 0 ⇒ ∂f(z1, z2, ..., zn)

∂z1
− λw1 ≥ 0 z1[

∂f(z1, z2, ..., zn)

∂z1
− λw1] = 0

∂L
∂z2

≤ 0 ⇒ ∂f(z1, z2, ..., zn)

∂z2
− λw2 ≥ 0 z2[

∂f(z1, z2, ..., zn)

∂z2
− λw2] = 0

...

∂L
∂zn

≤ 0 ⇒ ∂f(z1, z2, ..., zn)

∂zn
− λwn ≥ 0 zn[

∂f(z1, z2, ..., zn)

∂zn
− λwn] = 0

∂L
∂λ

≥ 0 ⇒ C −
n∑
i=1

wizi ≥ 0 λ[C −
n∑
i=1

wizi] = 0

Es importante recordar que la expresión ∂f(z1,z2,...,zn)
∂zj

no es más que la productividad marginal del insumo
zj .

Tomando la última condición de holgura complementaria:
Caso λ = 0
Note que si λ = 0, todas las productividades marginales seŕıan negativas o 0, de manera que no se produciŕıa
nada, de manera que no puede ser que λ = 0 y por ende tiene que ser que la función de costos se cumple
con igualdad y se agotan todos los gastos.

Caso λ ̸= 0∧
Caso de solución interna (no solución de esquina)
Tomando un insumo cualquiera zj , su condición de primer orden indica que:

∂f(z1, z2, ..., zn)

∂zj
= λwj ⇒

∂f(z1,z2,...,zn)
∂zj

wj
= λ⇒

PMgzj
wj

= λ (10.2)

Pero recuerde que wj = CMgzj Por tanto, tomando dos insumos cualesquiera j, k se obtiene que:

λ = λ⇒
PMgzj
CMgzj

=
PMgzk
CMgzk

⇒
PMgzj
PMgzk

=
wj
wk
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Caso de solución de esquina
Para el caso en que la función de producción admita solución de esquina tiene que ser que PMgzj ≤ wj , a
partir de lo cual se tendŕıa que proceder con el planteamiento de los distintos casos posibles.



Caṕıtulo 11

La función de costos

Definición 24 [Función de costos]. La función de costos mide el costo mı́nimo de obtener un determinado
nivel de producción, dados los precios de los factores. La función de costos indica las posibilidades económicas
de la empresa.

C =

n∑
i=1

wizi (11.1)

donde cada wi representa una entrada del vector W⃗ de costos de los insumos y zi representa cada entrada
del vector de insumos empleados Z⃗.

11.1. Costo medio

Definición 25 [Costo medio]. Def́ınase el costo medio como:

CMe =
C(w1, w2, ..., wn)

q
(11.2)

11.2. Costo marginal

Definición 26 [Costo marginal]. Def́ınase el costo marginal como el cambio en los costos totales (función de
costos) ante un cambio en la cantidad total producida (función de producción).

CMg =
∂C(w1, w2, ..., wn)

∂q
(11.3)

También cabe medir el costo marginal como el cambio en los costos totales (función de costos) ante un
cambio en la cantidad empleada de un determinado insumo.

11.3. Propiedades de la función de costos

Se hacen los siguientes supuestos de la función de costos C(w⃗, z⃗):

La función de costos es homogénea de grado 1 en w⃗ y creciente en q.

La función de costos es una función cóncava de w⃗.

Si la función de producción es cuasi-cóncava entonces la función de costos es una función convexa de

q, lo cual implica que entonces los costos marginales son crecientes en q ⇒ ∂C(w⃗,z⃗)
∂q > 0.

Se cumple el lema de Shepard.

11.4. Lema de Shepard

∂c(w⃗, z⃗)

∂wi
= zi(q, w⃗) (11.4)
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11.5. Minimización de los costos

Corolario 1 [Minimización de costos]. Se tiene el problema:

mı́n
Z⃗

C(z1, z2, ..., zn)

sujeto a q ≤ f(z1, z2, ..., zn)
(11.5)

Y el respectivo lagrangiano seŕıa:

L =

n∑
i=1

wizi + λ(q − f(z1, z2, ..., zn))

Se plantean las condiciones de primer orden

∂L
∂z1

≤ 0 ⇒ w1 − λ

(
∂f (z1, z2, ..., zn)

∂z1

)
≤ 0 z1

[
w1 − λ

(
∂f(z1, z2, ..., zn)

∂z1

)]
∂L
∂z2

≤ 0 ⇒ w2 − λ

(
∂f (z1, z2, ..., zn)

∂z2

)
≤ 0 z2

[
w2 − λ

(
∂f(z1, z2, ..., zn)

∂z2

)]
...

∂L
∂zn

≤ 0 ⇒ wn − λ

(
∂f (z1, z2, ..., zn)

∂zn

)
≤ 0 zn

[
wn − λ

(
∂f(z1, z2, ..., zn)

∂zn

)]
∂L
∂λ

≥ 0 ⇒ f (z1, z2, ..., zn) ≥ 0 λ [f (z1, z2, ..., zn)] = 0

Refiriéndose a la última condición de holgura complementaria:
Caso λ = 0
Note que si λ = 0 todas las remuneraciones a los factores (w1, w2, ..., wn) seŕıa negativas o 0, de manera
que si no se remunera ninguún factor de la producción Z, (suponiendo que ningún factor es gratuito), no se
produciŕıa nada, de manera que tiene que ser que la función restricción (la función de producción se cumple
con igualdad).
Caso λ ̸= 0 ∧ f(z1, z2, ..., zn) = q
Caso de solución interna (no solución de esquina)
Tómese un insumo cualquiera j:

wj = λ
∂f(z1, z2, ..., zn)

∂zj
⇒ wj

∂f(z1,z2,...,zn)
∂zj

= λ⇒ CMgj
PMgzj

= λ

Por tanto, para dos insumos cualesquiera j, k debe ser cierto que, en el óptimo:

λ = λ⇒
CMgzj
PMgzj

=
CMgzk
PMgzk

⇒
PMgzj
PMgzk

=
wj
wk

Es decir que la condición de primer orden para cualquier insumo es que la remuneración a ese factor debe
ser igual a la derivada parcial de la función de producción con respecto a ese insumo. Pero recuerde que:

∂f(z1, z2, ..., zn)

∂zj
= PMgzj

Note que esta condición es la igualación de la derivada parcial de la función de costos con respecto al insumo

zj a su productividad marginal, pero recuerde que ∂C(w1,w2,...,wn

∂zj
no es más que el costo marginal del insumo

zj . Entonces, la condición de primer orden del insumo zj indica que el costo marginal del insumo ha de ser
igual a su productividad marginal.

Por lo tanto, el óptimo, para un insumo zj :

CMgzj = PMgzj (11.6)
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Por ende, habiendo llegado a la anterior condición de optimalidad, se puede depejar para alguno de los
insumos, evaluar en la función de producción y encontrar la demanda óptima para los insumos.
Solución de esquina
Para el caso en que la función de producción admita solución de esquina tiene que ser que PMgzj ≤ wj , a
partir de lo cual se tendŕıa que proceder con el planteamiento de los distintos casos posibles.

Ejemplo 18 [Costo mı́nimo necesario para producir]. Una empresa posee la siguiente función de producción

y =− L3 + 6KL2

Si el precio de ambos factores es igual a 2000. Determine:

Si la empresa desea producir 94500 unidades de y, ¿cuál es el costo mı́nimo necesario para producir
ese nivel de y?

mı́n
L,K

CT =2000L+ 2000K s.a 94500 = −L3 + 6KL2

TMSTL,K =
w

r
PMgL
PMgK

=
w

r

−3L2 + 12KL

6L2
=
w

r
3�L (−L+ 4L)

6L�2
=
w

r

2 (−L+ 4K)

3L
=
w

r

−L+ 4K =
3Lw

2r

4K =
3Lw

2r
+ L

4K =
3Lw + 2rL

2r

4K =
L(3w + 2r)

2r

K =
L(3w + 2r)

8r

y =− L3 + 6KL2

y =− L3 + 6

(
L(3w + 2r)

8r

)
L2

y =− L3 +
6L3(3w + 2r)

8r

8ry =L3 (−1 + 6(3w + 2r))

8ry

18w + 12r − 1
=L3

(
8ry

18w + 12r − 1

) 1
3

=L

Ejemplo 19 [Funciones de costo]. Una empresa posee una función de producción dada por

y =L
1
2K

1
3

Asuma que el costo por unidad de capital y mano de obra es igual a 1. Además, asuma que en el punto
inicial, la cantidad de capital que se contrata es fija en el corto plazo e igual a 1.
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Encuentre la curva de costo promedio de corto y largo plazo.

• Corto plazo

Tomando K = 1 se tiene que:

y =L
1
2 (1)

1
2

y =L
1
2 y2 = L

CT =L(1) + (1)(1)

=y2 + 1

CMe =
CT

y

=
y2 + 1

y

=y +
1

y

CV =y2

CVMe =y

• Largo plazo

Ejemplo 20 [Funciones de costo]. Considere una empresa que tiene la siguiente función de producción:
q = 2

√
kl. A corto plazo la cantidad de capital es k = 100. La tarifa para alquiler de k es r = 1 y la tarifa

salarial w = 4.

Encuentre la función de costo total a corto plazo de la empresa. Encuentre la función de costo promedio
a corto plazo. ¿Cuál es la función de costo marginal en el corto plazo?

q =2
√
KL

⇔ q =2K
1
2L

1
2

⇔ q =2 (100)
1
2 L

1
2L

1
2L

1
2

⇔ q

2 (10)
=L

1
2

⇔
(

q

2 (10)

)2

=L

⇔ q2

202
=L

⇔ q2

400
=L

• Costo total

CT =

(
q2

400

)
· 4 + 100

=
q2

100
+ 100

• Costo medio

CMe =
q2

100 + 100

q

=
q

100
+

100

q
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CT CMe CMg
25 106.25 4.25 0.5
50 125 2.5 1
100 200 2 2
200 500 2.5 4

• Costo marginal

CMg =
∂CT

∂q

=
∂

∂q

[
q2

100
+ 100

]
=

2q

100

=
q

50

¿Cuál es el monto de cada costo para la empresa si produce 25,50, 100 y 200 unidades del bien?

tablaejercicio.png

Suponiendo que la empresa opera en el largo plazo, ¿cómo debe elegirse el capital y el trabajo para
minimizar el costo total?

mı́n
L,K

Y =2K
1
2L

1
2

TMSTL,K =TMSML,K

K
1
2L

−1
2

K
−1
2 L

1
2

=
w

r

K

L
=
4

1
K =4L

Y =2(4L)
1
2L

1
2

Y =4L
1
2L

1
2

Y =4L

Y

4
=L

�4

(
Y

�4

)
=K ⇒ Y = K

CT =

(
Y

�4

)
�4 + Y

=2Y
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Ejercicio 48 [Producción a corto plazo1]. Una empresa tiene la siguiente función de producción:

y = 10L2K

Donde L es la cantidad de trabajadores y K es la cantidad de capital. El precio de cada trabajador es w
y el precio de cada unidad de capital es r. Se conoce que (w = 3000) y (r = 60000). 13

a) Determine cuánto es el menor costo posible de producir (y = 40000).

Primeramente, se plantea la minimización del costo total y se sustituye ( y = 40000 ).

mı́n
L,K

{CT} s.a. 40000 = 10L2K

mı́n
L,K

{rK + wL} s.a. 40000 = 10L2K

Posteriormente, se utiliza la condición de optimalidad.

TMST =
w

r
20LK

10L2
=

3

60

Se despeja K de la condición de optimalidad.

K =
L

40

Se sustituye K en la restricción tecnológica ( 10L2K = 40000 ).

10L2

(
L

40

)
= 40000

Se despeja L y se obtiene:

L ≈ 54, 29

Se sustituye el resultado anterior en ( K = L/40 ).

K ≈ 1, 36

Finalmente, se sustitiuyen los valores de L y K en la función de costo total.

CT = [(60000)(1, 36)] + [(3000)(54, 29)]

C∗ = 244470

Donde C∗ es el menor costo necesario para producir (y = 40000).

b) A corto plazo el factor fijo es el capital y la cantidad de este corresponde a lo encontrado en el inciso
anterior. Si la empresa desea producir (y = 50000), cuánto seŕıa el costo de producir ese nivel de y.

En este caso, se puede partir de la función de producción.

y = 10L2K

50000 = 10L2(1, 36)

L =≈ 60, 63

Se sustituye el nuevo valor de L en la función de costo total y se obtiene el nuevo costo mı́nimo.

CT = [(60000)(1, 36)] + [(3000)(60, 63)]

C∗ = 263490
1Ejercicio tomado de ACCG
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Ejercicio 49 [Costos y beneficios en un mercado competitivo2]. Un mercado competitivo cuenta con las
siguientes caracteŕısticas: 15

Demanda de mercado: Qd = 6000− 100P

Oferta de mercado: Qs = 1200P

Costo de las empresas: C(q) = 700 + q2

200

a) Calcule el costo fijo (CF), costo variable (CV), costo variable medio (CVMe) y costo marginal (CM).

→ Se sabe que el costo total es la suma del costo fijo y el costo variable ( CT = CF + CV ). Por lo
tanto, a partir de la función de costos se puede deducir lo siguiente.

C(q) = 700 +
q2

200
CF = 700

CV =
q2

200

Se utilizan estos datos para calcular el costo variable medio y el costo marginal a continuación.

CVMe =
CV

q
→ CVMe =

(
q2/200

)
q

→ CVMe =
q

200

CM =
∂C(q)

∂q
→ CM =

q

100

b) Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio del mercado.

Se iguala (Qd = Qs) y se despeja P.

6000− 100P = 1200P

P ∗ =
60

13

Se sustituye P ∗ y se sustituye la curva de oferta o demanda.

Qs = 1200P

Q = 1200
60

13

Q∗ =
72000

13

c) Obtenga la producción ( q ) y los beneficios a corto plazo de cada empresa ( πi ).

→ Producción por empresa: Se puede calcular la producción ( q ) para una empresa representativa, ya
que los costos son los mismos.
Para obtener la producción por empresa se utiliza el costo marginal, el cual se calculó en el inciso (a).

CM =
q

100

En un mercado competitivo el costo marginal es igual al precio ( CM = P ) y en el inciso (b) se
encontró que P ∗ = 60

13 .

2Ejercicio tomado de ACCG
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Al igualar los resultados anteriores:

CM = P

q

100
=

60

13

q =
6000

13

Beneficios por empresa:
Los beneficios ( πi ) se pueden calcular para una empresa representativa también. Los beneficios se pueden

expresar por medio de la siguiente ecuación:

πi = IT − C(q)

IT son los ingresos totales, los cuales son el producto del precio y la cantidad por empresa.

πi = (P ∗q)−
[
700 +

(
q2

200

)]
Al sustituir P ∗ = 60

13 ∧ q = 6000
13 .

πi =

[
P ∗
(
6000

13

)]
−
[
700 +

(6000/13)2

200

]
πi =

61700

169
≈ 365, 09

d) ¿Cuál es el precio mı́nimo al que existe oferta?
Se estudió que el costo marginal y el costo variable medio de la primera unidad de producción son iguales,

por lo que se pueden igualar estas ecuaciones para encontrar q y posteriormente, el precio mı́nimo ( Pmin ).

CM = CVMe
q

100
=

q

200
→ q = 0

En un mercado competitivo el precio es igual al costo marginal. Por lo tanto, se realiza el siguiente
procedimiento para encontrar el precio mı́nimo.

P = CM → P =
q

100

Pmı́n =
0

100
→ Pmı́n = 0

e) Muestre que para este mercado competitivo a largo plazo se cumple la siguiente ecuación:

P =
700

q
+

q

200

Al observar la ecuación se puede deducir que el primer componente corresponde a CFMe ( CFMe = 700
q

) y el segundo componente representa el CVMe ( CVMe = q
200 ).

Por lo tanto, se demostrará que a largo plazo se cumple:

P = CFMe+ CVMe

A largo plazo en un mercado competitivo, los beneficios son nulos ( π = 0 ).

π = IT − C(q) = 0

π = (P ∗q)− C(q) = 0
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Dado que los costos totales son la suma de los costos fijos y los costos variables, se realiza la siguiente
sustitución:

(P ∗q)− (CF + CV ) = 0

P ∗ =
CF + CV )

q

Al aplicar la definición de CFMe ∧ CVMe :

P = CFMe+ CVMe

En el caso de este ejercicio:

P =
700

q
+

q

200

Ejercicio 50 [Curvas de costos de corto y largo plazo3]. Una empresa tiene una función de producción

representada por y = L
1
4K

1
2 .

Esta empresa puede contrastar toda la mano de obra que desee un salario w = 2, 700, y todo el capital que
desee a una tasa de interés de 20% (o sea, r = 1

5 ). 18

1. Calcule las funciones de costo marginal y de costo medio de largo plazo. Dibuje en un gráfico las curvas
encontradas (preste atención a la forma matemática de estas curvas).
→ La función a minimizar de la empresa es la siguiente:

mı́n
L,K

CT = wL+ rK

s.t. y = L
1
4K

1
2

Se plantea el siguiente lagrangiano

L = wL+ rK + λ
(
y − L

1
4K

1
2

)
Obteniendo las ecuaciones de primer orden:

[L] :
∂L
∂L

= w − λ

(
1

4
· L− 3

4K
1
2

)
= 0 ⇒ λ = 4w

(
L

3
4K− 1

2

)
[K] :

∂L
∂K

= w − λ

(
1

2
· L 1

4K− 1
2

)
= 0 ⇒ λ = 2r

(
L− 1

4K
1
2

)
Igualando ambas condiciones

4w
(
L

3
4K− 1

2

)
= 2r

(
L− 1

4K
1
2

)
Despejando,

2w

r
=
K

L

Nótese que esta condición viene de la siguiente condición de optimalidad:

TMST =
PML

PMK
=
w

r

Sustituyendo los valores para w y r,

3Ejercicio tomado de ACCG
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K

L
= 27, 000 ⇒ K = 27, 000L

Sustituyendo dentro de la función de producción:

y = L
1
4K

1
2

y = L
1
4 (27, 000L)

1
2

y = (900 · 30) 1
2 · L 3

4

y = 30
3
2 · L 3

4

L
3
4 = 30−

3
2 y

L∗ = 30−2y
4
3

L∗ =
y

4
3

900

Sustituyendo en la condición de optimalidad

K = 27, 000L

K =
27, 000y

4
3

900

K∗ = 30y
4
3

Sustituyendo en la función de costos

CT = wL+ rK =
2, 700y

4
3

900
+

30y
4
3

5
= 9y

4
3

Derivando para obtener la función de costo marginal

CMg =
9 · 4
3
y

1
3 = 12y

1
3

la función de costos medio es

CMe =
9y

4
3

y
= 9y

1
3

Para graficar dichas funciones, se obtienen las primeras dos derivadas:

dCMg

dy
= 4y−

2
3 > 0

d2CMg

dy2
=

−8

3
y−

5
3 < 0

dCMe

dy
= 3y−

2
3 > 0

d2CMe

dy2
= −2y−

5
3 < 0
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CMg

CMe

y

Costos

2. Si el precio del bien de largo plazo fuera P = 3, encuentre cuál es el nivel óptimo de trabajo (L) y de capital
(K) de la empresa.

→ En el largo plazo se sabe que P = CMg.

3 = 12y
1
3

1

4
= y

1
3

= y
1
3

y∗ =
1

43

y∗ =
1

64

Sustituyendo los valores para L∗ ∧K∗ :

K∗ = 30y
4
3 =

30

64
4
3

=
30

44
=

15

128

L∗ =
y

4
3

900
=

1

64
4
3 · 900

=
1

230, 400

3. Para el nivel de capital (K) encontrado en el punto b, encuentre las curvas de corto plazo de costo medio,
costo variable medio y costo marginal y dibújelas junto con las curvas encontradas en el punto a.

→ En el corto plazo, se toma el capital es un costo fijo. Si K∗ = 15
128

y = L
1
4

(
15

128

) 1
2

Se despeja L:

L = y4 ·
(
128

15

)2

El costo variable medio está dado por:

CVMe =
wL

y
=

2700 · y4 ·
(
128
15

)2
y

= 196, 608y3
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El costo total está dado por

CT = rK + wL

=

(
1

5

)(
15

128

)
+ 2, 700L

=
3

128
+ 196, 608y4

El costo medio y el costo marginal están dado por las siguientes ecuaciones:

CMe =
CT

y
=

3
128 + 196, 608y4

y
=

3

128y
+ 196, 608y3

CMg =
dCT

dy
= 786, 432y3

Note que el CMg es positivo y creciente. El CVMe también es positivo y creciente.

dCMg

dy
= 3 · 786, 432y2 > 0

d2CMg

dy2
= 6 · 786, 432y > 0

dCVMe

dy
= 3 · 196, 608y2 > 0

d2CVMe

dy2
= 6 · 196, 608 > 0

Para el costo medio, buscamos primero el punto mı́nimo:

dCMe

dy
=

−3

128y2
+ 3 · 196, 608y2 = 0

⇒ 3

128
= 393, 216y4

⇒ y =
1

64
≈ 0, 0156

CMgLP

CMeLP

y

Costos

CMeCP

CVMeCP

0,0156

Ejercicio 51 [Minimización de costos para obtener la curva de oferta a corto plazo4]. na empresa represen-
tativa en un mercado competitivo tiene una función de producción igual a:

qi(K,L) =
1

2
(K − 16)

1
2 +

1

2
(L− 16)

1
2

4Ejercicio tomado de ACCG
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donde K y L son las cantidades de capital y trabajo utilizadas, respectivamente. Encuentre la curva de oferta
de corto plazo de esta empresa si la unidad de capital y de trabajo cuesta 1000 colones y se emplean 20
unidades de capital.

→ A continuación los pasos para encontrar la función de oferta a corto plazo:

1. Se despeja L de la función de producción.

Q =
1

2
(K − 16)

1
2 +

1

2
(L− 16)

1
2

Q− 1

2
(K − 16)

1
2 =

1

2
(L− 16)

1
2

2Q− (K − 16)
1
2 = (L− 16)

1
2

L =
[
2Q− (K − 16)

1
2

]2
+ 16

2. Paso 2: Se sustituye L en la función de costo total y también los valores (K = 20)∧ (r = 1000)∧ (w = 1000).
La función de costos totales es la siguiente:

CT = rK + wL

Se realizan las sustituciones anteriores y se simplifica.

CT = (1000)(20) + (1000)

[(
2Q− (K − 16)

1
2

)2
+ 16

]
CT = 20000 + (1000)

[
2Q− (20− 16)

1
2

]2
+ 16000

CT = 36000 + (1000)(2Q− 2)2

3. Paso 3: Se calcula el costo marginal.
Se sabe que CM = (∂CT/∂Q).

CM = 1000 · 2 · (2Q− 2) · 2
CM = 8000(Q− 1)

Por lo tanto, la curva de oferta a corto plazo es la siguiente:

CM = P = 8000(Q− 1)

P = 8000(Q− 1)

Ahora solo falta saber a partir de cuál precio empieza la oferta, recordemos que solo existe oferta cuando
CM > CVMe. Sabemos que el CM es creciente y que el CVMe es:

CT = 4000q2 − 8000q + 40000

El costo variable es:

CV = w · L = 1000
(
(2q − 2)2 + 16

)
= 4000q2 − 8000q + 20000

CVMe =
CV

q
= 4000q − 8000 +

20000

q

El mı́nimo CVMe es donde CM = CMVe:

8000q − 8000 = 4000q − 8000q +
20000

q

⇒ q =
√
5, P = 9888, 54

Entonces, la oferta existe desde P = 9888, 54.

Ejercicio 52 [Maximización de ganancias para obtener la curva de oferta a largo plazo5]. → Se busca maxi-

5Ejercicio tomado de ACCG
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mizar las ganancias:

máx
x1,x2

π = py − CT

Y se resuelve la maximización sin restricción:

L = pf (x1, x2)− w1x1 − w2x2

∂L

∂x1
= p

∂f

∂x1
− w1 = 0

∂L

∂x2
= p

∂f

∂x2
− w2 = 0

p ∗ PM1 = w1

p ∗ PM2 = w2

TMST =
p ∗ PM1

p ∗ PM2
=
w1

w2

Por ejemplo: y = x
1
2
1 x

1
4
2 :

L = px
1
2
1 x

1
4
2 − w1x1 − w2x2

∂L

∂x1
=

1

2
px

1
4
2 x

−1
2

1 − w1 = 0

∂L

∂x2
=

1

4
px

1
2
1 x

−3
4

2 − w2 = 0

De la primera derivada parcial:

∂L

∂x1
=

1

2
px

1
4
2 x

−1
2

1 = w1

Para retornar a y, se multiplica y divide por x1:

1

2
p
(
x

−1
2

1 x
1
4
2

) x1
x1

= w1

py

2x1
= w1

x∗1 =
py

2w1

Análogamente, de la segunda derivada parcial

∂L

∂x2
=

1

4
px

1
2
1 x

−3
4

2 = w2

Para retornar a y, se multiplica y divide por x2

1

4
p
(
x

1
2
2 x

−3
4

2

) x2
x2

= w2

py

4x2
= w2

x∗2 =
py

4w2

Ahora, se inyectan las demandas de los insumos condicionadas a los precios y salarios en la función de
producción.
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y = x
∗ 1

2
1 x

∗ 1
4

2

y =

(
py

2w1

) 1
2
(
py

4w2

) 1
4

y =
(py)

3
4

(2w1)
1
2 (4w2)

1
4

y
1
4 =

p
3
4

(2w1)
1
2 (4w2)

1
4

y =
p3

(2w1)
2
(4w2)

Se asume que w1 y w2 son fijos:

y =
p3

16w2
1w2

Como en competencia perfecta se produce únicamente en la segunda etapa, se deben cumplir las siguientes
condiciones:

p > mı́nCV P

y ≥ 0

Vea ahora un ejemplo donde se da la curva de costos totales y se puede aplicar un proceso más directo:
Sea q = 1

2 (K − 16)
1
2 + 1

2 (L− 16)
1
2 y ambos salarios para los insumos es 1000 .

Nota 15. Es importante destacar que en funciones de producción de este tipo donde no se puede factorizar,
se debe analizar distintos valores de Ky L para ver cómo se comportan los rendimientos a escala.

PML

PMK
=

1
4 (L− 16)

−1
2

1
4 (K − 16)

−1
2

=
(K − 16)

1
2

(L− 16)
1
2

=
1000

1000
=
w

r

(K − 16)
1
2 = (L− 16)

1
2

K = L

q∗ = (L− 16)
1
2 ⇒ L− 16 = q2 ⇒ L = q2 + 16

Recordando la función de costos totales:

CT = wl + rK = 1000L+ 1000K = 2000L = 2000
(
q2 + 16

)
= 2000q2 + 32000

Vea que todos los costos totales corresponden a costos variables, lo cual tiene sentido ya que estamos en
el largo plazo.

CM = 4000q

P = 4000q

CV P = 2000q +
32000

q

Debemos encontrar el mı́nimo del costo variables promedio para saber dónde existe la oferta. Para ellos
tenemos dos opciones equivalentes: derivar e igualar a cero o encontrar la intersección con el Costo Marginal.

Derivar e igualar a cero:

2000− 32000

q2
= 0 ⇒ q2 = 16 ⇒ q = 4

La oferta existe a partir de q = 4.
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Ejercicio 53 [La oferta de una empresa con tecnoloǵıa de proporciones fijas6]. Considere la siguiente función
de producción con tecnoloǵıa de proporciones fijas o complementos perfectos: y = mı́n {x1, 2x2}. Además, se
sabe que los costos de los insumos son: w1 = 10 y w2 = 20. Grafique las isocuantas y encuentre y grafique
la función de oferta.

→ Para graficar las isocuantas conviene trazar los rayos de relevancia para esta función de producción,
donde los argumentos del mı́nimo son iguales:

2x2 = x1 ⇒ x2 =
x1
2

x2

x1

x2 = x1
2

Note que se va a producir donde x1 = 2x2, esto resulta intuitivo ya que sino incurriŕıa en costos innece-
sarios.
Ahora, para producir y se pueden dar dos posibilidades:
Posibilidad 1,

y = x1 ⇒ x1 = y

Posibilidad 2,

y = 2x2 ⇒ x2 =
y

2

Planteemos la función de costos:

CT = 10x1 + 20x2

Al poner en términos de y,

⇒ CT = 10y + 20
y

2
⇒ CT = 20y

El costo marginal es:

CM =
dCT

dy
= 20

6Ejercicio tomado de ACCG
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p

s(p)

Por lo tanto, la función de oferta es:

y =

{
0 si p < 20
[0,∞] si p ≥ 20

Note que el costo medio es CMe = 20, lo cual no es mayor al CM por lo que la oferta śı existe.

Ejercicio 54 [Mejoras tecnológicas, costos y curva de oferta a largo plazo7]. Considere la siguiente función
de producción:

y = (L− 4)(1/3)(K − 4)(1/3) ;K,L > 4

El costo del capital y trabajo es igual a 1. Ocurre un cambio tecnológico en el que se puede producir el
triple con la misma cantidad de insumos.
a) Calcule la nueva función de producción, después de la mejora tecnológica.

→ La función de producción después de la mejora tecnológica es la siguiente:

y′ = 3y ⇒ y′ = 3 ·
[
(L− 4)(1/3)(K − 4)(1/3)

]
y′ = 3(L− 4)(1/3)(K − 4)(1/3)

b) Grafique la función de producción antes y después de la mejora tecnológica. Asuma que la cantidad
de capital es constante e igual a 12 .

→ Función de producción antes de la mejora tecnológica:

y = 2 · (L− 4)(1/3)

Función de producción después de la mejora tecnológica:

y = 6 · (L− 4)(1/3)

7Ejercicio tomado de ACCG
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y

L

y

y′

4

c) Utilice la función de producción con la mejora tecnológica para:
I) Dibujar la curva de costo variable medio de corto plazo si ( K = 12 ).

→ Se utiliza:

y = 3(L− 4)(1/3)(K − 4)(1/3)

Se sustituye ( K = 12 ) en la función de producción y se despeja L :

y = 6(L− 4)(1/3) ⇒ L =
(y
6

)
+ 4

Se sustituye
(
L =

(
y
6

)
+ 4
)
y (w = 1) en la función de costo variable medio.

CVMe =
wL

y
⇒ CVMe =

(
y3

216

)
+ 4

y

CVMe =
y2

216
+

4

y

Se calcula el punto mı́nimo del costo variable medio:

(
∂CVMe

∂y

)
= 0 ⇒ y = 6 · 2(1/3) ≈ 7, 56 (15)

A continuación se realiza el gráfico de a función de CVMe.

y′

CVMe

CVMe

7,56
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II) Obtener la curva de oferta a largo plazo.
→ Se parte de la condición de optimalidad.

TMST =
w

r
⇒ PML

PMK
=
w

r{(
1
3

)
· 3 · (K−4)(1/3)

(L−4)(2/3)

}
{(

1
3

)
· 3 · (L−4)(1/3)

(K−4)(2/3)

} =
w

r

(K − 4)

(L− 4)
=

1

1
⇒ (K = L)

Se sustituye ( K = L ) en la función de producción:

y = 3(L− 4)(1/3)(K − 4)(1/3)

y = 3(L− 4)(1/3)(L− 4)(1/3)

Se despeja L :

y = 3 · (L− 4)(2/3) ⇒ L∗ =
(y
3

)(3/2)
+ 4

Dado que (K = L) :

K∗ =
(y
3

)(3/2)
+ 4

Se sustituyen los precios de los insumos y (L∗ ∧K∗) en la función de costo total:

CT = wL+ rK ⇒ CT = 2L

CT = 2 ·
[(y

3

)(3/2)
+ 4

]
Se calcula el costo marginal:

CM =
∂CT

∂y
=

3y
1
2

3
3
2

CM =
1

3
1
2

· y 1
2

Por lo tanto, la curva de oferta inversa a largo plazo es la siguiente:

P =
1

3
1
2

· y 1
2 ; y ≥ 12

III) Dibujar la curva de costo medio de largo plazo.
→ Se calcula el costo medio:

CMe =
CT

y
⇒ CMe =

2 · y(1/2)

3(3/2)
+

8

y

El punto mı́nimo del costo medio es el siguiente:

(
∂CMe

∂y

)
= 0 ⇒ y = 12



176 CAPÍTULO 11. LA FUNCIÓN DE COSTOS

y′

CMe
CMe

12

En el primer fragmento de la curva (hasta antes del 12) hay economı́as de escala, mientras que en el
segundo fragmento (después del 12) hay deseconomı́as de escala.

Ejercicio 55 [Curvas de oferta de corto y largo plazo8]. Una empresa tiene una función de producción

representada por y = L
1
4K

1
2 .

Esta empresa puede contrastar toda la mano de obra que desee un salario w = 2, 700, y todo el capital que
desee a una tasa de interés de 20% (o sea, r = 1

5 ). 18

1. Calcule las funciones de costo marginal y de costo medio de largo plazo. Dibuje en un gráfico las curvas
encontradas (preste atención a la forma matemática de estas curvas).
→ La función a minimizar de la empresa es la siguiente:

mı́n
L,K

CT = wL+ rK

s.t. y = L
1
4K

1
2

Se plantea el siguiente lagrangiano

L = wL+ rK + λ
(
y − L

1
4K

1
2

)
Obteniendo las ecuaciones de primer orden:

[L] :
∂L
∂L

= w − λ

(
1

4
· L− 3

4K
1
2

)
= 0 ⇒ λ = 4w

(
L

3
4K− 1

2

)
[K] :

∂L
∂K

= w − λ

(
1

2
· L 1

4K− 1
2

)
= 0 ⇒ λ = 2r

(
L− 1

4K
1
2

)
Igualando ambas condiciones

4w
(
L

3
4K− 1

2

)
= 2r

(
L− 1

4K
1
2

)
Despejando,

2w

r
=
K

L

Nótese que esta condición viene de la siguiente condición de optimalidad:

TMST =
PML

PMK
=
w

r

8Ejercicio tomado de ACCG
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Sustituyenod los valores para w y r,

K

L
= 27, 000 ⇒ K = 27, 000L

Sustituyendo dentro de la función de producción

y = L
1
4K

1
2

y = L
1
4 (27, 000L)

1
2

y = (900 · 30) 1
2 · L 3

4

y = 30
3
2 · L 3

4

L
3
4 = 30−

3
2 y

L∗ = 30−2y
4
3

L∗ =
y

4
3

900

Sustituyendo en la condición de optimalidad

K = 27, 000L

K =
27, 000y

4
3

900

K∗ = 30y
4
3

Sustituyendo en la función de costos

CT = wL+ rK =
2, 700y

4
3

900
+

30y
4
3

5
= 9y

4
3

Derivando para obtener la función de costo marginal

CMg =
9 · 4
3
y

1
3 = 12y

1
3

la función de costos medio es

CMe =
9y

4
3

y
= 9y

1
3

Para graficar dichas funciones, se obtienen las primeras dos derivadas:

dCMg

dy
= 4y−

2
3 > 0

d2CMg

dy2
=

−8

3
y−

5
3 < 0

dCMe

dy
= 3y−

2
3 > 0

d2CMe

dy2
= −2y−

5
3 < 0

2. Si el precio del bien de largo plazo fuera P = 3, encuentre cuál es el nivel óptimo de trabajo (L) y de capital
(K) de la empresa.
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3. Para el nivel de capital (K) encontrado en el punto b, encuentre las curvas de corto plazo de costo medio,
costo variable medio y costo marginal y dibújelas junto con las curvas encontradas en el punto a.
→ En el largo plazo se sabe que P = CMg.

3 = 12y
1
3

1

4
= y

1
3

= y
1
3

y∗ =
1

43

y∗ =
1

64

Sustituyendo los valores para L∗ ∧K∗ :

K∗ = 30y
4
3 =

30

64
4
3

=
30

44
=

15

128

L∗ =
y

4
3

900
=

1

64
4
3 · 900

=
1

230, 400

4. Se realiza inicialmente un análisis de largo plazo.
→ En el corto plazo, se toma el capital es un costo fijo. Si K∗ = 15

128 ,

y = L
1
4

(
15

128

) 1
2

Se despeja L,

L = y4 ·
(
128

15

)2

El costo variable medio está dado por

CVMe =
wL

y
=

2700 · y4 ·
(
128
15

)2
y

= 196, 608y3

El costo total está dado por

CT = rK + wL

=

(
1

5

)(
15

128

)
+ 2, 700L

=
3

128
+ 196, 608y4

El costo medio y el costo marginal están dado por las siguientes ecuaciones

CMe =
CT

y
=

3
128 + 196, 608y4

y
=

3

128y
+ 196, 608y3

CMg =
dCT

dy
= 786, 432y3

Note que el CMg es positivo y creciente. El CVMe también es positivo y creciente.
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dCMg

dy
= 3 · 786, 432y2 > 0

d2CMg

dy2
= 6 · 786, 432y > 0

dCVMe

dy
= 3 · 196, 608y2 > 0

d2CVMe

dy2
= 6 · 196, 608 > 0

Para el costo medio, buscamos primero el punto mı́nimo:

dCMe

dy
=

−3

128y2
+ 3 · 196, 608y2 = 0

⇒ 3

128
= 393, 216y4

⇒ y =
1

64
≈ 0, 0156

Ejercicio 56 [Curvas de oferta de corto y largo plazo9]. Una empresa opera en un mercado de competencia
perfecta. 22

La empresa tiene la función de producción: Y = 20L2/5K1/5

L es el factor de trabajo y K es el factor capital. Los precios de L y K son 100 y 10 respectivamente.
En el corto plazo la empresa tiene un nivel de K igual a 32 unidades:
a) Determine la función de la oferta de corto plazo de la empresa especificando las condiciones que

permiten definirla. Represente en un gráfico las funciones de: costo marginal, costo variable medio y costo
total medio.

→ A corto plazo tenemos que w = 100, r = 10 y K̄ = 32. Entonces podemos despejar L de la función de
producción a corto plazo:

Y = 20L2/5(32)1/5

⇒ Y = 20L2/5(2)

⇒ Y = 40L2/5

⇒ L =

(
Y

40

)5/2

Ahora, podemos escribir la función de costo total en términos de la producción Y:

CT = wL+ rK

⇒ CT = 100L+ 320

⇒ CT = 100

(
Y

40

)5/2

+ 320

El costo marginal es la derivada del costo total con respecto a la producción:

CM = 100

(
5

2

)(
Y

40

)5/2−1(
1

40

)
⇒ CM =

25

4

[
Y

40

]3/2
≈ 0, 025Y 3/2

El costo marginal es la curva de oferta inversa siempre que se cumplan las condiciones para el corto plazo:
que el costo marginal sea creciente, Y ≥ 0 y CM > mı́nCVMe.

9Ejercicio tomado de ACCG
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Calculemos las curvas de costo variable medio:

CV = wL

⇒ CV = 100

(
Y

40

)5/2

⇒ CVMe = 100
Y 3/2

405/2
≈ 0, 0099Y 3/2

La curva de costo medio:

CMe =

(
1

Y

)
100

(
Y

40

)5/2

+
320

Y

⇒ 100
Y 3/2

405/2
+

320

Y
≈ 0, 0099Y 3/2 +

320

Y

La gráfica:

y

Costo

CMg

CMe

CVMe

Entonces la curva de oferta inversa es:

P = 0, 025Y 3/2, Y ≥ 0

La curva de oferta normal es:

Y =

[
P

0, 025

]2/3
, P ≥ 0

b) Determine la función de la oferta de largo plazo de la empresa especificando las condiciones que
permiten definirla. Represente en un gráfico las funciones de: costo marginal y costo medio.

→ En el largo plazo, tanto L como K son variables. Sabemos que la condición óptima de la empresa es
la siguiente:

PML

PMK
=
w

r

⇒
20
(
2
5

)
L2/5−1K1/5

20L2/5
(
1
5

)
K1/5−1

=
100

10

⇒ 2K

L
= 10

⇒ K = 5L
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Ahora, podemos utilizar esta condición para obtener L en términos de Y y luego obtener la función de
costo total en términos de Y también:

Y = 20(L)2/5(5L)1/5

⇒ Y = 20L3/5(5)1/5

L3/5 =
Y

20(5)1/5

L =

[
Y

20(5)1/5

]5/3
L =

1

251, 98
Y 5/3

CT = wL+ rK

⇒ CT = 100L+ 10(5L)

⇒ CT = 150

(
1

251, 98

)
Y 5/3

⇒ CT ≈ 0, 595Y 5/3

CM = 0, 595

(
5

3

)
Y 2/3 ≈ 0, 992Y 2/3

El costo marginal es la curva inversa de oferta si cumple con las siguientes condiciones a largo plazo: que
el costo marginal sea creciente, Y ≥ 0 y que CM > mı́nCMe.

El costo medio es:

CMe =
CT

Y
= 0, 595Y 2/3

La gráfica es:

y

Costo

CMg

CMe

Entonces la curva de oferta inversa es:

P = 0, 992Y 2/3, Y ≥ 0

La curva de oferta normal es:

Y =

[
P

0, 992

]3/2
, P ≥ 0
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Ejercicio 57 [Función de costos: conceptual 10]. Para cada uno de los siguientes enunciados, indica si son
Verdaderos o Falsos. Justifica tu respuesta.

1. (3 puntos) El costo promedio en el corto plazo es siempre al menos tan grande como el costo promedio en
el largo plazo (es decir, si x es el costo en el corto plazo e y en el largo plazo, entonces x ≥ y).
Solución: → Verdadero. El costo en el corto plazo es mayor o igual al del largo plazo porque el productor no
puede optimizar todos los insumos para minimizar costos de producción. En otras palabras, el costo de corto
plazo siempre es alcanzable en el largo plazo, pero en el largo plazo la firma tiene más grados de libertad
para minimizar los costos.

2. (3 puntos) Una firma con rendimientos constantes a escala en el corto plazo también debe tener rendimientos
constantes a escala en el largo plazo.
Solución: → Falso. En el corto plazo, al menos un factor de producción, como el capital, es fijo. Bajo
estas condiciones, la firma puede mostrar rendimientos constantes a escala. Sin embargo, en el largo plazo,
todos los factores son variables, lo cual puede dar lugar a rendimientos crecientes o decrecientes a escala, no
necesariamente constantes.

3. (3 puntos) En un mercado competitivo, las firmas maximizan beneficios eligiendo el precio que iguala su
costo marginal.
Solución: → Falso. En un mercado perfectamente competitivo, las firmas no eligen el precio; lo toman como
dado. Maximizan beneficios ajustando la cantidad producida de modo que el precio del mercado iguale su
costo marginal.

4. (3 puntos) Si la función de producción de una firma exhibe rendimientos constantes a escala, entonces tiene
rendimientos marginales decrecientes en todos los factores de producción.
Solución: → Falso. Considera el caso de sustitución perfecta, donde la función de producción es F (L,K) =
L+K. Esta función exhibe rendimientos constantes a escala, pero ambos factores tienen también rendimientos
marginales constantes.

5. (3 puntos) Una firma con rendimientos crecientes a escala tiene costos marginales decrecientes.
Solución: → Verdadero. A medida que aumenta la producción, las firmas se vuelven más eficientes, lo que
conduce a una disminución en los costos marginales.

Ejercicio 58 [Costos de corto y largo plazo11]. Considera una firma con la siguiente función de producción:

F (L,K) = L
2
3K

1
3

donde L denota trabajo y K denota capital.

1. (5 puntos) Encuentra el producto marginal del trabajo y del capital, y la tasa marginal de sustitución técnica
para la firma.
Solución: →

MPL =
∂F

∂L
=

2

3
L− 1

3K
1
3 , MPK =

∂F

∂K
=

1

3
L

2
3K− 2

3

MRTS = −MPL
MPK

= −2K

L

2. (5 puntos) Dibuja y rotula el mapa de isoquantas.
Solución: → (Aqúı debe ir un gráfico de isoquantas convexas al origen, con niveles de producción q0 < q1 <
q2.)

10Ejercicio tomado de Gruber (2023)
11Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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L

K

q0

q1

q2

Supón que el salario es w = 1 y el costo del capital es r = 3. Supón que en el corto plazo, la firma mantiene
fijo el capital en K = 1.

3. (5 puntos) Deriva la curva de costo total de corto plazo como función de la cantidad q.
Solución: → Si K = 1, entonces L = q3 y la curva de costo total es:

c(q) = 3 + q3

4. (5 puntos) Deriva la curva de costo marginal de corto plazo y la curva de costo variable promedio, y gráficas
ambas. Tu gráfico no necesita estar a escala pero debe ser cualitativamente correcto.
Solución: →

MC(q) = 3q2, AV C(q) = q2

y

Costo

CMg

CMe

5. (5 puntos) ¿Cuál es la curva de oferta de corto plazo de la firma? ¿Para qué precios producirá una cantidad
positiva?
Solución: → La curva de oferta de corto plazo de la firma es:

p =MC(q) = 3q2

Dado que p =MC(q) > AV C(q), la firma siempre elegirá producir a cualquier precio.

6. (5 puntos) Como mostramos en la pregunta 3, la curva de costo total de largo plazo para una función del
tipo:

c(q) = (α+ β)
(w
α

) α
α+β

(
r

β

) β
α+β

q
1

α+β

Deriva la curva de costo total de largo plazo para F (K,L) = L
2
3K

1
3 . ¿Es esta curva de costo total en el largo

plazo mayor, menor o igual que la curva de costo en el corto plazo cuando K = 1?
Solución: → Aqúı α = 2

3 y β = 1
3 , entonces la curva de costo total de largo plazo es:

c(q) =
2

3
(3w)

1
3 (3r)

2
3 q2 = 2w

1
3 r

2
3 q2
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La curva de costo de largo plazo es menor o igual a la curva de corto plazo en todos los puntos, ya que la
firma elige insumos de forma óptima en el largo plazo, mientras que en el corto plazo uno de los factores
(el capital) está fijo. Es estrictamente menor a menos que el nivel de demanda óptimo en el largo plazo sea
precisamente K = 1.
Esto se puede demostrar comparando:

2w
1
3 r

2
3 q2 ≤ wq3 + r

Lo cual se cumple cuando:

w

r
=

2

3
· L
K

⇒ Sustituyendo
w

r
=
L

K
⇒ K = 1

Ejercicio 59 [Costos de corto plazo12]. Considera una firma con la siguiente función de producción:

F (L,K) = AL
2
3K

1
3

donde A es una variable exógena que representa tecnoloǵıa.

1. (5 puntos) Encuentra el producto marginal del trabajo y del capital, y la tasa marginal de sustitución técnica
(MRTS) para la firma. ¿Cómo afecta un aumento en A, que representa un progreso tecnológico, al producto
marginal del trabajo, del capital y al MRTS?
Solución: →

MPL =
∂F

∂L
=

2

3
AL− 1

3K
1
3 , MPK =

∂F

∂K
=

1

3
AL

2
3K− 2

3

MRTS = −MPL
MPK

= −2K

L

Las mejoras tecnológicas aumentan por igual tanto el producto marginal del trabajo como el del capital,
mientras que la MRTS permanece constante.

2. (5 puntos) Dibuja y compara las isoquantas para un nivel de producción q = 30, con A = 1 y A′ = 2. Explica
la intuición detrás del cambio en las isoquantas.
Solución: → Las isoquantas se desplazan hacia adentro, tanto en el eje x como en el eje y, indicando que
la misma producción puede lograrse con menores cantidades de trabajo y capital. Esto refleja el avance
tecnológico de A = 1 a A′ = 2. Si la tecnoloǵıa continúa mejorando, las isoquantas se acercarán más al
origen. En términos intuitivos, esto significa que una mayor tecnoloǵıa permite un uso más eficiente de
recursos para lograr el mismo nivel de output.

L

K

A

A′

Ahora considera una firma con la siguiente función de producción:

F (L,K) = (L+A)
2
3K

1
3

3. (5 puntos) Encuentra el producto marginal del trabajo y del capital, y la tasa marginal de sustitución técnica.
¿Cómo afecta un aumento en A, que representa un progreso tecnológico, a cada uno de ellos? ¿En qué se

12Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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diferencia esto del inciso 1?
Solución: →

MPL =
∂F

∂L
=

2

3
(L+A)−

1
3K

1
3 , MPK =

∂F

∂K
=

1

3
(L+A)

2
3K− 2

3

MRTS = −MPL
MPK

= − 2K

L+A

Las mejoras tecnológicas aumentan el producto marginal del trabajo y del capital, pero la tasa MRTS
disminuye, ya que ahora depende de A. En particular, conforme aumenta A, la firma está menos dispuesta
a sustituir capital por trabajo.

4. (5 puntos) Dibuja y compara las isoquantas para q = 30 con A = 1 y A′ = 2. Explica la intuición detrás del
cambio observado.
Solución: → Las isoquantas se desplazan una unidad a la izquierda, indicando que la misma producción
puede lograrse con una unidad menos de trabajo manteniendo constante el capital. Esto se debe al avance
tecnológico de A = 1 a A′ = 2. Intuitivamente, esto sugiere que el progreso tecnológico reduce la necesidad
de trabajo, manteniendo constante el uso de capital. Aqúı, el impacto sobre el trabajo es mayor que sobre
el capital.

L

K

A

A′

5. (5 puntos) ¿Cuál de las dos funciones de producción es más compatible con la siguiente situación: un
fabricante de autos puede usar robots para reemplazar trabajadores en la fábrica? Justifica tu respuesta.
Solución: → La segunda función. En este caso, los robots sustituyen a los trabajadores, por lo tanto el
efecto tecnológico se incorpora de manera aditiva en el trabajo.

Ejercicio 60 [Teoŕıa de la empresa a corto plazo13]. Tienes una fábrica de helados y empleas tanto capital
K como trabajo L para producir helado. El capital está fijo en el corto plazo en K̄, donde 0 < K̄ < 1. Tu
función de producción es:

F (L, K̄) = log(1 + L) + log(1 + K̄)

donde log es el logaritmo natural, i.e., log x = y ⇐⇒ x = ey. Recuerda que log(1) = 0.
Supón que no tienes capital en el corto plazo, aśı que K = 0.

1. (3 Puntos) Encuentra la función de costos de corto plazo como función de w, r, K̄ y q.
→ La demanda por trabajo en el corto plazo es LSR(q) = eq − 1, aśı que la función de costos de corto plazo
es:

CSR(q) = rK̄ + w(eq − 1) = w(eq − 1)

2. (5 Puntos) Encuentra el costo marginal y el costo medio de corto plazo. Si la firma decide producir, ¿cuánto
producirá como función del precio?
→ Las curvas de costo marginal y promedio son:

MC(q) =
dCSR(q)

dq
= weq, AC(q) =

CSR(q)

q
=
weq − w

q

Si la firma decide producir, producirá:
p = weq

13Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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3. (7 Puntos) Supón ahora que K̄ puede elegirse para minimizar costos dado un nivel de producción. Supón
que w = r = 1. Resuelve la función de costos de largo plazo y la curva de oferta de largo plazo.
→ Cuando la firma minimiza costos:

MRTS = − 1

1 + L
· 1 +K

1
= −w

r
⇒ 1 +K =

w

r
(1 + L)

Sustituyendo en la función de producción:

log(1 + L) + log
(w
r
(1 + L)

)
= q ⇒ 2 log(1 + L) = q + log

( r
w

)
⇒ L =

√
r

w
e

q
2 − 1 ⇒ K =

√
w

r
e

q
2 − 1

Sustituyendo en la función de costos:

C(q) = 2
√
wre

q
2 − (w + r)

Cuando w = r = 1, entonces:

C(q) = 2
(
e

q
2 − 1

)



Caṕıtulo 12

Las economı́as de escala

Definición 27 [Economı́a de escala]. Def́ınase una economı́a de escala como una situación en la que el costo
medio decrece a medida que aumenta la cantidad producida:

∂CMe

∂q
< 0 (12.1)

Es decir, si el costo total aumenta en menos proporción que la producción total se está frente a una economı́a
de escala.

Definición 28 [Deseconomı́a de escala]. Def́ınase una deseconomı́a de escala como una situación en la que el
costo medio crece a medida que aumenta la cantidad producida:

∂CMe

∂q
> 0 (12.2)

Es decir, si el costo total aumenta en mayor proporción que la producción total se está frente a una deseco-
nomı́a de escala.

Definición 29 [Elasticidad costo total].

ECT =
∂CT

∂q

q

CT
(12.3)

Nótese que la expresión de la elasticidad costo total es equivalente a:

ECT =
CMg

CMe
(12.4)

Nótese entonces que:

Si CMg < CMe, el costo total aumenta menos que proporcionalmente con respecto a la producción total y
por tanto habŕıa una economı́a de escala.

Si CMg > CMe, el costo total aumenta más que proporcionalmente con respecto a la producción total y
por tanto habŕıa una deseconomı́a de escala.

De esta manera, ocurre que bajo unos rendimientos crecientes, al magnificar los insumos de producción
de un factor λ, los costos de producción crecen en menos de un factor λ, por lo que al haber rendimientos
crecientes, se configuran economı́as de escala, mas no ocurre lo contrario: economı́as de escala no necesaria-
mente generan rendimientos crecientes. Es posible que los productores vaŕıen las proporciones en que utilicen
los insumos y que los rendimientos también vaŕıen en otras proporciones.
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Caṕıtulo 13

La función de beneficios

Definición 30 [Ingresos económicos]. Para efectos de definir la función de beneficios económicos, def́ınase los
ingresos como el resultado de la producción alcanzada multiplicada por el precio al cual dicha producción es
vendida:

Ingresos = p · q (13.1)

donde q = f(z1, z2, ..., zn).

Definición 31 [Beneficios económicos]. Def́ınase el beneficio económico como la diferencia entre el ingreso
que recibe una firma (empresa) y los costos en los que incurre esta.

π = pq − C(w1, w2, ..., wn) (13.2)

Nota: no confundir beneficios contables y beneficios económicos. A las personas economistas les suele inte-
resar la figura de los beneficios económicos y no tanto los contables.

Por tanto, el problema de maximizar los beneficios económicos de la empresa pueden expresarse de la
siguiente manera: [Maximización de los beneficios]

máx
q

pq − C(q, w⃗, z⃗) (13.3)

Note que derivando con respecto a q se obtiene la siguiente condición de primer orden:

p− ∂C(q, w⃗, z⃗)

∂q
= 0

p =
∂C(q, w⃗, z⃗)

∂q
(13.4)

Esto, en efecto, demuestra que bajo un mercado de competencia perfecta el precio ha de ser igual al costo
marginal, lo cual no es más que una reformulación de la condición de arbitraje que exige que IMg = CMg.
Ahora, planteando el problema de una forma más general:

máx
Z⃗

p · f(z1, z2, ..., zn)− C(w1, w2, ..., wn; z1, z2, ..., zn) (13.5)

Entonces se obtienen las siguientes condiciones de primer orden:

p
∂f(z⃗)

∂z1
− C(∂w⃗), z⃗

∂z1
≤ 0 ⇒ p

∂f(z⃗)

∂z1
≤ C(∂w⃗), z⃗

∂z1

p
∂f(z⃗)

∂z2
− C(∂w⃗), z⃗

∂z2
≤ 0 ⇒ p

∂f(z⃗)

∂z2
≤ C(∂w⃗), z⃗

∂z2

...

p
∂f(z⃗)

∂zn
− C(∂w⃗), z⃗

∂zn
≤ 0 ⇒ p

∂f(z⃗)

∂zn
≤ C(∂w⃗), z⃗

∂zn
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Caṕıtulo 14

La dualidad del problema de la
empresa

Note que tras la resolución del problema de la maximización de la producción y el problema de la
minimización de costos, se llegó a la misma condición de optimalidad, por lo que se puede concluir que
tanto el problema de la maximización de la producción como la minizamición de los costos son problemas
equivalentes.

Es por esta razón de que se habla de una dualidad en el problema de la firma. Dado que se parte del
supuesto que las empresas tienen un comportamiento maximizador, pueden adecuar su conducta para estos
fines de manera equivalente mediante cualquiera de estos dos problemas.

Para efectos prácticos, en algunas ocasiones será más sencillo recurrir a uno u otro problema dependiendo
de las funciones en cuestión, pero el resultado será equivalente.
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Caṕıtulo 15

Los mercados de competencia
perfecta

Definición 32 [Mercado de competencia perfecta]. Def́ınase un mercado de competencia perfecta como aquel
en el cual los agentes se comportan como precio-aceptantes, es decir, que consideran los precios como dados
y que no tienen alguna posibilidad de injerencia en este mediante su comportamiento.

La particularidad esencial a considerar en los mercados de competencia perfecta, es que para los oferentes
(productores), en el óptimo, debe cumplirse la condición de arbitraje. Es decir, que los productores producirán
hasta el punto en que IMg = CMg, dado que bajo cualquier otro supuesto, será posible mejorar cambiando
la decisión de producción:

IMg > CMg: la última unidad producida aporta más a los ingresos que a los costos, de manera que
aún se puede obtener ganancias produciendo más.

IMg < CMg: la última unidad producida aporta más a los costos que a los ingresos, de manera que
aún se puede obtener ganancias produciendo menos.

IMg = CMg: la última unidad producida aporta lo mismo a los costos que a los ingresos.

Sin embargo, bajo el supuesto de un mercado de competencia perfecta, el precio está dado y es fijo, no
vaŕıa, de modo que p = IMg, y por ende en el óptimo el productor ofrecerá unidades hasta el punto que
p = CMg.

Figura 15.1: Oferta de una empresa en un mercado de competencia perfecta

Note que entonces se generan tres grandes posibilidades:

q∗ =


+∞ si p > CMg

∈ [0,∞[ si p = CMg

0 si p < CMg

193
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Ejemplo 21 [Funciones de producción]. Una empresa se enfrenta a la función de producción Q(L,K) =
LαKβ , donde α y β son parámetros positivos. Luego, L y K son los insumos que la empresa emplea y r y
w son los costos respectivos de dichos insumos, los cuales se adquieren en un mercado competitivo.

1. Encuentre la función de CTde la empresa en términos de parámetros y de Q.

Primeramente, se debe maximizar la cantidad de producción sujeta a una restricción de costos, en donde
ambos insumos son variables de decisión de la empresa. Es decir:

máx
L,K

Q(L,K) s.a CT = wL+ rK

L = LαKβ + λ(CT − wL− rK)

Y las condiciones de primer orden seŕıan:

∂L
∂L

=0 ⇔ αLα−1Kβ − λw = 0 ⇒ αLα−1Kβ

w
=λ

∂L
∂K

=0 ⇔ LαβKβ−1 − λr = 0 ⇒ LαβKβ−1

r
=λ

Luego, tiene que ser que λ = λ, por lo que:

λ =λ

⇔ αLα−1Kβ

βw
=
LαβKβ−1

r

⇔ αLα−1 · r
βwLα

=
Kβ−1

Kβ

⇔ αLα−1−α · r
βw

=Kβ−1−β

⇔
α 1
L · r
βw

=
1

K

⇔ αr

βwL
=

1

K

⇔ βwL

αr
=K

Luego, sustituyendo en la función de producción:

Q =LαKβ

Q =Lα
(
βwL

αr

)β
Q =Lα · Lβ

(
βw

αr

)β
Q =Lα+β

(
βw

αr

)β
Q ·
(
αr

βw

)β
=Lα+β(

Q ·
(
αr

βw

)β) 1
α+β

=L∗

Y por lo tanto:
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βwL∗

αr
=K∗

βw

((
Q ·
(
αr
βw

)β) 1
α+β

)
αr

=K∗

βwQ
1

α+β

(
αr
βw

) β
α+β

αr
=K∗

βwQ
1

α+β

(
αr
βw

) β
α+β

αr
=K∗

βw · 1

(βw)
β

α+β

Q
1

α+β (αr)
β

α+β

αr
=K∗

βw

(βw)
β

α+β

Q
1

α+β (αr)
β

α+β

αr
=K∗

(βw)
1− β

α+β Q
1

α+β (αr)
β

α+β

αr
=K∗

(βw)
1− β

α+β Q
1

α+β (αr)
β

α+β−1
=K∗

(βw)
α+β−β
α+β Q

1
α+β (αr)

β−α−β
α+β =K∗

(βw)
α

α+β Q
β

α+β (αr)
−α
α+β =K∗(

βw

αr

) α
α+β

Q
1

α+β =K∗

(
Q ·
(
βw

αr

)α) 1
α+β

=K∗

2. Asumiendo que la empresa opera en un mercado competitivo, halle la curva de oferta de esta empresa en el
largo plazo.

Reemplazando los valores de L∗ y K∗ en la función de costos:

CT ∗ =wL∗ + rK∗

=w

(
Q ·
(
αr

βw

)β) 1
α+β

+ r

(
Q ·
(
βw

αr

)α) 1
α+β

=Q
1

α+βw

(
αr

βw

) β
α+β

+Q
1

α+β r

(
βw

αr

) α
α+β

=Q
1

α+β

[
w

(
αr

βw

) β
α+β

+ r

(
βw

αr

) α
α+β

]

=Q
1

α+β

[
w1− β

α+β

(
αr

β

) β
α+β

+ r1−
α

α+β

(
βw

α

) α
α+β

]

=Q
1

α+β

[
w

α+β−β
α+β

(
αr

β

) β
α+β

+ r
α+β−α
α+β

(
βw

α

) α
α+β

]

=Q
1

α+β

[
w

α
α+β

(
αr

β

) β
α+β

+ r
β

α+β

(
βw

α

) α
α+β

]

A partir de lo anterior, se puede derivar que el costo marginal es:
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CMg =
∂CT

∂Q

=
∂

∂Q

[
Q

1
α+β

(
w

α
α+β

(
αr

β

) β
α+β

+ r
β

α+β

(
βw

α

) α
α+β

)]

=
1

α+ β
Q

1
α+β−1

(
w

α
α+β

(
αr

β

) β
α+β

+ r
β

α+β

(
βw

α

) α
α+β

)

=
1

α+ β
Q

1−α−β
α+β

(
w

α
α+β

(
αr

β

) β
α+β

+ r
β

α+β

(
βw

α

) α
α+β

)

Luego, en un mercado competitivo, se debe cumplir que:

p =CMg

⇔ p =
1

α+ β
Q

1−α−β
α+β

(
w

α
α+β

(
αr

β

) β
α+β

+ r
β

α+β

(
βw

α

) α
α+β

)

3. Para cada posible combinación de α y β, determine los rendimientos de escala de esta empresa. De igual
forma, determine las economı́as a escala de esta empresa.

Rendimientos de escala

Economı́as de escala

4. Ahora, suponga que la empresa se encuentra operando en el corto plazo, por lo que su función de producción

se convierte en Q(L,K) = LαK
β
, siendo K una constante positiva. Para este caso, halle la curva de oferta

de esta empresa.

5. Determine qué tipo de rendimientos presenta Q(L) para cada posible valor de α.

Ejemplo 22 [Costos y función de producción]. Considere la siguiente función de producción:

y =(L− 4)
1
2 (K − 4)

1
2

K,L > 4

El costo de capital y trabajo es igual a 2. Ocurre un cambio tecnológico en el que se puede producir el
doble con la misma cantidad de insumos.

Calcule la función de producción después de la mejora tecnológica

Observe que la mejora tecnológica es que ahora se puede producir el doble con los mismos insumos. Esto
quiere decir que si antes con una cierta cantidad de insumos se produćıa y, ahora, la misma cantidad insumos
produce 2y, por lo tanto:

y =f(K,L) = (L− 4)
1
2 (K − 4)

1
2

y′ =2y = 2 · f(K,L) = 2 ·
[
(L− 4)

1
2 (K − 4)

1
2

]
Grafique la función de producción antes y después de la mejora tecnológica. Asuma que la cantidad de capital
es constante e igual a 8.
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L

y

y = f(K,L)

y = 2f(K,L)

Utilice la función de producción con la mejora tecnológica para:

• Dibujar la curva de costo variable medio de corto plazo si K = 8

y′ =(L− 4)
1
2 (K − 4)

1
2

⇔ y′ =2
[
(L− 4)

1
2 (8− 4)

1
2

]
⇔ y′ =2

[
(L− 4)

1
2 (4)

1
2

]
⇔ y′ =2

[
2(L− 4)

1
2

]
⇔ y′ =4(L− 4)

1
2

Y despejando L:

y′

4
=(L− 4)

1
2(

y′

4

)2

=L− 4(
y′

4

)2

+ 4 =L

Luego el costo variable seŕıa CV = w · L y sustituyendo L y w = 2:

CV =w · L

⇔ CV =2 ·

((
y′

4

)2

+ 4

)

⇔ CV =
y′2

8
+ 8

Y se sabiendo que CVMe = CV
y entonces:

CVMe =
y′2

8 + 8

y′

=
y′

8
+

8

y′
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Y esto se ve aśı:

y′

CVMe

CVMe

?

¿Cuál es el nivel de producción y′ que hace que se minimice el costo variable medio?

∂CVMe

∂y′
=0

⇔ ∂

∂y′

[
y′

8
+

8

y′

]
=0

⇔ 1

8
− 8

y′2
=0

⇔ 1

8
=

8

y′2

⇔ y′2

8
=8

⇔ y′2 =64

⇔ y′ =± 8

Sin embargo se puede descartar la opción de producir cantidades negativas, por lo que:

y′

CVMe

CVMe

8

• Obtener la curva de oferta de largo plazo

Se tiene la función de producción:

y′ =2
[
(L− 4)

1
2 (K − 4)

1
2

]
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Se va a usar el procedimiento de minimización de costos para encontrar el costo marginal de la empresa
y aśı saber cuál es la curva de oferta.

Se sabe que en el óptimo debe cumplirse:

TMSTL,K =
w

r

⇔
�2 ·
[
1
2 (L− 4)

1
2−1

(K − 4)
1
2

]
�2 ·
[
1
2 (L− 4)

1
2 (K − 4)

1
2−1
] =

w

r

⇔

[
1
2 (L− 4)

−1
2 (K − 4)

1
2

]
[
1
2 (L− 4)

1
2 (K − 4)

−1
2

] =
w

r

⇔

[
1
2

1

(L−4)
1
2
(K − 4)

1
2

]
[
1
2 (L− 4)

1
2 1

(K−4)

1
2

] =
w

r

⇔

(K−4)
1
2

2(L−4)
1
2

(L−4)
1
2

2(K−4)
1
2

=
w

r

⇔
�2(K−4)

1
2

(L−4)
1
2

�2(L−4)
1
2

(K−4)
1
2

=
w

r

⇔ (K − 4)
1
2−

−1
2

(L− 4)
1
2−

−1
2

=
w

r

⇔ K − 4

L− 4
=
w

r

Y luego, sabiendo que w = 2 y r = 2, entonces:

⇔ (K − 4)
1
2−

−1
2

(L− 4)
1
2−

−1
2

=
w

r

⇔ K − 4

L− 4
=1

⇔ (K − 4)
1
2−

−1
2

(L− 4)
1
2−

−1
2

=
w

r

⇔ K − 4 =L− 4

⇔ K =L

Sustituyendo en la función de producción:

y′ =2
[
(L− 4)

1
2 (K − 4)

1
2

]
y′ =2

[
(L− 4)

1
2 (L− 4)

1
2

]

Y despejando L:
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y′ =2
[
(L− 4)

1
2 (L− 4)

1
2

]
y′ =2(L− 4)

1
2+

1
2

y′ =2(L− 4)

y′

2
=L− 4

y′

2
+ 4 = L∗

Y en consecuencia:

y′

2
+ 4 = K∗

Ahora, evaluando los niveles óptimos de contratación de L∗ y K∗ en la función de costos totales:

CT =w · L∗ + r ·K∗

=2 ·
(
y′

2
+ 4

)
+ 2 ·

(
y′

2
+ 4

)
=4

(
y′

2
+ 4

)

Y recordando la fórmula del costo marginal:

CMg =
∂CT

∂y′

=
∂

∂y′

[
4

(
y′

2
+ 4

)]
=4 · 1

2
=2

Por lo canto la curva de oferta seŕıa P = 2 , sin embargo, dado que el costo variable mı́nimo era de 8,
y este es mayor qu el costo marginal, en teoŕıa no habŕıa oferta.

• Dibujar la curva de costo medio de largo plazo

Ejercicio 61 [Oferta de la empresa y la industria en un mercado competitivo1]. En un mercado perfectamente
competitivo en el que todas las empresas son idénticas, la función de costo total de cada empresa en el largo
plazo es:

C(y) = 8 + 2y
3
2

a) Determine la ecuación de la oferta de la empresa en el largo plazo, especificando las condiciones que
la definen. Nota: Debe indicar la oferta directa y la oferta inversa y sus condiciones.

→ Se calcula el costo marginal, ya que en un mercado competitivo ( CM = P ).

CMg = 3y
1
2

1Ejercicio tomado de ACCG
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Se encuentra el punto mı́nimo del costo medio para obtener el punto a partir del cual existe oferta.

CMe =
8

y
+ 2y

1
2

Se despeja y.

3y
1
2 =

8

y
+ 2y

1
2 ⇒ y = 4

Por lo tanto, la oferta inversa de la empresa en el largo plazo es la siguiente:

P = 3y
1
2 ; y ≥ 4

La oferta directa de la empresa en el largo plazo es:

y =

(
P

3

)2

;P ≥ 6

b) Si en el mercado en el que operan estas empresas hubiese un precio igual a 10, demuestre si el mercado
está o no en equilibrio en el largo plazo.

→ Para que el mercado esté en equilibrio, se debe cumplir ( π = 0 ), por lo que se calculan los beneficios.

π = IT − C(y) ⇒ π = P · y − C(y)

Se encuentra la producción cuando el precio es (P = 10) al sustituir dicho valor en la función de oferta
directa.

y =
P 2

9
⇒ y =

100

9

Posteriormente, se calculan los beneficios.

π = 10 ·
(
100

9

)
−

[
8 + 2 ·

(
100

9

) 3
2

]

π =
784

27
≈ 29, 04

Note que ( π > 0 ), por lo que el mercado no está en equilibrio.
c) Si la demanda del mercado tiene la forma: ( P = 126 − 2Y ), donde Y es la producción de todas las
empresas, determine, en una situación de equilibrio de largo plazo, cuánto es la producción (Y ) y cuántas
empresas están produciendo en dicho mercado.

→ En un mercado competitivo, la empresa produce donde ( CM = P = CMe ).

CM = CMe⇒ 3y
1
2 =

(
8

y

)
+ 2y

1
2

y
1
2 =

8

y
⇒ y = 4

Se sustituye (y = 4) en el costo marginal, ya que (CM = P ).

CM = 3y
1
2 ⇒ CM = 3 · (4) 1

2 ⇒ P = 6 (13)
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Se evalúa (P = 6) en la demanda de mercado.

P = 126− 2Y ⇒ Y = 60

A continuación se calcula el número se empresas ( n ) utilizando los datos anteriores.

n =
Y

y
⇒ n =

60

4
⇒ n = 15 (14)

Ejercicio 62 [Curva de oferta de largo plazo2]. Considera una firma con la siguiente función de producción:

F (K,L) = LαKβ

La firma enfrenta un salario w y una tasa de alquiler del capital r.

1. (5 puntos) Muestra que la curva de oferta de largo plazo para esta función de producción es:

p =
(w
α

) α
α+β

(
r

β

) β
α+β

(α+ β)q
1

α+β−1

Solución: → Para determinar la elección óptima de trabajo y capital, igualamos la tasa marginal de susti-
tución técnica (MRTS) con −w/r:

MRTS = −MPL
MPK

= −αL
α−1Kβ

βLαKβ−1
= −αK

βL
= −w

r
⇒ αK

βL
=
w

r

Sustituyendo esto en la función de producción:

q = Lα
(
βw

αr
L

)β
=

(
βw

αr

)β
Lα+β ⇒ L =

(
αr

βw

) β
α+β

q
1

α+β

Luego:

K =

(
βw

αr

) α
α+β

q
1

α+β

Sustituyendo en la función de costo:

C(q) = wL+ rK = w

(
αr

βw

) β
α+β

q
1

α+β + r

(
βw

αr

) α
α+β

q
1

α+β = (α+ β)
(w
α

) α
α+β

(
r

β

) β
α+β

q
1

α+β

La condición de maximización de beneficios es MR =MC = p, lo que lleva a:

p =
(w
α

) α
α+β

(
r

β

) β
α+β

(α+ β)q
1

α+β−1

2. (5 puntos) Encuentra la curva de oferta de largo plazo como función de r, w, y q.
Solución: → Si la MRTS es constante y se define como MRTS = −1, entonces dependiendo de −w/r se
analizan tres casos:
Caso 1: −w/r > MRTS ⇒ r > w. La firma usará solo trabajo y el costo será C(q) = wq, por lo tanto
MC = w ⇒ p = w.
Caso 2: −w/r < MRTS ⇒ r < w. La firma usará solo capital y el costo será C(q) = rq ⇒MC = r ⇒ p = r.
Caso 3: −w/r = MRTS ⇒ r = w. La firma es indiferente entre capital y trabajo, el costo total es
C(q) = rq ⇒MC = r ⇒ p = r o p = w.
Entonces, la curva de oferta de largo plazo es:

p =


w si r > w

r si r < w

r o w si r = w
2Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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3. (5 puntos) Verdadero o Falso: Un aumento en los salarios siempre disminuye la oferta en el largo plazo.
Solución: → Falso. Si r < w, entonces la curva de oferta de largo plazo no depende de los salarios, sino del
costo de capital.

4. Sea L(w, r, q) la demanda de trabajo como función de los salarios w, tasa de alquiler r y producción q. Define
la elasticidad de la demanda por trabajo como:

εLw =
∂L(w, r, q)

∂w
· w

L(w, r, q)

5. (5 puntos) Verdadero o Falso: La elasticidad de la demanda por trabajo en el largo plazo es siempre mayor
(en valor absoluto) que en el corto plazo. Justifica tu respuesta.
Solución: → Verdadero. En el corto plazo, la demanda por output no depende del precio si el capital está
fijo. El único ajuste posible es v́ıa salario. Entonces, la elasticidad de corto plazo es cero. En el largo plazo,
el capital es variable, por lo tanto hay sustitución entre trabajo y capital cuando cambia el salario.

Ejercicio 63 [Oferta de largo plazo y costos de insumos variables3].1. (5 Puntos) Encuentra la curva de oferta
de largo plazo para esta función de producción. ¿Cuál es la curva de oferta de largo plazo para esta firma?

→ Para determinar la elección óptima de trabajo y capital, igualamos la MRTS con −w/r:

−MPL
MPK

= −
1
2K

1
2L− 1

2

1
2K

− 1
2L

1
2

=
K

L
=
w

r
.

Sustituyendo esto en la función de producción, obtenemos:

q =
(w
r
L
) 1

2

L
1
2 ,

L =
( r
w

) 1
2

q,

lo que lleva a:

K =
(w
r

) 1
2

q.

Sustituyendo esto en la función de costos, encontramos:

C(q) = wL+ rK = w
( r
w

) 1
2

q + r
(w
r

) 1
2

q

= q

(
w
( r
w

) 1
2

+ r
(w
r

) 1
2

)
= 2w

1
2 r

1
2 q.

Para la maximización de beneficios (donde MR =MC), tenemos:

p = 2w
1
2 r

1
2 .

Supón que la demanda está dada por Qd = 10− p, y los salarios y el costo del capital están fijados en w = 1
y r = 1 respectivamente.

2. (5 Puntos) Encuentra el precio y cantidad de equilibrio.

→ De la Parte 1, determinamos que en equilibrio p∗ = 2(1)
1
2 (1)

1
2 = 2, lo que da como resultado q∗ =

10− p∗ = 8.

Ahora supón que el salario no es constante, sino que en cambio aumenta con la producción total. En parti-
cular, supón que hay 6 firmas y w = q

6 .

3. (5 Puntos) Justifica por qué los salarios pueden estar relacionados positivamente con la cantidad producida.

→ Mientras más produce una empresa, más trabajo se requiere usualmente, tanto en términos de esfuerzo
como de horas. Para compensar este aumento en demanda, los salarios podŕıan incrementarse. Adicionalmen-
te, ofrecer salarios más altos a medida que aumentan los niveles de producción puede servir como incentivo
para que los trabajadores mantengan o incluso aumenten su productividad.



204 CAPÍTULO 15. LOS MERCADOS DE COMPETENCIA PERFECTA

4. (5 Puntos) ¿Cuál es la nueva curva de oferta de largo plazo? Grafica y compara la curva vieja y la nueva de
oferta suponiendo que los salarios están fijados en w = 1 para la curva de oferta vieja y la tasa de capital
está fijada en r = 1 para ambas. Proporciona una intuición.
(Recuerda que la firma todav́ıa toma w y r como dados cuando minimiza costos).
→ La nueva curva de oferta de largo plazo se obtiene al reemplazar la tasa salarial constante con w = q

6 ,
donde q es la cantidad agregada producida, que denotamos como qi. En equilibrio, tenemos qi =

q
6 . Entonces,

la curva de oferta individual es
p = 2r

1
2 q

1
2
i .

Para obtener la curva agregada, necesitamos una relación entre qi y q. Después de un poco de álgebra:

qi =
1

r

(p
2

)2
⇒ q =

6

r

(p
2

)2
⇒ p =

(
2

3

) 1
2

r
1
2 q

1
2 .

p

q

p∗

S′

D

S

5. (6 Puntos) Supón que la demanda sigue siendo Qd = 10− p. ¿Cómo se comparan el precio y la cantidad de
equilibrio cuando w = 1 frente a cuando w = q

6? No necesitas proporcionar una expresión algebraica, basta
con mostrarlo en una gráfica y dar una intuición.
→ En el nuevo equilibrio, tenemos q∗∗ < q∗ y p∗∗ > p∗. Como la curva de oferta se desplaza de una posición
horizontal a una pendiente positiva desde su estado constante anterior, la nueva cantidad de equilibrio
disminuye para la misma demanda. Además, al aumentar los costos, el precio de equilibrio también debeŕıa
aumentar, ya que la firma tiene un incentivo a vender a un precio más alto. Gráficamente:

p

q

p∗

S′

D

S
p∗∗

q∗q∗∗

Ejercicio 64 [Oferta agregada4]. En el centro de Boston hay un mercado de agricultores muy activo. En
este mercado, hay tres huertos de manzanos en la zona que se especializan en producir el mismo tipo de
manzanas. Las funciones de costo de corto plazo para estos productores son:

4Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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c1(q) =
1

4
q2 + 5q − 1,

c2(q) =
1

2
q2 + 3q,

c3(q) =
1

2
q2 + 2q.

1. (5 Puntos) Deriva las curvas de oferta de corto plazo para cada firma. ¿Las firmas deciden producir a
cualquier precio?
→ Observamos que c1(q) = 1

4q
2 + 5q − 1. La firma 1 maximiza sus beneficios cuando el ingreso marginal

(precio p) es igual al costo marginal:

p =
2

5
q.

Aśı, cada firma tiene curvas de oferta de q1 = 2p, q2 = 1,5p y q3 = p.
Dado que las firmas producen de acuerdo con la maximización de beneficios, y hay rendimientos decrecientes
a escala, sabemos que p =MC(q) > AV C(q) y por lo tanto, la firma nunca optará por cerrar.

2. (5 Puntos) Sea Qs la oferta agregada de manzanas en el mercado agŕıcola. Deriva la oferta agregada de
manzanas como función del precio de las manzanas.
→ La oferta agregada de manzanas en el mercado agŕıcola es:

QS(p) = 2p+ 1,5p+ p = 4,5p.

Supón que la demanda por manzanas está dada por Qd = 1− p.

3. (5 Puntos) ¿Cuál es la cantidad y precio de equilibrio del mercado Q∗ y p∗? ¿Cuánto produce cada firma en
equilibrio?
→ El equilibrio se alcanza cuando la oferta es igual a la demanda. Dado que:

4,5p∗ = 1− p∗,

obtenemos p∗ = 1
5,5 = 2

11 . Por lo tanto, la cantidad de equilibrio es Q∗ = 1 − p∗ = 9
11 . En este equilibrio,

cada firma produce: q1 = 2p∗ = 4
11 , q2 = 1,5p∗ = 3

11 , y q3 = p∗ = 2
11 .

4. (7 Puntos) En el largo plazo, ¿esperaŕıas que el número de huertos de manzanas aumente o disminuya con el
tiempo? Justifica tu respuesta. Tu respuesta debe tener una explicación intuitiva y también una justificación
matemática basada en la parte anterior.
→ En el largo plazo, las firmas (o huertos de manzanas, en este caso) normalmente buscan beneficios positivos
para sostener sus operaciones. Si los huertos de manzanas consistentemente están generando beneficios
negativos:

πi = p∗q∗i − ci(q
∗
i ) =

2

11
· 5− i

11
− 1

5− i
(5− i)2 + 5i = −120

121
(5− i),

entonces no es sostenible que sigan operando indefinidamente. Por lo tanto, el número de huertos de manzanas
disminuirá con el tiempo porque algunos productores saldrán del mercado.

Ejercicio 65 [Entrada de firmas5]. Considera una ciudad con población de tamaño N . Cada habitante tiene
una demanda individual por leche dada por:

qD(p) = 1− 1

50
p

Cada proveedor de leche debe pagar un costo fijo de operación igual a 2 y su costo variable es igual a
1
2q

2. Aśı, el costo total del proveedor está dado por:

c(q) =
1

2
q2 + 2

1. (3 Puntos) Deriva la demanda agregada por leche, Qd, como función del precio p y del tamaño de la población
N .
→ Cada habitante tiene la misma curva de demanda individual por leche. Entonces, la demanda agregada
será N multiplicada por la curva de demanda individual:

Qd(p) = N

(
1− 1

50
p

)
= N − Np

50
5Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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2. (4 Puntos) Deriva la curva de oferta individual de corto plazo de leche, qs, como función del precio p. ¿Para
qué valores del precio un proveedor elegirá producir una cantidad positiva?
→ Cada proveedor producirá hasta que el precio sea igual al costo marginal. En este caso,MC = q. Entonces,
la curva de oferta individual será qs(p) = p. Un proveedor elegirá producir una cantidad positiva solo si el
precio es mayor a 0.

3. (3 Puntos) Supón que hay J proveedores en la ciudad. Deriva la curva de oferta agregada de corto plazo,
Qs, como función del precio p y del número de proveedores J .
→ Si hay J proveedores en la ciudad, entonces la oferta agregada de corto plazo será la oferta individual
multiplicada por J :

Qs(p) = Jp

4. (7 Puntos) ¿Cuál es la cantidad de equilibrio Q∗ y el precio p∗ del mercado? ¿Cómo dependen del tamaño
de la población N y del número de proveedores J? Proporciona una intuición económica.
→ Para encontrar el equilibrio de mercado, igualamos oferta y demanda:

N − Np

50
= Jp

N = Jp+
Np

50
⇒ N = p

(
J +

N

50

)
⇒ p∗ =

N

J + N
50

, Q∗ = Jp∗ =
NJ

J + N
50

Si se incrementa N , entonces tanto el precio como la cantidad de equilibrio aumentan. La razón es que con
más habitantes, se demanda más leche, por lo que más leche será producida y a un precio mayor. Por otro
lado, si aumenta J , el precio de equilibrio disminuye y la cantidad aumenta, ya que hay más competencia y
más oferta.

5. (7 Puntos) ¿Cuánto produce cada firma en equilibrio como función de J y N? Deriva una expresión para las
ganancias como función de J y N .
→ Cada firma produce la cantidad de equilibrio dividida entre el número de firmas:

qi(p) =
NJ

J + N
50

· 1
J

=
N

J + N
50

Para encontrar las ganancias de la firma i, resolvemos:

πi(N, J) = pqi − c(qi) =
N

J + N
50

· N

J + N
50

−

1
2

(
N

J + N
50

)2

+ 2

⇒ πi(N, J) =
1

2

(
N

J + N
50

)2

− 2

6. (8 Puntos) Supón ahora que hay entrada libre. Deriva el número de firmas J̄ que operarán en el largo plazo,
aśı como la cantidad agregada QLR y el precio pLR. ¿Cómo depende del tamaño de la ciudad N? Proporciona
una intuición.
→ Con entrada libre, las ganancias de largo plazo deben ser cero, lo que implica que p =MC = qi. Igualamos
la ecuación de ganancias a cero:

0 =
1

2

(
N

J + N
50

)2

− 2 ⇒ 2 =

(
N

J + N
50

)2

⇒ J +
N

50
=

N√
2
⇒ 2J +

N

25
=

2N√
2
⇒ J =

12N

25

Utilizando las ecuaciones de la parte 4:

pLR =
N

12N
25 + N

50

=
N

25N+2N
50

=
N
27N
50

=
50

27
≈ 2

QLR =
NJ

J + N
50

=
N · 12N

25
12N
25 + N

50

=
12N2/25
24N+N

50

=
12N2/25

25N/50
=

24N

25

El número de firmas aumenta conforme el tamaño de la ciudad N aumenta. Esto tiene sentido, pues si hay
más personas que demandan leche, tiene sentido que haya más productores de leche en el mercado.

Ejercicio 66 [Falso y verdadero: costos, oferta y oferta agregada 6]. Determina si las siguientes afirmaciones
son Verdaderas o Falsas. Explica tus respuestas.

6Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (5 Puntos) En mercados competitivos, los controles de precios siempre son eficientes.
→ Falso. En mercados competitivos, si los controles de precios alejan el precio del equilibrio, entonces
generan una pérdida de eficiencia. Un precio máximo por debajo del precio de equilibrio o un precio mı́nimo
por encima del precio de equilibrio impedirán la realización de transacciones que de otro modo ocurriŕıan.

2. (5 Puntos) Si las demandas individuales son P = 3Q1 y P = 2Q2, entonces la demanda agregada es P = 5Q,
donde Q = Q1 +Q2.
→ Falso. La demanda agregada es Q = Q1 +Q2 = P

3 + P
2 = 5P

6 .

3. (5 Puntos) Con entrada libre y firmas idénticas, el precio es igual al costo promedio.
→ Verdadero. Con entrada libre y si todas las firmas tienen la misma tecnoloǵıa de producción, entonces
p =MC(q) = AV C(q), donde q es la cantidad producida individualmente.

4. (5 Puntos) La entrada libre en un mercado reduce los precios.
→ Falso. Si las firmas tienen pérdidas, entonces algunas saldrán del mercado, reduciendo la oferta y aumen-
tando los precios.

Ejercicio 67 [Teoŕıa del productor7]. Una empresa tiene una función de producción dada por:

Q(z1, · · · , zn) =
n∑
i=1

z
1
2
i

1. Obtenga las demandas condicionadas para cada factor de producción.
→

mı́n
zi

{
n∑
i=1

wizi

}
s.a. q =

n∑
i=1

z
1/2
i

L =

n∑
i=1

wizi + λ

[
q −

n∑
i=1

z
1/2
i

]

Condiciones de primer orden:

∂L
∂zj

= wj −
1

2
λz

−1/2
j = 0

⇒ zj =

(
λ

2wj

)2

⇒ zk
zj

=

(
wj
wk

)2

⇒ q =

n∑
k=1

(
wj
wk

)
z
1/2
j

⇒ q = wjz
1/2
j

n∑
k=1

w−1
k

⇒ zcj =
q2

wj
(∑n

k=1 w
−1
k

)2
2. Obtenga las demandas no condicionadas para cada factor de producción.

→

máx
zi

p
(

n∑
i=1

zi

)1/2

−
n∑
i=1

wizi


Condiciones de primer orden:

7Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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∂L
∂zj

=
p

2
z
−1/2
j − wj = 0 ⇒ zncj =

p2

4w2
j

Curva de oferta:

CT ∗(q, w⃗) =

n∑
j=1

wj ·
q2(∑n

k=1 w
−1
k

)2 =
q2(∑n

k=1 w
−1
k

)2 n∑
j=1

wj

=
q2∑n

k=1 w
−1
k

Costo marginal:

CM =
2q∑n

k=1 w
−1
k

3. Obtenga la curva de oferta de la empresa.
→

P =
2q∑n

k=1 w
−1
k

Otra forma: q = q(znc1 , . . . , zncn ) =

n∑
j=1

√
zncj =

n∑
j=1

√
p2

4w2
j

=
p

2

n∑
j=1

1

wj

⇒ p =
2q∑n
j=1

1
wj

4. Determine los costos marginales y costos medios que tiene la empresa.
→

CM =
2q∑n

k=1 w
−1
k

y CMe =
q∑n

k=1 w
−1
k

5. Determine los rendimientos a escala que presenta la empresa.
→

q(λz1, . . . , λzn) =

n∑
j=1

(λzj)
1/2 =

n∑
j=1

λ1/2z
1/2
j = λ1/2

n∑
j=1

z
1/2
j = λ1/2q

⇒Rendimientos decrecientes a escala

Otra forma:

εq,zi =
∂Q

∂zi
· zi
Q

=
1

2
z
−1/2
i · zi

Q
=

1

2
· z

1/2
i

Q

n∑
i=1

εq,zi =

n∑
i=1

1

2
· z

1/2
i

Q
=

1

2Q

n∑
i=1

z
1/2
i =

1

2Q
·Q =

1

2
< 1 ⇒ Rendimientos decrecientes a escala

6. Determine las economı́as a escala que presenta la empresa.
→

CMe =
q∑n

k=1 w
−1
k
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∂CMe

∂q
> 0 ⇒ desconomı́as a escala

Otra forma:

CMg

CMe
= 2 > 1 ⇒ desconomı́as a escala

Dado que la función es homogénea, entonces los rendimientos y las economı́as coinciden.

7. Encuentre la elasticidad de sustitución de los factores de producción.

→

TMSkj =
z
1/2
k

z
1/2
j

⇒ ln(TMS) = ln

((
zk
zj

)1/2
)

=
1

2
ln

(
zk
zj

)

⇒ 2 ln(TMS) = ln

(
zk
zj

)

σ =
∂ ln

(
zk
zj

)
∂ lnTMSjk

= 2

Otra forma:

σ =
∂
(
zk
zj

)
∂TMS

· TMS
zk
zj

Como:

TMSkj =

(
zk
zj

)1/2

⇒ TMS2 =
zk
zj

Entonces:

σ = 2TMS · TMS
zk
zj

=
2TMS2

zk
zj

= 2

Ejercicio 68 [Teoŕıa del productor en un mercado competitivo8]. Una empresa tiene una función de produc-
ción dada por:

Q (z1, · · · , zn) = z
1
2
1

n∏
i=2

(zi − 1)
1
2

1. Obtenga las demandas condicionadas para cada factor de producción.

2. Encuentre la elasticidad insumo-producto y elasticidad insumo total.

3. Determine los rendimientos a escala que presenta la empresa.

8Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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4. Determine las economı́as a escala que presenta la empresa.

TM1j =
1
2z

− 1
2

1

∏n
i=2 (zi − 1)

1/2

1
2z

1
2
1 (zj − 1)

1/2∏n
i̸=j (zi − 1)

1/2
=

y
− 1

2
2 (zi − 1)

1/2∏n
i ̸=j (zi − 1)

1/2

1
2z

1
2
1 (zj − 1)

−1/2∏n
i̸=j (zi − 1)

1/2
=
zj − 1

z1
=
w1

wj
= zj − 1 =

w1

wj
z1

q = z
1
2
1

n∏
j=2

(
w1

wj
z1

) 1
2

q = z
1
2
1 z

n−1
2

1

n∏
j=2

(
w1

wj

) 1
2

q

n∏
j=2

(
wj
w1

) 1
2

= z
n
2
1

z1 = q
2
n

n∏
j=2

(
wj
w1

) 1
n

εPT =

2
n∑
i=1

·w1

wj

n∏
j=2

(
wj
w1

) 1
n

+ 1

εPT =
PM1

PMe1

+

n∑
j=2

PMj

PMej

PM1 =
1

2
z
− 1

2
1

n∏
i=2

(zi − 1)
1/2

PMe1 = z
− 1

2
1

n∏
i=2

(zi − 1)
1/2

εq,z1 =
1

2
PMMi

PMj =
1

2
z

1
2
1 (zj−1)

−1/2
n∏
i̸=j

(zi − 1)
1/2

εej = z−1
j · z

1
2
1 (zj − 1)

1
2

n∏
i̸=j

(zi − 1)
1
2

εzj ·
zj

zj − 1

εPT = 1
2 + 1

2

∑n
j=2

zj
zj−1 > 1 ⇒ rendimientos crecientes a escala

5. CT (q, w1, . . . , wn) = q
2
nw1

∏n
j=2

(
wj

w1

) 1
n

+ (n− 1)q
2
n · w1

∏n
j=2

(
wj

w1

) 1
n

+
∑n
j=2 wj

CT (q, w1, . . . , wn) = nq
2
nw1

∏n
j=2

(
wj

w1

) 1
n

+
∑n
j=2 wj

CMg = 2q
2−n
n · w1 ·

∏n
j=2

(
wj

w1

) 1
n

CMe = nq
2

n−1w1
∏n
j=2

(
wj

w1

) 1
n

+ q−1
∑n
j=2 wj

S:

{
n = 1 economı́as decrecientes a escala (CMg > CMe)
n ⩾ 2 economı́as crecientes a excala (CMe > CMy)

Ejercicio 69 [Teoŕıa del productor en un mercado competitivo9]. Considere una empresa que presenta la
siguiente función de producción:

q (z1 . . . , zn) = mı́n {z1, . . . , zn}
1
ρ , ρ > 1

9Ejercicio tomado de Casasola (2024)



211

1. Obtenga las demandas condicionadas de todos los insumos.

2. Determine los rendimientos a escala y las economı́as de escala.

3. Obtenga la oferta de la empresa y la oferta de la industria considerando que hay m empresas idénticas.

4. Determine la elasticidad de sustitución entre todos los insumos.

5. Determine la elasticidad de sustitución cruzada y propia de las demandas condicionadas e interprete.

1.

zi = zj

⇒Q = z
1
p

i ⇒ zci = qp

2)

q = λ
1
p ·mı́n {z1, . . . , zn}

1
p

p > 1 ⇒ h = 1
p < 1 ⇒ rendimientos decrecientes y deseconomı́as.

3)

CT = qp
n∑
i=1

wi

CMg = ρqp−1
n∑
i=1

wi

P = ρqp−1
n∑
i=1

wi ⇒ q =

(
P

ρ
∑n
i=1 wi

) 1
p−1

Oferta de la industria

Q = m

(
P

ρ
∑n
i=1 ωi

) 1
p−1

4) En el óptimo zi
zj

= 1

σji =
∂ ln

(
zi
zi

)
∂ ln

(
ωi

ωi

) = 0

⇒ δji = ηij − ηjj = 0

5) ηcii = 0 ∧ ηcij = 0

Nota 16. Al ser una función de complementos la sensibilidad de la demanda ante cambios en los precios de
los factores es nula.

Ejercicio 70 [Teoŕıa del productor en un mercado competitivo10]. Una empresa tiene una función de produc-
ción dada por:

Q (z1, · · · , zn) =

[
n∑
i=1

z
ϵ−1
ϵ

i

] ϵ
ϵ−1

10Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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1. Obtenga las demandas condicionadas para cada factor de producción.

2. Obtenga la función de costos mı́nimos de la empresa.

3. Determine los rendimientos a escala que presenta la empresa.

4. Determine la elasticidad producto total.

5. Determine las economı́as a escala que presenta la empresa.

6. Encuentre la elasticidad de sustitución de los factores de producción.

7. Demuestre que la demanda condicionada es homogénea de grado 0 .

PMi = Q ·

[
n∑
i=1

z
ε−1
ε

i

]−1

· z
−1
ε
i

TMSjk =
z

1
ε

k

z
1
ε
j

=
wi
wk

⇒ zk =

(
wj
wk

)ε
zj

⇒ Q =

[
n∑
k=1

(
wj
wk

)ε−1

· z
ε−1
ε

j

] ε
ε−1

⇒ Q = wεjzj

[
n∑
i=1

(
1

wi

)ε−1
] ε

ε−1

⇒ zj(Q, w⃗) =
Q

wεj

[∑n
i=1

(
1
wi

)ε−1
] ε

ε−1

2)

CT (Q, ω⃗) =

n∑
i=1

Qωi

ωεi

[∑n
i=1

(
1
ωi

)ε−1
] ε

−ε
⇒ CT (Q, ω⃗) =

Q[∑n
i=1

(
1
ωi

)ε−1
] ε

ε−1

n∑
i=1

ω1−ε
i

3. Q (λz1, . . . , λzn) =
[∑n

i=1 (λzi)
ε−1
ε

] ε
ε−1

= λ
[∑n

i=1 z
ε−1
ε

i

] ε
ε−1

La función es homogénea grado 1 ⇒ rendimientos constantes ⇒ economı́as constantes a escalo.

4) εPT =
∑n
i=1 εq,zi =

∑n
i=1

Q·
[∑n

i=1 z
[ εε ]
i ·z−1

i

Q
zi

= [
∑n
i=1 zi]

−1


−1∑n

i=1 z
−1
ε
i = 1 ⇒ rendimientos constantes a

escala
5) CMe = CM =

∑n
i=1 w

1−ε
i[∑n

i=1

(
1
wi

)ε−1
] ε

ε−1
⇒ εcT,q = 1 ⇒ economı́as constantes a escalo.

6)

δjk =
∂ ln zk

zj

∂ lnTnjk
= ε

zj(Q,λω⃗) =
Q

(λωj)
ε

[∑n
i=1

(
1
ωi

)ε−1
] ε

ε−1
=

Q

(λωj)
ε

[∑n
i=1 λ

ε
(

1
ωi

)ε−1
) ε

ε−1
=

Q

λεωεj

[
χ∗∑n

i=1

(
1
ωi

)ε−1
] ε

−1
= z(Q, ω⃗)

Ejercicio 71 [Teoŕıa del productor en un mercado competitivo11]. La función de producción de una empresa
está en función de n insumos según la siguiente ecuación:

Q (z1, . . . , zn) = z1 +
∑n
i=2 ln (zi − 1) con z1 > 0 ∧ zi > 1 ∀i = 2, . . . , n

11Ejercicio tomado de Casasola (2024)



213

1. Encuentre las demandas condicionadas y no condicionadas de todos los tipos de insumos.

→ Se tiene que:

TMS1j =
1
1

zj−1

=
ω1

ωj
⇒ zcj =

ω1

ωj
+ 1

Q = z1 +

n∑
j=2

ln
ω1

ωj
⇒ zc1 = Q− (n− 1) lnω1 +

n∑
j=2

lnωj

La demanda no condicionada para Z1 no existe

P · 1

zj − 1
= ωj ⇒ zncj =

P

ωj
+ 1

2. Encuentre la elasticidad de sustitución entre todos los tipos de insumos.

→ Ahora:

σ1j =
∂
(
zj
z1

)
∂TMS1j

· TMS1j(
zj
z1

) = ηcj1 − ηc11

σj1 =
∂
(
z1
zj

)
∂TMSi1

· TMSi1(
z1
zj

) = ηc1j − ηjj

σkj =
∂
(
zj
zk

)
∂TMSkj

·
TMSkj(

zj
zk

) = ηjk − ηkk

zcj =
w1

wj
+ 1 ∧ zc1 = Q− (n− 1)|n w1 +

n∑
j=2

lnwj

σ1j = ηcj1 − ηc11 =
w1

wj
· z−1
j + (n− 1)z−1

1

σj1 = η1j − ηjj =
1

z1
+
w1

wj
z−1
j

σkj = ηjk − ηkk =
w1

wk
· z−1
k

Ejercicio 72 [Teoŕıa del productor en un mercado competitivo12]. Considere una empresa que presenta la
siguiente función de producción:

Q (z1 . . . , zn) = mı́n
{
1z

1
2
1 , . . . , nz

1
2
n

}
1. Obtenga las demandas condicionadas de todos los insumos.

2. Determine los rendimientos a escala y las economı́as de escala.

3. Obtenga la oferta de la empresa y la oferta de la industria considerando que hay m empresas idénticas.

4. Determine la elasticidad de sustitución entre todos los insumos.

1. jz
1
2
j = Kz

1
2

k ⇒ zj
zk

= K2

j2

q = jz
1
2
j ⇒ zcj =

q2

j2

2. q (λz1, . . . , λzn) = λ
1
2 q (z1, . . . , zn) ⇒ h = 1

2 ⇒ rendimientos decrecientes y deseconomı́as.

12Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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3. CT = q2
∑n
j=1

ωj

j2

P = 2q
∑n
j=1

ωj

j2

q =
P

2
∑n
i=1

ωj

J2︸ ︷︷ ︸
oferta empresa

⇒ Q =
mP

2
∑n
j=1

ωj

J2︸ ︷︷ ︸
oferta industrio

4.

Okj = ncjk − nckk = 0

Otra forma

zj
zk

=
k2

j2
( condición optimalidad )

σkj =
∂ ln

(
zi
zk

)
∂ ln

(
wk

wj

) = 0

Ejercicio 73 [Teoŕıa del productor en un mercado competitivo13]. Una empresa posee la función de producción
Q (z1, . . . , zn) =

∑n
i=1 z

αi
i con 0 < αi < 1.

1. Encuentre los rendimientos a escala de la función de producción.

2. La curva de oferta de la empresa.

3. Las economı́as a escala de la empresa.

4. Si existen n empresas idénticas, obtenga la curva de oferta de la industria, asumiendo que no hay libre
entrada de empresas a esa industria y que los costos de producción son constantes.

1.

Q (λz1, . . . , λzn) = λhQ con 0 < h < 1 (si αi ̸= αj ∀i, j entonces no es homogénea pero sigue habiendo
rendimientos decrecientes a escala)

Otra forma

εq,zi =
αiz

α−1
i

i
Q
zi

=
αiz

αi
i

Q

εPT =
1

Q

∑
αiz

αi
i

(
Note que

∑
αiz

αi
i < Q porque 0 < αi < 1

)
⇒ εPT < 1.

2)

TMSjk =
αjz

αj−1

j

αkz
αk−1

k

=
wj
wk

zj =

[
αkwj
αjwk

z
αk−1

k

] 1
αj−1

Q =
∑[

αkwj
αjwk

z
αk−1

k

]αj−1
αj−1

︸ ︷︷ ︸
Aqúı se complica

13Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Otra forma

Pαjz
αj−1
j = ωj

⇒ zj =

(
ωj
Pαj

) 1
αj−1

Q =
∑(

ωj
Pαj

) αj
αj−1

(oferta directa)

)

Dado que Q (λz1, . . . , λzn) = λhQ con 0 < h < 1 entonces εCT,Q > 1 por lo que hay economı́as decre-
cientes a escala
4)

nQ = n ·
(
ωj
Pαj

) αj
αj−1

Ejercicio 74 [Teoŕıa del productor en un mercado competitivo14]. Una empresa tiene una función de produc-
ción dada por:

Q (z1, · · · , zn) =
n∏
i=1

z
1

n+1

i

1. Obtenga las demandas condicionadas para cada factor de producción.

2. Obtenga las demandas no condicionadas para cada factor de producción.

3. Obtenga la función de costos mı́nimos de la empresa.

4. Si la empresa está en un mercado competitivo del bien que produce, determine la oferta de la empresa de
ese bien y la función de ganancias.

5. Determine los rendimientos a escala que presenta la empresa.

6. Determine las economı́as a escala que presenta la empresa.

7. Encuentre la elasticidad de sustitución de los factores de producción.

8. Utilice el lema de Shepard para comprobar que ∂C(w1,··· ,wn,Q)
∂wj

= zj (w1, · · · , wn, Q).

9. Compruebe que se cumple la simetŕıa de Hicks para las demandas condicionadas.

10. Demuestre que la demanda condicionada es homogénea de grado 0 .

11. Obtenga la elasticidad propia y cruazada del precio-demanda condicionada.

12. Demuestre que se cumple que ηCii +η
C
ij = 0 (en caso de n = 2 ) e interprete dicho resultado. Si hay n factores

su forma equivalente seŕıa: ηCii +
∑n
k ̸=i η

C
ik = 0

13. Demuestre que la elasticidad de sustitución de los factores también se puede determinar comoσ = ηCij − ηCii .
Importante este resultado porque para algunas funciones en particular sólo se va a poder calcular de esta
forma, ver II parcial IS-2021

14. Determine la ecuación de Slutsky en términos propios e interprete sus resultados.

15. Determine la ecuación de Slutsky en términos cruzados e interprete sus resultados. Tarea moral

1.

2.

14Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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TMSzj ,zk =

(
1

n+1

)
z−1
j

∏n
i=1 z

k
n+1

i(
1

n+1

)
z−1
k

∏n
j=1 z

k
n+1

i

=
zk
zj

=
wj
wk

Q =

n∏
k=1

(wjzj)
1

n+1

(
1

wk

) 1
n+1

Q = (wjzj)
n

n+1

∏n
k=1

(
1

wk

) 1
n+1

zj(Q, w⃗) =
Q

n+1
n

wj

n∏
k=1

w
1
n

k

Demanda no condicionada

P · Pµj = wj

⇒ P ·
(

1

n+ 1

)
z−1
j

n∏
k=1

z
1

n+1

k = wj

⇒ P ·
(

1

n+ 1

)
z−1
j

n∏
k=1

(wjzj)
1

n+1

(
1

wk

) 1
n+1

= wj

P ·
(

1

n+ 1

)
z−1
j (wjzj)

n
n+1

n∏
k=1

(
1

wk

) 1
n+1

= wj

z
n

n+1−1

j =
1

P
(n+ 1)w

1− n
n+1

j

n∏
k=1

w
1

n+1

k

n

n+ 1
− 1 =

n− n− 1

n+ 1
= − 1

n+ 1
∧ 1− n

n+ 1
=

1

n+ 1

zj(P, w⃗) =

(
P

n+ 1

)n+1

w−1
j ·

n∏
k=1

w−1
k

3)

C∗(Q, w⃗) =

n∑
j=1

wj ·
Q

n+1
n

wj
·
n∏
k=1

w
1
n

k

C∗(Q, w⃗) = n ·Q
n+1
n ·

n∏
k=1

w
1
n

k

4)

Rendimientos a escala
homogénea de grado n

n+1 < 1 ⇒ rendimientos decrecientes a escala ⇒ deseconomı́as
b)
0 = 1
7)

C∗(Q, w⃗) = n ·Q
n+1
n

n∏
k=1

w
1
n

k

∂C∗

∂w1
= z1 = k · hw−1

k Q
n+1
n

n∏
k=1

w
1
n

k
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8)

zj(Q, w⃗) =
Q

n+1
n

wj
·
n∏
k=1

w
1
n

k

∂zj
∂wk

=
1

n
w−1
k · Q

n+1
n

wj
·
n∏
k=1

w
1
n

k

∂zk
∂wj

=
1

n
w−1
j · Q

n+1
n

wk
·
n∏
k=1

w
1
n

k

)

zj(Q,λw⃗) =
Q

n+1
n

λwj
·
n∏
k=1

(λwk)
1
n =

Q
n+1
n

λwj
·
n∏
k=1

wk
1
n

10) zj(Q, w⃗) =
Q

n+1
n

wj
·
∏n
k=1 w

1
n

k

ncjj =
∂zj
∂wj

wj
zj

=
∂ ln zj
∂ lnwj

ln zj =

(
n+ 1

n

)
lnQ− lnwj +

1

n

n∑
k=1

lnwk

ncjj = −1 +
1

n

ncjk =
1

n

11)
Teorema Euler

zi (λw1, . . . , λwn, Q) = λ0zi(w⃗, Q)

Derivo con respecto a λ

∂zi
∂w1

w1 + . . .+
∂zi
∂wn

· wn = 0

∂zi
∂wi

· wi +
n∑
k=1

∂zi
∂wk

wk = 0

njj +

n∑
k ̸=j

njk = 0

− 1 +
1

n
+

n∑
k ̸=j

1

n
= −1 +

1

n
+
n− 1

n
= −1 +

1

n
+ 1− 1

n
= 0

12)
σ = ncjk − ncjj
6 = 1− y

n + y
n = 1

13) Ecuación Slutsky
Zj(P, w⃗) = Zj(w⃗, Q(w⃗, P ))
∂zNc

j

∂w1
=

∂zcj
∂w1

+ ∂zi
∂Q · ∂Q

∂w1

Zj(P, w⃗) =
(

P
n+1

)n+1

w−1
j ·

∏n
k=1 w

−1
k
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Q =
∏n
j=1 z

1
n+1

j

⇒ Q =
∏n
j=1

(
P
n+1

)
ω

−1
n+1

j ·
∏n
k=1 ω

−1
n+1

k

⇒ Q =

(
P

n+ 1

)n [ n∏
k=1

w
−n
n+1

k

] n∏
j=1

w
−1
n+1

j


⇒ Q =

(
P

n+ 1

)n [ n∏
i=1

w
−n
n+1

i

] n∏
j=1

w
−1
n+1

j


⇒ Q = w

−n
n+1

k w
−1
n+1

k

(
P

n+ 1

)n  n∏
i ̸=k

w
−n
n+1

k

 n∏
j ̸=k w

−1
n+1

j


Una vez simplificado, escribimos las 3 ecuaciones que ocupamos


Q = w−1

k

(
P
n+1

)n [∏n
i ̸=k w

−n
n+1

k

] [∏n
j ̸=k w

−1
n+1

j

]
zj(Q, w⃗) =

Q
n+1
n

wj

∏n
k=1 w

1
n

k

zj(P, w⃗) =
(

P
n+1

)n+1

w−1
j ·

∏n
k=1 w

−1
k

Cruzado

−w−1
k zj =

1

n
w−1
k zj +

(
n+ 1

n

)
R−1zj · −1w−1

k · ̸⊂

= w−1
k zj

1

n
− n+ 1

n︸ ︷︷ ︸
1−n−1

n =−1

]

−w−1
k · zj = −w−1

k zj

Ejercicio 75 [Teoŕıa del producto en mercado competitivo15]. Considere una empresa que tiene una función
de producción dada por:

Q (z1, . . . , zn) =

n∏
i=1

(zi − αi) zi > αi > 0 ∀i = 1, . . . , n

1. ¿Qué tipo de rendimientos a escala presenta la función de producción?

2. Obtenga las demandas condicionadas para cada uno de los bienes.

3. Obtenga la curva de costos totales de la empresa óptima.

4. ¿Qué tipo de economı́as a escala presenta la función de producción?

5. Suponga que la empresa ahora es un monopolista y se enfrenta a una demanda de mercado dada por: P = Q,
obtenga el precio y la cantidad que escoge el monopolista.

6. Demuestre que la demanda condicionada para cada uno de los bienes es homogénea de grado 0 en precios e
interpréte su resultado.

1.
PMi =

Q
zi−αi

∧ PMei =
Q
zi

εQ,zi =
zi

zi−αi
∧ εPT =

∑n
i=1 εq,zi =

∑n
i=1

zi
zi−αi

> 1 ⇒ rendimientos crecientes
2)

TMSkj =
Q

zk−αk
Q

zj−αj

⇒ zj−αj

zk−αk
= wk

wj
⇒ zj − αj =

wk

wj
(zk − αk)

15Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Q =
∏n
j=1

wk

wj
(zk − αk) ⇒ Q

∏n
j=1 wj = wnk (zk − αk)

n ⇒ zk(Q, w⃗) =
Q

1
n

∏n
j=1 w

1
n
j

wk
+ αk

3) CT (Q, w⃗) = nQ
1
n

n∏
j=1

w
1
n
j︸ ︷︷ ︸

costo variable

+

n∑
k=1

αkwk︸ ︷︷ ︸
costo fij0

4)

CMe = nQ
1
n−1

n∏
j=1

w
1
n
j +

1

Q

n∑
k=1

αkwk

∂CMe

∂Q
= (1− n)Q

1
n−2

n∏
j=1

w
1
n
j − 1

Q2

n∑
k=1

αkwk < O ⇒ economı́as a escala

5)
Monopolista

maxQ

Q2 − nQ
1
n

n∏
j=1

w
1
n
j −

n∑
k=1

αkwk


2Q−Q

1
n−1

n∏
j=1

w
1
n
j = 0

2Q = Q
1
n−1

n∏
j=1

w
1
n
j = 0

Q
1
n−2 = 2

n∏
j=1

w
−1
n
j

P = Q =

2 n∏
j=1

w
−1
n
j

 n
1−2n

b)

zk(Q,λω⃗) =
Q

1
n

∏n
j=1 (λωj)

1
n

λωk
+ αk = λ0zck

Si todos los precios aumentan en la misma proporción, la cantidad no cambia.
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Caṕıtulo 16

El monopolio

Definición 33 [Monopolio]. Def́ınase un monopolio como una estructura de mercado en la cual únicamente
se configura un oferente (monopolista).

Generalmente los monopolios se configuran en mercados en los cuales se tranzan bienes o servicios sin
sustitutos cercanos. Esto generalmente se traduce en que entonces la diferencia esencial entre un monopolista
y un productor en un mercado de competencia perfecta es que el monopolista śı tiene poder de mercado y
por ende śı puede influir en el precio ofrecido a los demandantes.

Recuerde que en un mercado de competencia perfecta, si en ese mercado existe una demanda agregada
de pendiente negativa (es decir que cumple la ley de la demanda), cada firma (empresa) individualmente
enfrenta una demanda de forma horizontal, de manera que puede aumentar la cantidad ofrecida sin cambiar
el precio, puesto que el precio está dado.

Figura 16.1: Curva de demanda enfrentada por una persona productora en un mercado de competencia
perfecta

Sin embargo, un monopolista, al ser el único oferente en el mercado, se enfrenta a toda la curva de
demanda del mercado.

Note que dado que en el mercado de competencia perfecta, el precio está dado, entonces el ingreso
marginal es constante e igual al precio, mientras que en el caso del monopolio, que se enfrenta a una curva
de demanda con pendiente negativa, el ingreso marginal no es constante, por lo que entonces la condición
de arbitraje IMg = CMg es distinta al caso de la competencia perfecta, por lo que se procede a estudiar el
ingreso marginal de un monopolista.

Por esta razón, a diferencia de una empresa en competencia perfecta, una empresa en un monopolio (sin
discriminación de precios), la cantidad de unidades que venda śı afecta el precio cobrado.

16.1. Ingreso marginal

Cuando en el mercado de competencia perfecta se altera la cantidad ofrecida, el precio no cambia, de
manera que el cambio en los beneficios seŕıa igual al cambio en la cantidad ofrecida. Sin embargo, en un
monopolio, alterar la cantidad ofrecidad tiene un doble efecto:
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222 CAPÍTULO 16. EL MONOPOLIO

Figura 16.2: Curva de demanda enfrentada por un monopolista

Efecto producción: el cambio en la cantidad ofrecida altera los beneficios finales que recibe la empresa, lo
cual también sucede en la competencia perfecta.

Efecto precio: dado que el monopolista se enfrenta a una curva de demanda de pendiente negativa, para
cambiar la cantidad ofrecida el monopolista debe cambiar el precio y aśı cambiará la cantidad demandada,
de manera que esto también incide en los beneficios finales. Es aśı que entonces para:

• Vender más producción → se debe reducir el precio de cada unidad producida

• Vender menos producción → se debe aumentar el precio de cada unidad producida

Es aśı que entonces en el monopolio: p > IMg. Incluso podŕıa ser que el ingreso marginal sea negativo
en el caso de que el efecto precio sea mayor al efecto producción.

Note que a diferencia del monopolista, una empresa competitiva no requiere de bajar el precio con tal de
vender más, puesto que el precio está dado para el mercado.

16.2. Beneficios del monopolio

Como cualquier otra firma (empresa) el monopolista tiene como objetivo maximizar sus beneficios, los
cuales bienen dados de la forma:

π = p · q(p)− c(q(p)) (16.1)

Por tanto, el problema del monopolista puede ser planteado de la siguiente manera:

máx
p

pq(p)− c(q(p)) (16.2)

Sin embargo, este problema puede ser reescrito en términos de la cantidad en lugar del precio, dado que
se sabe que existe una relación entre el precio y la cantidad ofrecida por el monopolista. Entonces suponga
que p(q(p)) = p es la función inversa de demanda, ante lo cual el problema de la maximización de la empresa
puede ser reescrito como :

máx
q

p(q)q − c(q) (16.3)

Esto se hizo por conveniencia: es más sencillo asumir que el precio es fijado por el mercado y el monopolista
maximiza eligiendo la cantidad a ofrecer dado el precio.

Figura 16.3: El efecto de alterar la cantidad producida también interfiere en el precio que se puede cobrar
por unidad.

Entonces, obtiendo la condición de primer orden derivando con respecto a q:

∂π

∂q
= p′(q)q + p(q)− c′(q(p)) = 0

⇒ p′(q)q + p(q) = c′(q(p))
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Figura 16.4: El equilibrio en un mercado de monopolio

Lo cual es la condición de arbitraje que indica que IMg = CMg. Ahora, esto puede ser reescrito de la
siguiente manera: (

dp

dq

q

p
+ 1

)
p(q) =

dc

dq

⇒ p(q)

(
1− 1

Ep

)
=
dc

dq

Es decir que entonces se presenta una situación como la siguiente:

16.3. Oferta de un monopolio

Un monopolio no tiene curva de oferta, a continuación la demostración de esta proposición (statement):

Demostración.

Figura 16.5: Comportamiento de un monopolista

Ejemplo 23 [Monopolios y sindicatos]. Muchas empresas competitivas producen un tipo de microchip con la
función de producción Q = 20L donde Q es la cantidad de microchips y L es la cantidad de trabajadores
especializados que se contratan. Los trabajadores están organizados en un sindicato por lo que constituyen
un monopolio de la oferta de trabajo.

La oferta de estos trabajadores es W = 2000 + 100ℓ donde W es el salario por hora. Las empresas
enfrentan la demanda de mercado P = 2000−Q.

Demanda de L

IMg =CMg
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Figura 16.6: El monopolio no tiene curva de oferta

V PMg =20(2000− 2Q)

=40000− 40Q

CMg =2000 + 200L

V PMg =CMg

40000− 40Q =2000 + 200L

40000− 40(20L) =2000 + 200L

40000− 800L =2000 + 200L

40000− 2000 =800L+ 200L

38000 =1000L

38 =L∗

Q∗ =20L∗

=20(38)

=760

P ∗ =2000− 760

=1240

W =2000 + 100L

W ∗ =2000 + 100(38)

=5800

π =P ·Q−W · L
=1240(760)− 5800(38)

=722000
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Determine el nivel de contratación de L si hubiesen muchas empresas sin poder de mercado que contratan
ese tipo de trabajadores especializados.

V PMg =20(2000− 2Q)

=40000− 800L

40000− 800L =2000 + 100L

L∗ =42, 22

Ejemplo 24 [Un monopolista discriminador]. Un productor tiene una función de producción representada

por y = n
1
2

n∏
i=1

x
1
2n
i , donde xi es la cantidad de insumos utilizados en el proceso de producción e y es la

cantidad de producción disponible para la venta. Todos los insumos tienen un costo de igual a 1 la unidad.
Asuma que este productor es el único vendedor en un mercado de dos consumidores y tiene la posibilidad
de realizar discriminación de tercer grado.

El primer consumidor tiene una demanda inversa igual a P1 = 10−y1, mientras que el segundo consumidor
tiene una inversa iguala a P2 = 20− 2y2. Encuentre el equilibrio en precios y cantidades si:

Cualquiera de los consumidores puede revender el bien a cero costo y el bien solo se puede vender en unidades
enteras
Si el bien se puede fraccionar, la reventa a cero costo implica que el monopolista no puede
discriminar entre consumidores, por lo que se trata de un monopolista ordinario.
De esta manera, se suman las demandas y se obtiene el ingreso marginal. Las demandas presentadas son las
demandas inversas, por lo cual se despejan para obtener las funciones de demanda directas:

P1 = 10− y1 ⇔ y1 =10− P1

P2 = 20− 2y2 ⇔ 2y2 = 20− P2 ⇔ y2 =10− P2

2

Y la suma de las demandas directas es:

y1 + y2 = y

10− P + 10− P

2
=y

20 +
−2P − P

2
=y

20− 3P

2
=y

Despejando para el precio:

20− 3P

2
= y ⇔ −3P

2
= y − 20 ⇔ −3P = 2 (y − 20) ⇔ P =

−2 (y − 20)

3
⇔ P =

−2y

3
+

40

3

Y el ingreso marginal seŕıa

IMg =
−4y

3
+

40

3

Cualquiera de los consumidores puede revender el bien a un costo igual a t y el bien solo se puede vender en
unidades enteras
En este caso no se puede determinar lo de las unidades enteras, pues t es indeterminado, aśı que se va a
asumir que pueden vender unidades fraccionadas. De esta manera, se puede plantear el siguiente lagrangiano:
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L =P1y1 + P2y2 − (y1 + y2)
2 + λ(P2 − P1 − t)2

L =(10− y1)y1 + (20− 2y2)y2 − (y1 + y2)
2 + λ(20− 2y2 − 10 + y1 − t)2

L =10y1 − y21 + 20y2 − 2y22 − y21 − 2y1y2 − y22 + λ(10− 2y2 + y1 − t)2

Y las condiciones de primer orden seŕıan:

∂

∂y1

[
10y1 − y21 + 20y2 − 2y22 − y21 + 2y1y2 + y22)

2 + λ(10− 2y2 − y1 − t)2
]
=0

10− 2y1 − 2y1 − 2y2 + 2λ(10− 2y2 + y1 − t) =0

10− 2y1 − 2(y1 + y2) =− 2λ(10− 2y2 + y1 − t)

∂

∂y2

[
10y1 − y21 + 20y2 − 2y22 − y21 − 2y1y2 − y22 + λ(10− 2y2 + y1 − t)2

]
=0

20− 4y2 − 2y1 − 2y2 − 4λ(10− 2y2 + y1 − t) =0

2(10− 2y2 − y1 − y2 − 2λ(10− 2y2 + y1 − t)) =0

∂

∂λ

[
10y1 − y21 + 20y2 − 2y22 − y21 − 2y1y2 − y22 + λ(10− 2y2 + y1 − t)2

]
= 0

El bien no se puede revender y se puede vender en unidades fraccionadas
Este es el caso de un monopolista de tercer grado:

10− 2y1 = 2(y1 + y2) ⇒5− 2y1 = y2

20− 4y2 = 2(y1 + y2) ⇒10− y1 = 3y2

Solucionando el sistema de ecuaciones:

5− 2y1 =
10− y1

3
15− 6y1 =10− y1

15− 10 =6y1 − y1

5 =5y1

1 =y1

⇔ 5− 2(1) = y2 ⇔ 3 = y2 ∧ 1 = y1

P1 = 9 ∧ P2 = 14

El bien no se puede revender, se puede vender en unidades fraccionadas, pero solo se pueden producir, como
máximo, 8 unidades
Es igual que el caso anterior dado que la restricción de 8 unidades no se alcanza.

Ejercicio 76 [Monopolio y bienestar1]. Un monopolista tiene la función de costos:

C =
1

4
Q2 − 5Q+ 300

Además, se enfrenta a la demanda de mercado:

Q = 70− P

a) Determine cuáles son el nivel de producción (Q) y el nivel de precios (P ) que maximizan los beneficios
del monopolista.

→ Pasos para determinar el nivel de producción:

1Ejercicio tomado de ACCG
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Paso 1: Se calcula la función de ingreso marginal.
La curva de ingreso marginal es dos veces más inclinada que la curva de demanda pero comparten la

misma intersección con el eje-y. La curva de demanda inversa es la siguiente:

P = 70−Q

Por lo tanto, la curva de ingreso marginal es:

P = 70− 2Q

Paso 2: Se igualan el ingreso marginal y el costo marginal para encontrar el nivel de producción. Se
calcula el costo marginal:

CM =
1

2
Q− 5

Se iguala el ingreso marginal al costo marginal para encontrar el nivel de producción del monopolista.

IM = CM

70− 2Q =
1

2
Q− 5

QM = 30

Paso 3: Se sustituye el nivel de producción del monopolista en la función de demanda para encontrar el
precio del monopolista.

P = 70−Q

P = 70− 30

PM = 40

b) Calcule la magnitud de la pérdida irrecuperable de eficiencia.
→ Se utiliza el siguiente gráfico para calcular la pérdida irrecuperable de eficiencia ( CB ).

p

q

CMg

DIMg

40

20

α

30 50

Figura 15: El área verde es la pérdida irrecuperable de bienestar.
Se encuentra la cantidad de equilibrio (Q∗) para un mercado competitivo al igualar ( D = CM ).
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70−Q =
1

2
Q− 5

Q∗ = 50

Se sustituye Q∗ en la curva de demanda inversa para encontrar P ∗.

P = 70− 50

P ∗ = 20

A continuación, se calcula el valor de α en el gráfico al sustituir (Q = 30) en la función de costo marginal.

CM =
1

2
Q− 5

α =
1

2
Q− 5

α =
1

2
(30)− 5

α = 10

La pérdida irrecuperable de eficiencia ( CB ) se encuentra a continuación:

CB =
(40− 10)(50− 30)

2
CB = 300

Ejercicio 77 [Monopolio discriminador y no discriminador2]. Considere un monopolista que puede identificar
las siguientes tres demandas:

q1 = 100− P

q2 = 200− P

2

q3 = 300− P

3

Además se tiene que el costo marginal y el costo fijo del monopolista son cero. ( CM = 0, CF = 0 )

1. Encuentre el equilibrio en el caso de que el monopolista no puede discriminar entre las demandas.
→ Primero note que el hecho de el costo marginal y el costo fijo del monopolista sean cero implica que su
costo total también es cero ( CT = 0 ). Segundo, resulta útil encontrar las demandas inversas y graficarlas
para luego visualizar la demanda de mercado por tramos.

q1 = 100− P ⇒ P = 100− q1

q2 = 200− P

2
⇒ P = 400− 2q2

q3 = 300− P

3
⇒ P = 900− 3q3

a) En el caso en el que el monopolista no puede discriminar, es necesario encontrar la demanda de mer-
cado por tramos. Para esto puede resultar útil observar en el gráfico para que precios existen cuáles
demandas o utilizando las demandas normales analizar para cuáles precios no se demandan cantidades
negativas.

qm =

 600− 11
6 P, p ≤ 100

500− 5
6P, 100 < p ≤ 400

300− 1
3P, 400 < p ≤ 900

2Ejercicio tomado de ACCG
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A continuación analizamos el óptimo del monopolista por tramos:
a) Primer tramo: si P ≤ 100
La condición óptima del monopolista es IM = CM . La demanda inversa en este tramo es P = 3600

11 − 6
11qm.

Entonces,

IM =
3600

11
− 12

11
qm = 0 = CM

⇒ q∗m = 300, P ∗ =
1800

11

Nota 17. Como este precio es mayor a 100, por lo tanto, se descarta este caso.

b) Segundo tramo: si 100 < P ≤ 400
La condición óptima del monopolista es IM = CM . La demanda inversa en este tramo es P = 600− 6

5qm.
Entonces,

IM = 600− 12

5
qm = 0 = CM

⇒ q∗m = 250, P ∗ = 300

Esta solución śı es viable, sin embargo, es necesario calcular el beneficio para comparar con el tercer tramo
y ver cuál opción escoge el monopolista.

Π = IT − CT, recuerde que CT = 0

Π = 250 · 300 = 75000

c) Tercer tramo: si 400 < P ≤ 900
La condición óptima del monopolista es IM = CM . La demanda inversa en este tramo es P = 900 − 3qm.
Entonces,

IM = 900− 6qm = 0 = CM

⇒ q∗m = 150, P ∗ = 450

Además,

Π = 150 · 450 = 67500

Esta solución también es viable, sin embargo, como el beneficio que obtiene es menor, el monopolista decide
P ∗ = 300, y vende q∗m = 250. Note que al ser este el equilibrio, el monopolista no le vende a la demanda
más pequeña q1.

2. Encuentre el equilibrio si el monopolista puede discriminar q3 pero no entre q1 y q2.
→ En el caso en el que el monopolista puede discriminar q3 pero no entre q1 y q2, se debe optimizar por
separado q3 y qa = q1 + q2.
a) Optimicemos para qa :

qa =

{
300− 3

2P, p ≤ 100
200− 1

2P, 100 < p ≤ 400

Se debe trabajar por tramos igual que en el inciso anterior:
I) Primer tramo: si P ≤ 100
La condición óptima del monopolista es IM = CM . La demanda inversa en este tramo es P = 200 − 2

3qa.
Entonces,

IM = 200− 4

3
qa = 0 = CM

⇒ q∗a = 150, P ∗ = 100
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Esta opción śı es viable. Además,

Πa = 150 · 100 = 15000

II) Segundo tramo: si 100 < P ≤ 400
La condición óptima del monopolista es IM = CM . La demanda inversa en este tramo es P = 400 − 2qa.
Entonces,

IM = 400− 4qa = 0 = CM

⇒ q∗a = 100, P ∗ = 200

Esta opción śı es viable. Además,

Πa = 100 · 200 = 20000

Como el beneficio es mayor, entonces para qa, el monopolista escoge P ∗ = 200 y vende q∗a = 100.
b) Optimicemos para q3 :
La demanda inversa es P = 900− 3q3. Entonces,

IM = 900− 6q3 = 0 = CM

⇒ q∗3 = 150, P ∗ = 450

Además,

Π3 = 150 · 450 = 67500

Este es el óptimo del monopolista para esta tercera demanda. Si calculamos el beneficio total:

Π = Πa +Π3 = 87500

Nota 18. Como el beneficio es mayor que cuando el monopolista no pod́ıa discriminar. Al discriminar, el
monopolista siempre tendrá mayor o igual beneficio.

Ejercicio 78 [Impuesto a un monopolio3].

Ejercicio 79 [Monopolista discriminador de primer grado4]. Considere un monopolista. La demanda inversa
de mercado del bien está dada por la ecuación P = 1000 − Q y la función de costo total del monopolista
está dada por:

C = 1000 + 100Q+
1

2
Q2

a) Encuentre la producción de equilibrio, el precio de equilibrio, los beneficios de la empresa, el valor del
excedente del consumidor (EC), el excedente del productor (EP) y la pérdida irrecuperable de eficiencia de
la economı́a provocada por el monopolista (PIE).

→ Primeramente, se calculan el costo marginal y el ingreso marginal.

CM = 100 +Q

IM = 1000− 2Q

Para encontrar el nivel de producción se iguala ( IM = CM ).

IM = CM ⇒ 1000− 2Q = 100 +Q⇒ Q = 300

3Ejercicio tomado de ACCG
4Ejercicio tomado de ACCG
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Para encontrar el precio, se sustituye ( Q = 300 ) en la demanda inversa.

P = 1000−Q⇒ P = 700

A continuación se calculan los beneficios.

π = P ·Q−
[
1000 + 100Q+

(
1

2

)
Q2

]
π = (700) · (300)− 76000 ⇒ π = 134 000

p

q

CMg

DIMg

700

400

100

300 450

1 000

excedente consumidor
excedente productor
pérdida irrecuperable eficiencia

Se encuentra el EC, EP y PIE.

PIE =
(700− 400)(450− 300)

2
⇒ PIE = 22500

EC =
(1000− 700)(300)

2
⇒ EC = 45000

EP = (700− 400) · (300) +
(
(400− 100)(300)

2

)
⇒ EP = 135000

b) Ahora, este monopolista practicará discriminación de precios de primer grado (es decir, discriminación
de precios perfecta). En este caso la curva de demanda es también la curva de ingreso marginal de la empresa.
Explique por qué esto es cierto.

→ Esto se debe a que a cada persona se le cobra su disposición a pagar.

c) Dado que esta empresa practica discriminación de precios de primer grado, calcule los beneficios de la
empresa, el excedente del consumidor, el excedente del productor y la pérdida irrecuperable de eficiencia.

→ En este caso se cumple que (EC = 0) y (PIE = 0). Para los otros cálculos se utiliza el siguiente
gráfico:
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p

q

CMg

D

700

400

100

300 450

1 000

550

El excedente del productor se calcula a continuación.

EP =
(1000− 100)(450)

2
⇒ EP = 202500

Para obtener los beneficios se deben calcular los ingresos totales y los costos totales. Los costos totales
se encuentran al evaluar el nivel de producción del monopolista en la función de costos. El monopolista
discriminador de primer grado produce en el punto en que ( CM = D ).

100 +Q = 1000−Q⇒ Q = 450

π = IT −
[
1000 + 100Q+

(
1

2

)
Q2

]
π = P ·Q− 147250

El monopolista discriminador de primer grado le cobra un precio diferente a cada consumidor, por lo que
se debe calcular el área bajo la curva de demanda que se encuentra en morado en el gráfico.

IT = (550 · 450) + (1000− 550)(450)

2
⇒ IT = 247500 + 101250

π = 101250 + 247500− 147500 = 201500

Ejercicio 80 [Teoŕıa de producción a largo plazo5]. Supongamos ahora que existe una fábrica de helados
distinta cuya función de costos de largo plazo es:

C(q) =

{
q2 + 9 q > 0

0 q = 0

Suponga que el mercado de helados es competitivo y que las empresas toman los precios como dados.
1. (3 puntos) Calcula la curva de oferta de largo plazo de la empresa. ¿La empresa elige producir una

cantidad positiva a cualquier precio?
→ La curva de oferta de largo plazo está dada por:

p =MC(q) = 2q

La empresa producirá siempre que p ≥ AV C(q). Esto ocurre siempre que el precio sea al menos tan
grande como el costo variable promedio mı́nimo. Resolviendo:

2q ≥ q2 + 9

q
⇐⇒ q ≥ 3

5Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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Entonces la empresa produce siempre que p ≥ 6.
2. (2 puntos) Escribe la oferta agregada del mercado de helado.
→ La oferta agregada de helado es:

QS = 4q =

{
4
(
1
2p
)
= 2p p ≥ 6

0 p < 6

3. (5 puntos) Encuentra el precio y la cantidad de equilibrio, aśı como la ganancia que obtiene cada
empresa.

→ En equilibrio QD = QS , por tanto:

30− p = 2p⇒ p∗ = 10 ⇒ Q∗ = 20

Las ganancias individuales son:

π∗ =
Q∗

4

(
p∗ −AV C

(
Q∗

4

))
= 5

(
10−

(
5 +

9

5

))
= 5

(
5− 9

5

)
= 5 · 16

5
= 16

Suponga ahora que una empresa ha descubierto una nueva receta para helado sin lactosa. Como la
mayoŕıa del pueblo es intolerante a la lactosa, el gobierno decide cerrar la producción de helado con lactosa.
Como este helado es más saludable, la gente lo demanda más. En particular, la nueva demanda es:

QD = (30 +A)− p

donde A > 0 es una constante exógena que refleja la mayor popularidad del helado sin lactosa. Solo hay
una empresa que tiene la patente para esta nueva receta, y tiene la misma función de costos de producción
mencionada anteriormente, es decir:

C(q) =

{
q2 + 9 q > 0

0 q = 0

4. (5 puntos) Resuelve la elección óptima del monopolista en cuanto a cantidad y precio como función
de A.

→ Los ingresos son:

R(q) = qp(q) = q(30 +A− q)

El monopolista iguala el costo marginal 2q con el ingreso marginal 30 +A− 2q. La cantidad óptima es:

Q∗ =
30 +A

4
, p∗ =

90 + 3A

4

5. (5 puntos) Calcula el excedente del consumidor y del productor en este mercado. ¿Es eficiente
socialmente? Si no lo es, calcula la pérdida de peso muerto.

→ El excedente del consumidor es:

1

2

(
30 +A− 90 + 3A

4

)(
30 +A

4

)
=

(30 +A)2

32

El excedente del productor es:

1

2

(
90 + 3A

4
− 30 +A

4

)(
30 +A

4

)
=

(30 +A)2

8

La situación no es eficiente socialmente debido a una pérdida de peso muerto de:

1

2

(
30 +A

3
− 30 +A

4

)(
30 +A

4

)
=

(30 +A)2

96

6. (7 puntos) ¿Están los consumidores mejor con el helado sin lactosa incluso si hay un monopolista
en comparación con una situación con competencia pero con helado con lactosa? ¿De qué depende esto con
respecto a A? Proporcione una intuición económica.

→ El excedente del consumidor en un mercado competitivo es:
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1

2
(30− p∗)Q∗ =

1

2
(30− 10)(20) = 200

Los consumidores estarán mejor con helado sin lactosa si se cumple la siguiente desigualdad:

(30 +A)2

32
> 200 ⇒ A > 50

Uno normalmente esperaŕıa que los consumidores estén mejor en un mercado competitivo. Sin embargo,
en este caso, si el valor de A excede 50, la mayor demanda por helado sin lactosa compensa las ineficiencias
introducidas por el monopolio. Por lo tanto, un valor suficientemente grande de A indica que la preferencia
del consumidor por el helado sin lactosa es lo suficientemente fuerte como para compensar las desventajas
de una estructura de mercado monopólica.

7. (3 puntos) Si el gobierno puede poner un tope al precio del helado, ¿cuál debeŕıa ser ese tope de
precio? Proporcione una intuición económica.

→ El gobierno busca eliminar la pérdida de peso muerto estableciendo un precio tope que obligue al
monopolista a operar como en un mercado competitivo. Igualando la demanda D(q) con el costo marginal
MC(q), encontramos la cantidad socialmente óptima:

q =
30 +A

3

El precio tope debe ser:

p =
60 + 2A

3

Ejercicio 81 [Monopolio discriminador6]. Un monopolista se enfrenta a n consumidores donde la demanda
del consumidor i está dada por:

qi =
i

P 2
i

∀i = 1, . . . , n

Además, se sabe que el monopolista tiene un costo marginal igual a Q.

1. Encuentre la cantidad y el precio que cobraŕıa el monopolista si no puede discriminar precios.
→

qi =
i

P 2

Q =
1

P 2
· n(n+ 1)

2

P =

[
1

Q
· n(n+ 1)

2

] 1
2

máx
Q

{[
n(n+ 1)

2

] 1
2

Q
1
2 − Q2

2

}

Condición de primer orden:

1

2

[
n(n+ 1)

2

] 1
2

Q− 1
2 −Q = 0

⇒ Q =

[
1

23
· n(n+ 1)

2

] 1
3

⇒ P = 2
1
3

[
n(n+ 1)

2

] 1
3

6Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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2. Encuentre la cantidad y el precio que cobraŕıa el monopolista a cada consumidor si puede discriminar precios
y no existe oportunidad de arbitraje.
→

qi =
i

P 2
i

⇒ Pi =
1

√
qi

·
√
i

Maximización del beneficio:

máx
qi ∀i

{
n∑
i=1

q
1
2
i ·

√
i− 1

2

(∑
qi

)2}
Condiciones de primer orden:

1

2
q
− 1

2
i ·

√
i−Q = 0 ⇒ qi =

i

4Q2

⇒ Q =
1

4Q2
· n(n+ 1)

2

Despejando:

⇒ Q =

[
n(n+ 1)

8

] 1
3

⇒ qi =
i

4
[
n(n+1)

8

] 2
3

⇒ qi =
i

[n(n+ 1)]
2
3

y Pi = n(n+ 1)
1
3

Ejercicio 82 [Precio y cantidad de un monopolio multiplanta7]. Un monopolista enfrenta la función de de-
manda:

P =
A

Qα
, α < 1

Este monopolista tiene n plantas para producir el bien que vende en este mercado y el costo marginal de
cada planta viene dado por CMi = iqi.

1. Determine el precio que cobrará el monopolista.
→

CTi =
iq2i
2

máx
qi

{
A
(∑

qi

)1−α
−
∑ i

2
q2i

}
Condiciones de primer orden:

A(1− α)Q−α − iqi = 0 ⇒ qi = A(1− α)Q−α · 1
i

...

qj = A(1− α)Q−α · 1
j

7Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Sumando:

Q = A(1− α)Q−α
∑ 1

i

⇒ Q =

[
A(1− α)

∑ 1

i

] 1
1+α

2. Determine la cantidad que producirá en cada planta.
→

P = A

[
A(1− α)

∑ 1

i

] −α
1+α

Ejercicio 83 [Monopolio en el mercado local y competido en el mercado internacional8]. Una empresa es un
monopolio en el mercado local y es competidor en el mercado internacional. En el mercado local, la empresa
se enfrenta a una curva inversa de demanda igual a P = a − qL. En el mercado internacional, la empresa
puede vender la cantidad que desee a un precio de PI . La empresa puede producir a un costo total igual a
Q2 con Q = qL + qI .

1. Si los costos de transporte son prohibitivos, encuentre la cantidad óptima que la empresa vendeŕıa en cada
mercado y el precio que cobraŕıa en el mercado local.
→

máx
qL, qI

{
aqL − q2L + PIqI − (qL + qI)

2
}

Condiciones de primer orden (CPO):

a− 2qL − 2Q = 0

PI − 2Q = 0 ⇒ Q =
PI
2

⇒ qL =
a

2
− PI

2
⇒ PL =

a

2
+
PI
2

⇒ qI = PI −
a

2

2. Si el costo de transporte es igual a t, encuentre la cantidad de equilibrio que la empresa vendeŕıa en cada
mercado y los precios que cobraŕıa.
→

L = aqL − q2L + PIqI − (qL + qI)
2 + λ

[
t2 − (a− qL − PI)

2
]

CHC:

λ ≥ 0 , t2 − (a− qL − PI)
2 ≥ 0 , λ

[
t2 − (a− qL − PI)

2
]
= 0

Condiciones de primer orden:

a− 2qL − 2Q+ 2λ(a− qL − PI) = 0

PI − 2Q = 0

t− (a− qL − PI) = 0

Caso 1: Si t2 − (a− qL − PI)
2 > 0 ⇒ λ = 0

Entonces la solución coincide con el caso donde los costos son prohibitivos.
Caso 2: Si λ > 0 ⇒ t2 − (a− qL − PI)

2 = 0

8Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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qL = a− PI − t⇒ PL = t+ PI

Q =
PI
2

⇒ qI =
3PI
2

+ t− a

Caso 3: Si t2 − (a+ qI − PI)
2 = 0 y λ = 0

La solución coincide con la del caso donde los costos son prohibitivos, pero también se satisface que |PL−PI | =
t.

Ejercicio 84 [Monopolio y tipos de discriminación de precios9]. Un monopolista suple a n consumidores que
presentan una demanda inversa igual a Pi = ia− qi.

1. Si el monopolista tiene un costo marginal igual a c y decide discriminar precios utilizando una tarifa de dos
tramos, ¿cuál es el precio que debe cobrarle a todos los consumidores para maximizar su ganancia asumiendo
que P < a?
→ Los beneficios se maximizan de la siguiente manera:

máx
p

{n · T (p) + P ·Q(p)− c ·Q(p)}

Pi = a− qi ⇒ Pi = ia− qi

π =
n

2
(a− p)(a− p) + P ·

n∑
i=1

(a− p)− c ·
n∑
i=1

(a− p)2

2

Dado que se trata de una tarifa de dos tramos:

π =
n

2
(a− p)2 + P ·

n∑
i=1

(ia− p)− c ·
n∑
i=1

(ia− p)2

2

Derivando con respecto a p:

∂π

∂p
= −n(a− p) + a

n∑
i=1

i− 2np+ c = 0

(p− a) +
a(n+ 1)

2
− 2p+ c = 0

⇒ P = a

(
n+ 1

2
− 1

)
+ c

2. Si el monopolista tiene un costo total igual a 1
2Q

2, donde Q es la producción total del monopolista, y decide
discriminar precios en tercer grado, ¿cuál es el precio que debe cobrarle a cada uno de los consumidores y
qué cantidad les vende?
→

LMi = cπT y LMi = LMj

ia− 2qi = Q⇒ ia− 2qi = nqj −
nja

2
+
∑

qj

qj =
1

n2

(
ia

(
i+ 1

2

)
− a

(
n(n+ 1)

2

))
=

a

n2

(
i(i+ 1)

2
− n(n+ 1)

2

)
Pi = ia− a

n2

(
i(i+ 1)

2
− n(n+ 1)

2

)
Q = ia− a

n2

(
i(i+ 1)

2
− n(n+ 1)

)
= n2qi

9Ejercicio tomado de Casasola (2024)



238 CAPÍTULO 16. EL MONOPOLIO

Ejercicio 85 [Monopolio multiplanta10]. Un monopolista opera en un mercado con una demanda inversa
igual a P = a− by. Los costos de producción del monopolio dependen de la cantidad de plantas que tenga en

operación. Cada una de las plantas tiene una función de producción igual a yi = L
1
2
i con y =

∑n
i=1 yi, donde

Li son las unidades de trabajo contratadas. La empresa enfrenta un costo por unidad de trabajo igual a 1,
con independencia en las unidades contratadas.

1. Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio del monopolista.
→

P = a− b

n∑
i=1

yi

yi = L
1/2
i ⇒ planta

⇒ Li = y2i ⇒ CTi = ωLi = ωy2i

máx
yi, ∀i

a
n∑
i=1

yi − b

(
n∑
i=1

yi

)2

−
n∑
i=1

ωy2i


Condición de primer orden:

∂

∂yi
: a− 2by − 2ωyi = 0 ⇒ yi =

a

2ω
− b

ω
y

Sumando ambos lados:

y =

n∑
i=1

yi =
na

2ω
− nb

ω
y ⇒ y

(
1 +

nb

ω

)
=
na

2ω

⇒ y =
na

2ω + 2nb

Sustituyendo:

yi =
a

2ω
− bna

ω(2ω + 2nb)
=

a

2ω

(
1− bn

ω + nb

)
=

a

2ω + 2nb

P = a− bna

2ω + 2nb
= a

(
1− bn

2ω + 2nb

)
=
a(2ω + nb)

2ω + 2nb

Dado que ω = 1:

y =
na

2 + 2nb

yi =
a

2
− bna

2 + 2nb
=
a

2

(
1− bn

1 + nb

)
=

a

2 + 2nb

P = a

(
1− bn

2 + 2nb

)
=
a(2 + nb)

2 + 2nb

2. Encuentre el valor óptimo de n.
→ Observe que el beneficio total:

π =
na2(2nb)

(2 + 2nb)2
− na2

(2 + 2nb)2
=
na2(2nb− 1)

(2 + 2nb)2

Valor óptimo cuando n = 1:

10Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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π∗ =
na2

4(1 + nb)

Conforme ↑ n⇒↑ π, por lo que el monopolista querrá n→ ∞.

Ejercicio 86 [Monopolio con y sin discrminación de precios11]. Considere una economı́a de n consumidores
y una empresa monopólica que no tiene costos fijos y que el costo de producir una unidad adicional es
constante e igual a θ. Cada consumidor tiene una demanda por el bien que produce la empresa monopólica
dada por:

Pi =
mi√
qi

Donde mi representa el ingreso del consumidor i.

1. Determine la cantidad y el precio que escoge la empresa si no puede discriminar precios. También, determine
la producción total de la empresa.
→ Observe que:

Pi =
mi√
qi

⇒ qi =
m2
i

P 2
i

Q =
1

P 2

∑
m2
i ⇒ P =

1√
Q

(∑
m2
i

) 1
2

máx
Q

{√
Q
(∑

m2
i

) 1
2 − θQ

}
Condición de primer orden (CPO):

1

2
Q− 1

2

(∑
m2
i

) 1
2 − θ = 0

Despejando:

⇒ Q− 1
2 =

2θ

(
∑
m2
i )

1
2

⇒ Q =

∑
m2
i

4θ2
, P = 2θ, qi =

m2
i

4θ2

2. Determine la cantidad y precios que cobra la empresa a cada consumidor si puede cobrar precios distintos y
no existe oportunidad de arbitraje. También, determine la producción total de la empresa.
→

Pi =
mi√
qi

La empresa ahora elige cada qi para maximizar:

máx
qi

{∑
[mi

√
qi − θqi]

}
Condición de primer orden para cada i = 1, . . . , n:

1

2
miq

− 1
2

i − θ = 0 ⇒ qi =
m2
i

4θ2
⇒ Pi = 2θ

Producción total:

Q =
∑

qi =
1

4θ2

∑
m2
i

11Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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3. Determine cuál panorama, de los anteriores, seŕıa el más preferido por la empresa y justifique su respuesta.
→ Observe que πi = π2, entonces es indiferente entre discriminación de precios o no.
Al final, todos tienen demandas similares, por lo que no tiene a quién “discriminar”.
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Monopsonio

Ejemplo 25 [Monopsonista y su nivel de contratación]. En la economı́a de Mordor hay un monopsonista cuya
función de producción es Y = 200L−L2+5 y la función de oferta de trabajo está dada por w = 100+4L. El
monopsonista vende el producto en un mercado perfectamente competitivo a un precio de P = 1. Determine:

V PMg =P · ∂Y
∂L

V PMg =P · ∂

∂L

[
200L− L2 + 5

]
VMPg =P · (200− 2L)

∂w · L
∂L

=
∂

∂L
[(100 + 4L)L]

L∗ =100 + 8L

=200− 2L

=10

Y =200L− L2 + 5

Y ∗ =200(10)− (10)2 + 5

=1905

w =100 + 4L

w∗ =100 + 4(10)

=140

π =P · Y − w · L
=1 · 1950− 140 · 10
=550

Ejemplo 26 [Función de producción de un monopsonista]. La función de producción de un monopsonista
viene dada por Q = 15ℓ2− 0,2ℓ3. La función de oferta de trabajo es ω = 144+23,4ℓ. El monopsonista vende
su producto en un mercado de competencia perfecta a un precio de p = 3.
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Demanda de L

V PMg =CMg

P · ∂Q
∂ℓ

=
∂w · ℓ
∂ℓ

3

(
30ℓ− 3

5
ℓ2
)

=
∂CT

∂ℓ

3

(
30ℓ− 3

5
ℓ2
)

=
∂

∂ℓ

[
144ℓ+ 23,4ℓ2

]
90ℓ− 9

5
ℓ2 =144 + 46,8ℓ

0 =
9

5
ℓ2 − 90ℓ+ 46,8ℓ+ 144

0 =
9

5
ℓ2 − 43,2ℓ+ 144

ℓ = 20 ∨ ℓ = 4

∴ ℓ∗ =20

Q =15ℓ2 − 0,2ℓ3

Q∗ =15(20)2 − 0,2(20)3

=4400

ω =144 + 23,4ℓ

ω∗ =144 + 24,4(20)

=612

π =P ·Q− ω · ℓ
=3(4400)− 612(20)

= 960

Ejemplo 27 [Nivel de contratación y salario]. Una empresa vende su producto en un mercado perfectamente
competitivo que cuenta con la siguiente demanda: P = 5000 − 5Q. Su función de producción es Q = 20L
donde Q es la cantidad que produce y L es la cantidad de trabajo que contrata en un mercado perfectamente
competitivo. La oferta de trabajo es w = 1000 + 500L donde w es el salario.

Encuentre la demanda de trabajo, el nivel de contratación y el salario de mercado. Grafique el mercado
laboral en equilibrio.

• Demanda de trabajo

Si el mercado de los factores de la producción es competitivo (como lo es en este caso y no en un
monopsonio o monopolio por ejemplo), entonces se debe cumplir que:

w =V PMg

⇔ w =P · PMg

Por lo tanto, debe encontrarse la productividad marginal del trabajo:

PMgL =
∂Q

∂L

⇔ PMgL =
∂

∂L
[20L]

⇔ PMgL =20
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Por lo tanto:

w =P · PMgL

⇔ w =(5000− 5Q) · 20
⇔ w =(5000− 5(20L)) · 20
⇔ w =100000− 2000L

• Nivel de contratación

En el equilibrio, debe ser el caso que la oferta y la demanda de trabajo sean iguales:

wd =ws = w ⇔ Ld = Ls

⇔ 100000− 2000L =1000 + 500L

⇔ 100000− 1000 =2000L+ 500L

⇔ 99000 =2500L

⇔ 198

5
=L

• Salario de mercado

Sabiendo la cantidad contratada de equilibrio L = 198
5 , entonces debe ser el caso que el nivel de salario

(evaluando en la función de oferta o demanda de trabajo) es de w = 20800.

w

L
39,6

20,8

Calcule el inciso anterior y elabore el gráfico correspondiente si:

• Una única empresa vendiera el producto.

En este caso, el mercado de insumos sigue siendo competitivo, pero el mercado de donde la empresa
vende sus bienes o servicios es un monopolio.

Nuevamente, se sabe que la condición de equilibrio de la demanda por trabajo es:

w =V PMg

⇔ w =IMg · PMg

La única diferencia ahora es que, la empresa no ofrece sus bienes o servicios en un mercado competitivo
sino en un monopolio, por lo que el ingreso marginal ya no es igual al precio, y la forma del valor del
producto marginal cambia.

Luego, en un monopolio, el ingreso marginal tiene el doble de pendiente que la curva de demanda del
mercado, la cual es 5, por lo tanto:
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IMg =5000− 10Q

Y de esta forma:

w =IMg · PMg

w =(5000− 10Q) · 20
w =(5000− 10(20L)) · 20
w =100000− 4000L

En cuanto al nivel de contratación hay que igualar la oferta y la demanda de trabajo:

wd =ws = w ⇔ Ld = Ls

⇔ 100000− 4000L =1000 + 500L

⇔ 99000 =4000L+ 500L

⇔ 99000 =4500L

⇔ 22 =L

Sabiendo la cantidad contratada de equilibrio L = 22, entonces debe ser el caso que el nivel de salario
(evaluando en la función de oferta o demanda de trabajo) es de w = 12000.

w

L
22

12

• Se estableciera un salario mı́nimo en el que w = 25000.

Nuevamente hay que suponer que la empresa ofrece sus bienes o servicios en un mercado competiti-
vo dado que los incisos son independientes. Por lo tanto, se toma la demanda laboral que se hab́ıa
encontrado inicialmente w = 100000− 2000L y se compara con el salario mı́nimo propuesto:

w

L
39,6

20,8

wmin25
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Note que ese salario mı́nimo equivale a un precio mı́nimo por encima del salario de equilibrio, por lo
cual, a ese nivel de salario el trabajo demandado seŕıa de:

w =100000− 2000 · L
⇔ 25000 =100000− 2000 · L
⇔ 2000L =100000− 25000

⇔ 2000L =75000

⇔ L =
72

2
= 37,5

w

L
39,6

20,8

wmin25

37,5

Nota: Los incisos (b.i) y (b.ii) son independientes.

Ejercicio 87 [Demostraciones de los monopolios1].1. (5 Puntos) Demuestra matemáticamente por qué la curva
de ingreso marginal de un monopolista está siempre por debajo de la curva de demanda.
→ Sea QD(p) la curva de demanda. La curva de demanda inversa está dada por p(QD). El ingreso total es:

R = QDp(QD)

Entonces, el ingreso marginal es:

MR =
dp

dQd
QD + p(Qd) = p(Qd)

(
1 +

1

ε

)
donde ε = dQD

dp · p
QD

es la elasticidad-precio de la demanda. Como la elasticidad es negativa y la demanda

inversa es p(QD), entonces el ingreso marginal es siempre menor que el precio (i.e., siempre está por debajo
de la curva de demanda).

2. (5 Puntos) Demuestra matemáticamente que un monopolista siempre querrá estar en el tramo elástico de la
curva de demanda.
→ El ingreso marginal es:

MR =
dp

dQd
QD + p(Qd) = p(Qd)

(
1 +

1

ε

)
En el óptimo:

MR =MC

Por lo tanto, si el monopolista está obteniendo beneficios, necesariamente se debe cumplir que |ε| > 1, de lo
contrario el margen de ganancia seŕıa negativo.

3. (5 Puntos) Demuestra matemáticamente que el margen de ganancia disminuye con el valor absoluto de la
elasticidad de la demanda.
→ Del ejercicio anterior, si la demanda es más elástica (es decir, ε es más negativo), entonces el término(
1 + 1

ε

)
es menor, y por lo tanto el margen es más bajo.
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Caṕıtulo 18

Oligopolio

La siguiente y última estructura de mercado t́ıpica que falta por estudiar, es el oligopolio. Como se puede
deducir de las dos estructuras estudiadas anteriormente, la competencia perfecta y el monopolio son figuras
diametralmente opuestas. Entre estas dos, generalmente se ubican los oligopolios.

Hasta el momento, se ha utilizado un criterio numérico para diferenciar a unas estructuras de mercado de
otras; es decir, un mercado de competencia perfecta es aquel en el que hay muchos consumidores y muchos
oferentes, a tal punto que el precio está dado y este no puede ser alterado por un agente individual. Por el
otro lado, en un monopolio (monopsonio) hay un único oferente (consumidor), siendo aśı que entonces el
precio no está dado, y debido a las concentras de poder de mercado, este śı puede ser influenciado por un
único agente individual.

Ahora, es importante introducir un segundo criterio de distinción: la diferenciación entre productos.
Ahora, estudiando los oligopolios, nos encontraremos con que ahora existen más de un solo oferente del
producto, por lo que no se configura un monopolio. Ahora, la pregunta natural que surge es la siguiente:
¿entonces cuántos oferentes hay? La respuesta a esta pregunta es: depende.

Es aqúı en donde entra en juego el nuevo criterio diferenciador recién introducido: la diferenciación del
producto. En un mercado de competencia perfecta, al haber tantos consumidores y tantas empresas y como el
precio está dado, no puede haber diferencias entre productos, puesto que esto podŕıa conducir a diferencias
en precios entre los mismos productos, por lo que podŕıa no existir un único precio dado y fijo. En los
monopolios pasa algo similar: al haber solamente un oferente, su producto no tiene competencia y por ende
no existe diferenciación alguna de producto.

Ahora, en el caso de los oligopolios, se generan matices. Es decir, puede haber o no diferenciación de
productos, y con esto, se configuran distintos tipos de oligopolios. Aśı, en los oligopolios pueden haber desde
dos oferentes (como mı́nimo) hasta un número indeterminado de empresas, siempre y cuando no se configure
una competencia perfecta. Dentro de este margen de posibilidades, puede haber o no, diferenciación de
productos entre ellos, llevando a la existencia de productos diferentes con precios diferentes, y con ello, el
establecimiento de empresas ĺıderes y seguidoras.

18.1. Oligopolio de Bertrand

Definición 34 [Oligopolio de Bertrand]. Un oligopolio de Bertrand es aquella estructura de mercado bajo la
cual las empresas que participan en el mercado compiten por precios.

Nota 19. Una de las particularidades más importantes de esta estructura de mercado, es que, en última
instancia se llegará a una solución idéntica al caso de una competencia perfecta, es decir, que al competir
las empresas por precios, estas en última instancia llegarán al punto en que el precio llegará a ser igual al
costo marginal.

Este tipo de oligopolio presupone la existencia de una cierta homogeneidad entre los productos de tal
manera que, a precios idénticos, las personas consumidoras sean indiferentes entre uno u otro producto.

Derivación general 8 [Modelo general de oligopolio de Bertrand]. En el juego de Cournot, cada empresa elige
una cantidad a producir; el precio es determinado por la demanda del bien en relación con la producción
total. En un modelo alternativo de oligopolio, asociado a una reseña del libro de Cournot por Bertrand
(1883), cada empresa elige un precio, y produce suficiente cantidad para satisfacer la demanda
que enfrenta, dados los precios elegidos por todas las empresas. Este modelo está diseñado para
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arrojar luz sobre las mismas preguntas que aborda el juego de Cournot y algunas de las respuestas que ofrece
son diferentes.

El entorno económico del modelo es similar al del juego de Cournot. Un único bien es producido por n
empresas; cada empresa puede producir qi unidades del bien a un costo de Ci(qi). Es conveniente especificar
la demanda mediante una “función de demanda” D, en lugar de una función de demanda inversa como se
hizo para el juego de Cournot. La interpretación de D es que si el bien está disponible al precio p, entonces
la cantidad total demandada es D(p).

Suponga que si las empresas fijan precios distintos, todos los consumidores compran el bien
de la empresa con el precio más bajo, que produce suficiente cantidad para satisfacer esta
demanda. Si más de una empresa fija el precio más bajo, todas las empresas que lo hacen
comparten la demanda a ese precio en partes iguales. Una empresa cuyo precio no sea el más
bajo no recibe ninguna demanda y no produce nada. (Nótese que una empresa no elige su producción
estratégicamente; simplemente produce lo suficiente para satisfacer toda la demanda que enfrenta, dados los
precios, incluso si su precio está por debajo de su costo unitario, en cuyo caso incurre en pérdidas.

En resumen, el juego de oligopolio de Bertrand es el siguiente juego estratégico.
Jugadores Las empresas.
Acciones El conjunto de acciones de cada empresa es el conjunto de precios posibles (números no

negativos).
Preferencias Las preferencias de la empresa i están representadas por su ganancia, igual a piD(pi)/m−

Ci(D(pi)/m) si la empresa i es una de las m empresas que fijan el precio más bajo (m = 1 si el precio de la
empresa i, pi, es más bajo que el de todas las demás), y igual a cero si alguna otra empresa fija un precio
más bajo que pi.

O sea que, básicamente, las empresas compiten por precios y se comprometen a proveer toda la cantidad
que los consumidores demanden a dicho precio. Aśı las cosas:

πi(p1, p2) =


0 si pi > pj

piQ− cQ = (pi − c)Q si pi < pj
piQ−cQ

2 = (pi−c)Q
2 si pi = pj

Ejemplo 28 [Duopolio de Bertrand con costo unitario constante y una función de demanda lineal]. Suponga,
que hay dos empresas, cada una con función de costos constante igual a c (es decir, Ci(qi) = cqi, para
i = 1, 2). Suponga que la función de demanda es D(p) = α−p para p ≤ α y D(p) = 0 para p > α, con c < α.

Dado que el costo de producir cada unidad es c, la empresa obtiene una ganancia de pi − c por cada
unidad que vende. Por tanto, su ganancia es:

πi(p1, p2) =


(pi − c)(α− pi) si pi < pj
1
2 (pi − c)(α− pi) si pi = pj

0 si pi > pj ,

donde j es la otra empresa (j = 2 si i = 1, y j = 1 si i = 2). Para encontrar los equilibrios de Nash del
juego hay que examinar las funciones de mejor respuesta. Si la empresa j cobra pj , ¿cuál es el mejor precio
que puede cobrar la empresa i?

Si la empresa i cobra un precio pi = pj entonces se divide el mercado con la empresa j

Si la empresa i cobra un precio pi < pj , entonces se le vende al mercado entero

Si pj > c entonces la empresa i puede generar beneficios vendiendo a un precio ligeramente menor que pj ,
lo cual es preferible que compartir el mercado con la otra empresa fijando un precio pj

Si pj < c entonces la empresa i genera beneficios negativos si cobra un precio pi ≤ pj . Sus beneficios seŕıan
0 si fijara un precio pi = c > pj .

Se pueden hacer estos argumentos estudiando la función de pagos de la empresa i como función del precio
pi para varios valores de pj fijados por la empresa j. Sea pm el valor de p que maximiza (p− c)(α− p). Este
precio seŕıa el que cobraŕıa una empresa monopoĺıstica justamente porque (p− c)(α− p) es el beneficio que
recibiŕıa una empresa con un monopolio sobre el mercado.

Estos distintos escenarios se pueden ver ilustrados en la siguiente figura:
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pi
pm

c

pj

πi

pi
pmc pj

πi

α
pi

pmc pj

πi

α α

pj < c c < pj < pm pj > pm

Se puede razonar:

Si pj < c entonces la empresa i tiene beneficios negativos si pi ≤ pj y beneficios iguales a 0 si pi > pj . Por lo
tanto, cualquier precio mayor que pj es una mejor respuesta a pj . Entonces el conjunto de mejores respuestas
a pj es MRi(pj) = {pi : pi > pj}. Si pj = c entonces la empresa i tiene beneficios negativos si pi ≤ pj y
beneficios iguales a 0 si pi ≥ pj (ahora se incluye pj porque son iguales a los costos de la empresa i). Por lo
tanto MRi(pj) = {pi : pi ≥ pj}.

Si c < pj ≤ pm entonces los beneficios de la empresa i aumentan a medida que pi aumenta hacia pj , pero
luego justo en pj , caen abruptamente porque pasaŕıan a dividirse el mercado. Por lo tanto, no hay mejor
respuesta: la empresa i quiere escoger un precio menor que pj , pero mientras más cerca a pj esté estará
mejor. Para cualquier precio menor a pj siempre hay un precio mayor que podŕıa cobrar pero siempre por
debajo de pj , aśı que no existe un mejor precio determinado que pueda cobrar. Esto es asumiendo que los
precios pueden ser escogidos infinitesimalmente. Luego, entonces MRi(pj) = ∅.

Si pj > pm entonces la única mejor respuesta que puede fijar la empresa i es pm, el precio que fijaŕıa si fuera
monopoĺıstica. Por ende MRi(pj) = {pm}.

Sea pm el precio que maximiza (p − c)(α − p). Este es el precio que cobraŕıa una empresa monopolista.
El resumen de la función de mejor respuesta de la empresa i es:

Bi(pj) =


{pi : pi > pj} si pj < c

{pi : pi ≥ pj} si pj = c

∅ si c < pj ≤ pm

{pm} si pm < pj .

Donde ∅ denota el conjunto vaćıo.

Este comportamiento refleja que: - La empresa no tiene mejor respuesta para algunos valores (cuando el
precio del rival está entre c y pm). - Tiene múltiples mejores respuestas (cuando pj = c). - Tiene una única
mejor respuesta (cuando pj > pm).

Un equilibrio de Nash es un par (p∗1, p
∗
2) tal que p∗1 ∈ MR1(p

∗
2) y p∗2 ∈ MR2(p

∗
1). Si graficamos estas

funciones de mejor respuesta, veremos que se cruzan únicamente en el punto (c, c). Por tanto, el juego tiene
un único equilibrio de Nash, donde ambas empresas cobran el precio c.
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p1pmc

MR1(p2)

pm

c

p2

p1pmc

M
R

2
(p

1
)

pm

c

p2

(i) Primero probamos que (p1, p2) = (c, c) es un equilibrio: - Si una empresa cobra c, la otra no puede
hacer nada mejor: subir el precio implica quedarse sin clientes, y bajarlo genera pérdida.

(ii) Ahora probamos que ningún otro par es equilibrio: - Si pi < c, entonces la empresa está perdiendo
dinero. Puede mejorar subiendo su precio a c. - Si pi = c y pj > c, entonces la empresa puede aumentar
su precio ligeramente y seguir capturando todo el mercado, mejorando su ganancia. - Si pi > c y pj > c,
entonces ambas tienen ganancia cero, pero cualquiera puede obtener ganancia positiva al bajarse a un precio
ligeramente inferior a la otra.

Cuando el costo unitario es c, la demanda es lineal y el precio se elige libremente, el único
equilibrio de Nash en el juego de Bertrand es que ambas empresas cobren p = c. Por lo tanto, el
único equilibrio de Nash es SN = {(c, c)}.

Ejemplo 29 [Duopolio de Bertrand con costo unitario constante]. Considera hasta qué punto el análisis
depende de que la función de demanda D tenga la forma espećıfica D(p) = α− p. Supón que D es cualquier
función para la cual D(p) ≥ 0 para todo p y que existe p > c tal que D(p) > 0 para todo p ≤ p. ¿Sigue
siendo (c, c) un equilibrio de Nash? ¿Sigue siendo el único equilibrio de Nash?

→ El par (c, c) de precios sigue siendo un equilibrio de Nash; el argumento es el mismo que antes. Además,
como antes, no existe otro equilibrio de Nash. El argumento solo necesita una modificación muy menor. Para
una función arbitraria D, puede no existir un precio monopólico pm; en este caso, si pi > c, pj > c, pi ≥ pj y
D(pj) = 0, entonces la empresa i puede aumentar su ganancia reduciendo su precio ligeramente por debajo
de p (por ejemplo).

Ejemplo 30 [Duopolio de Bertrand con precios discretos]. Considera la variante del ejemplo del juego de
duopolio de Bertrand en esta sección en la que cada empresa está restringida a elegir un precio que sea un
número entero de centavos. Supón que c es un número entero de centavos y que α > c + 1. ¿Es (c, c) un
equilibrio de Nash de este juego? ¿Existe algún otro equilibrio de Nash?

→ Śı, (c, c) sigue siendo un equilibrio de Nash, por el mismo argumento de antes.
Además, (c+1, c+1) es un equilibrio de Nash (donde c se da en centavos). En este equilibrio, las ganancias

de ambas empresas son positivas. Si alguna empresa sube su precio o lo baja a c, su ganancia se vuelve cero.
Si alguna empresa baja su precio por debajo de c, su ganancia se vuelve negativa.

Ningún otro par de precios es un equilibrio de Nash, por el siguiente argumento, similar al argumento
del texto para el caso en que un precio puede ser cualquier número no negativo:

Si pi < c entonces la empresa cuyo precio es más bajo (o cualquiera de las dos, si los precios son iguales)
puede aumentar su ganancia (a cero) subiendo su precio a c.

Si pi = c y pj ≥ c + 1 entonces la empresa i puede aumentar su ganancia de cero a una cantidad positiva
subiendo su precio a c+ 1.

Si pi > pj ≥ c+1 entonces la empresa i puede aumentar su ganancia (desde cero) bajando su precio a c+1.

Si pi = pj ≥ c+2 y pj < α entonces cualquiera de las dos empresas puede aumentar su ganancia bajando su
precio en un centavo. (Si la empresa i lo hace, su ganancia cambia de 1

2 (pi−c)(α−pi) a (pi−1−c)(α−pi+1) =
(pi − 1− c)(α− pi) + pi − 1− c. Tenemos que pi − 1− c ≥ 1

2 (pi − c) y pi − 1− c > 0, ya que pi ≥ c+ 2.)

Si pi = pj ≥ c + 2 y pj ≥ α entonces cualquiera de las dos empresas puede aumentar su ganancia bajando
su precio a pm.
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Ejemplo 31 [Juego de oligopolio de Bertrand]. Considera el juego de oligopolio de Bertrand cuando las
funciones de costo y demanda satisfacen las condiciones de la Sección 3.2.2 y hay n empresas, con n ≥ 3.
Muestra que el conjunto de equilibrios de Nash es el conjunto de perfiles de precios (p1, . . . , pn) tales que
pi ≥ c para todo i, y al menos dos precios son iguales a c. (Muestra que cualquier perfil aśı es un equilibrio
de Nash, y que ningún otro perfil lo es).

→ Considera un perfil (p1, . . . , pn) de precios en el que pi ≥ c para todo i y al menos dos precios son
iguales a c. La ganancia de cada empresa es cero. Si alguna empresa sube su precio, su ganancia permanece
en cero. Si una empresa que cobra más que c baja su precio, pero no por debajo de c, su ganancia también
permanece en cero. Si una empresa baja su precio por debajo de c, entonces su ganancia es negativa. Por
tanto, cualquier perfil de este tipo es un equilibrio de Nash.

Para mostrar que ningún otro perfil es un equilibrio de Nash, podemos argumentar lo siguiente:

Si algún precio es menor que c, entonces la empresa que cobra el precio más bajo puede aumentar su ganancia
(a cero) subiendo su precio a c.

Si exactamente una empresa cobra un precio igual a c, entonces esa empresa puede aumentar su ganancia
subiendo un poco su precio (manteniéndolo por debajo del siguiente precio más alto).

Si los precios de todas las empresas superan c, entonces la empresa que cobra el precio más alto puede
aumentar su ganancia bajando su precio a algún valor entre c y el precio más bajo que se está cobrando.

Ejemplo 32 [Duopolio de Bertrand con costo unitario diferente]. Considere el juego de duopolio de Bertrand
bajo una variante de los supuestos en la que los costos unitarios de las empresas son distintos, iguales a c1
y c2, donde c1 < c2. Denota por pm1 el precio que maximiza (p − c1)(α − p), y supón que c2 < pm1 y que la
función (p− c1)(α− p) es creciente en p hasta pm1 .

a. Supón que la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son iguales asigna todos los consumi-
dores a la empresa 1 cuando ambas empresas cobran el precio c2. Demuestra que (p1, p2) = (c2, c2) es un
equilibrio de Nash y que ningún otro par de precios es un equilibrio de Nash.
→ Si todos los consumidores compran a la empresa 1 cuando ambas empresas cobran el precio c2, entonces
(p1, p2) = (c2, c2) es un equilibrio de Nash por el siguiente argumento. La ganancia de la empresa 1 es
positiva, mientras que la ganancia de la empresa 2 es cero (ya que no atiende a ningún cliente).

Si la empresa 1 sube su precio, su ganancia cae a cero.

Si la empresa 1 baja su precio, digamos a p, su ganancia cambia de (c2 − c1)(α− c2) a (p− c1)(α− p).
Como c2 es menor que el valor que maximiza (p− c1)(α− p), la ganancia de la empresa 1 disminuye.

Si la empresa 2 sube su precio, su ganancia sigue siendo cero.

Si la empresa 2 baja su precio, su ganancia se vuelve negativa (ya que su precio es menor que su costo
unitario).

Bajo esta regla, ningún otro par de precios es un equilibrio de Nash, por el siguiente argumento:

Si pi < c1 para i = 1, 2, entonces la empresa con el precio más bajo (o cualquiera si son iguales) puede
aumentar su ganancia (a cero) subiendo su precio por encima del de la otra empresa.

Si p1 > p2 ≥ c2, entonces la empresa 2 puede aumentar su ganancia subiendo un poco su precio.

Si p2 > p1 ≥ c1, entonces la empresa 1 puede aumentar su ganancia subiendo un poco su precio.

Si p2 ≤ p1 y p2 < c2, entonces la ganancia de la empresa 2 es negativa, por lo que puede aumentarla
subiendo su precio.

Si p1 = p2 > c2, entonces la empresa 2 puede aumentar su ganancia bajando un poco su precio.

b. Demuestra que no existe equilibrio de Nash si la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son
iguales asigna algunos consumidores a la empresa 2 cuando ambas empresas cobran c2.
→ Ahora supón que la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son iguales especifica que la
empresa 2 recibe algunos consumidores cuando ambas empresas cobran c2. Por el argumento de la parte a, el
único equilibrio de Nash posible es (p1, p2) = (c2, c2). (El argumento en la parte a de que cualquier otro par
de precios no es un equilibrio de Nash no usa el hecho de que los consumidores se dividen equitativamente
cuando (p1, p2) = (c2, c2).) Pero si (p1, p2) = (c2, c2) y la empresa 2 recibe algunos consumidores, la empresa
1 puede aumentar su ganancia reduciendo su precio ligeramente y capturando todo el mercado.
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Ejemplo 33 [Duopolio de Bertrand con costos fijos]. Considera el juego de duopolio de Bertrand bajo una
variante de las suposiciones de la Sección 3.2.2 en la que los costos unitarios de las empresas son distintos,
igual a c1 y c2, donde c1 < c2. Denota por pm1 el precio que maximiza (p− c1)(α− p), y supón que c2 < pm1
y que la función (p− c1)(α− p) es creciente en p hasta pm1 .

Supón que la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son iguales asigna todos los consumi-
dores a la empresa 1 cuando ambas cobran el precio c2. Muestra que (p1, p2) = (c2, c2) es un equilibrio de
Nash y que ningún otro par de precios es un equilibrio.

Muestra que no existe equilibrio de Nash si la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son
iguales asigna algunos consumidores a la empresa 2 cuando ambas cobran el precio c2.

Ejemplo 34 [Duopolio de Bertrand con costos fijos]. Considera el juego de Bertrand bajo una variante de las
suposiciones de la Sección 3.2.2 en la que la función de costos de cada empresa i está dada por Ci(qi) = f+cqi
para qi > 0, y Ci(0) = 0, donde f es positivo y menor que el máximo de (p− c)(α− p) respecto a p. Denota
por p el precio tal que (p−c)(α−p) = f y que es menor que el precio que maximiza (p−c)(α−p) (ver Figura
67.1). Muestra que si la empresa 1 recibe toda la demanda cuando ambas empresas cobran el mismo precio,
entonces (p, p) es un equilibrio de Nash. Muestra también que ningún otro par de precios es un equilibrio de
Nash. (Primero considera los casos en que las empresas cobran el mismo precio, luego los casos en los que
cobran precios diferentes).

→ Para el par de precios (p, p), las ganancias de ambas empresas son cero. (La empresa 1 recibe toda la
demanda y obtiene una ganancia de (p− c)(α− p)− f = 0, y la empresa 2 no recibe demanda). Este par de
precios es un equilibrio de Nash por el siguiente argumento:

Si cualquiera de las dos empresas sube su precio, su ganancia sigue siendo cero (no recibe clientes).

Si cualquiera de las dos empresas baja su precio, entonces recibe toda la demanda y obtiene una ganancia
negativa (ya que f es menor que el valor máximo de (p− c)(α− p)).

Ningún otro par de precios (p1, p2) es un equilibrio de Nash, por el siguiente argumento:

Si p1 = p2 < p, entonces la ganancia de la empresa 1 es negativa; la empresa 1 puede aumentar su ganancia
subiendo su precio.

Si p1 = p2 > p, entonces la ganancia de la empresa 2 es cero; la empresa 2 puede obtener una ganancia
positiva bajando un poco su precio.

Si pi < pj y la ganancia de la empresa i es positiva, entonces la empresa j puede aumentar su ganancia de
cero a casi el nivel actual de la ganancia de i bajando su precio a un valor ligeramente inferior a pi.

Si pi < pj y la ganancia de la empresa i es cero, entonces la empresa i puede obtener una ganancia positiva
subiendo un poco su precio.

Si pi < pj y la ganancia de la empresa i es negativa, entonces la empresa i puede aumentar su ganancia a
cero subiendo su precio por encima de pj .

Ejemplo 35 [Modelo de Bertrand con diferenciación de precios]. En este modelo con dos empresas maximi-
zadoras de beneficios, J1 y J2, y que compiten en precios, supondremos que existen ciertas caracteŕısticas de
los bienes que éstas producen que los hacen diferentes a los ojos de los consumidores. En tal caso, podemos
pensar intuitivamente que el producto de cada empresa es en cierto modo único, lo que le proporcionará a
ésta un cierto poder de mercado sobre dicho producto, permitiéndole beneficiarse de dicho poder mediante
un precio más alto que su coste marginal.

Concretando, supongamos que los precios p1 y p2 pertenecen a [0,∞), que las funciones de demanda de
ambos productos dependen del vector de precios (p1, p2) del siguiente modo:

q1(p1, p2) = a− p1 + bp2

q2(p1, p2) = a− p2 + bp1

que las funciones de costes son
C1(q1) = cq1

C2(q2) = cq2

y que los parámetros a, b y c cumplen:
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0 < c < a y 0 < b < 2

Calcule el equilibrio de Nash de este juego.
→ Las funciones de pago de las empresas 1 y 2, respectivamente, son las siguientes:

π1(p1, p2) =p1 · q1(p1, p2)− c · q1(p1, p2)
=q1(p1, p2) (p1 − c)

π2(p1, p2) =p2 · q1(p1, p2)− c · q2(p1, p2)
=q2(p1, p2) (p2 − c)

Primero se va a encontrar la función de mejor respuesta de J1 a cualquier decisión de precio p2 que decida
establecer la empresa #2. Entonces, el problema de maximización para encontrar la mejor respuesta de J1
es:

máx
p1

π1(p1, p2) = (a− p1 + bp2) (p1 − c)

=ap1 − p21 + bp2p1 − c (a− p1 + bp2)

Y la condición de primer orden seŕıa:

∂π1
∂p1

= 0 ⇔ a− 2p1 + bp2 + c =0

a+ bp2 + c =2p1

a+ c+ bp2
2

=p1

Por simetŕıa, la función de mejor respuesta de J2 seŕıa:

a+ c+ bp1
2

=p2

Y evaluando una dentro de la otra para resolver el sistema:

a+ c+ b
(
a+c+bp1

2

)
2

=p1

a+ c+ 2b+a+c+bp1
2

2
=p1

a+ 2c+2b+a+c+bp1
2

2
=p1

2a+2c+2b+a+c+bp1
2

2
=p1

3a+ 3c+ 2b+ bp1
2

=2p1

3a+ 3c+ 2b+ bp1 =4p1

3a+ 3c+ 2b =4p1 − bp1

3a+ 3c+ 2b =p1(4− b)

3a+ 3c+ 2b

4− b
=p1

Ejemplo 36 [Dos empresas que compiten por precios]. En un mercado, dos empresas compiten por precios.
Ambas tienen la misma función de costes ci = q2i + 3qi. La función de demanda de mercado viene definida
por qd = 7− p. Calcule el equilibrio de mercado.
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1. Calcular ofertas individuales
Para maximizar los beneficios en una competencia en un oligopolio que compite por precios, se procede de
la misma forma que en la competencia perfecta.

p1 = CMg1 ⇔ p1 = 2q1 + 3 ⇔ p1 − 3

2
= q1

p2 = CMg2 ⇔ p2 = 2q2 + 3 ⇔ p2 − 3

2
= q2

2. Calcular oferta agregada

qm = q1 + q2 ⇔ qm =
p1 − 3

2
+
p2 − 3

2

qm =
p
�1
− 3 + p

�2−3

2
⇔ qm =

p− 3 + p− 3

2

qm =
2p− 6

2
⇔ qm = p− 3

3. Encontrar equilibrio de mercado
Se iguala la demanda del mercado (agregada) y la oferta agregada

qd = qm ⇔ 7− p = p− 3 ⇔ 10 = 2p⇔ 5 = p

Evaluando para encontrar la cantidad ofrecida:

qm = (5)− 2 ⇒ qm = 3

Ejemplo 37 [Duopolio con competencia en precios]. Considere un un duopolio de dos empresas que tienen
productos diferenciados. Las demandas que enfrentan ambas empresas son:

Q1 =20− P1 + P2

Q2 =20− P2 + P1

Note que como dependen positivamente del precio del otro producto, eso quiere decir que son bienes susti-
tutos. También se tiene que CMg1 = CMg2 = 0.

Encuentre el equilibrio del duopolio bajo competencia simultánea en precios.

El problema de la empresa 1 seŕıa el siguiente:

máx
P1

Π1 =Q1 · P1

máx
P1

Π1 =(20− P1 + P2)P1

Y la condición de primer orden seŕıa:

∂Π1

∂P1
= 0 ⇔ ∂

∂P1

[
20P1 − P 2

1 + P1P2

]
=0

20− 2P1 + P2 =0

20 + P2 =2P1

10 +
P2

2
= P1

Esta seŕıa la curva o función de reacción de la empresa 1. Observando, se puede notar que el problema para
la empresa 2 seŕıa totalmente simétrico al de la empresa 1, por lo cual, la curva o función de reacción de la
empresa 2 seŕıa:

10 +
P1

2
= P2
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Y ya que se tienen ambas curvas de reacción, se procede a encontrar el equilibrio de mercado hallando el
punto de intersección entre las dos curvas de reacción de las empresas:

P1 =P2

⇔ P1 =10 +
P1

2

P1 −
P1

2
=10

2P1 − P1

2
=10

P1

2
=10

P1 =20 ⇔ P2 = 20

Y por tanto, dado que en el equilibrio ambas empresas ofrecen a un precio de 20, las cantidades de cada
empresa seŕıan:

Q1 =20− (20) + (20) = 20

Q2 =20− (20) + (20) = 20

Y finalmente, dadas la cantidad y precio de equilibrio, los beneficios de las empresas seŕıan:

π1 =Q1 · P1 = 20 · 20 = 400

π2 =Q2 · P2 = 20 · 20 = 400

Ejemplo 38 [Oligopolio con n empresas competidoras en precios]. En un mercado, n empresas compiten por
precio y tienen un producto diferenciado. Cada una de las empresas se enfrenta a la siguiente curva directa
de demanda:

qi =A− bPi + d

n∑
j=1
j ̸=i

Pj

Existen dos tipos de empresas, la mitad de ellas tienen un costo marginal constante e igual a c y la otra
mitad tienen un costo marginal nulo.

Encuentre el equilibrio en precios y cantidades para cada tipo de empresa si todas las empresas actúan de
forma simultánea.

πi =(Pi − c)

A− bPi + d

n∑
j=1
j ̸=i

Pj


∂πi
∂Pi

=A− 2bPi + d
(n
2
− 1
)
Pi + d

n

2
Pj + cb = 0

Pi =
A+ dn2Pj + cb

2b− d
(
n
2 − 1

)
Pj =

A+ dn2Pi

2b− d
(
n
2 − 1

)
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Pi =
A+ dn2Pj + cb

2b− d
(
n
2 − 1

)
Pi =

A+ dn2

(
A+dn

2 Pi

2b−d(n
2 −1)

)
+ cb

2b− d
(
n
2 − 1

)
Pi =

A
[
2b− d

(
n
2 − 1

)]
+ dn2

[
2b− d

(
n
2 − 1

)]
+ cb

[
2b− d

(
n
2 − 1

)][
2b− d

(
n
2 − 1

)]2
Pi =

A(2b+ d) + cb
[
2b− d

(
n
2 − 1

)][
2b− d

(
n
2 − 1

)]2 − (dn2 )2
Pi =

2A(2b+ d) + cb [4b− d(n− 2)]

8b2 − 4bd(n− 2)− 2d2(n− 1)

Pj =

A+ dn2

(
A+dn

2 Pj+cb

2b−d(n
2 −1)

)
2b− d

(
n
2 − 1

)
Pj =

A (2b+ d) + cb

4b2 − 2bd(n− 2)− d2(n− 1)

Cómo cambian las ganancias de las empresas conforme cambia b y d. Es decir, determine el signo de
∂πi
∂b

y

∂πi
∂d

.

Pi =
A+ dn2Pj + cb

2b− d
(
n
2 − 1

)
Pj =

A+ dn2Pi

2b− d
(
n
2 − 1

)
qi =A−

[
b− d

(n
2
− 1
)](2A(2b+ d) + cb [4b− d(n− 2)]

8b2 − 4bd(n− 2)− 2d2(n− 1)

)
+ d

n

2

(
A (2b+ d) + cb

4b2 − 2bd(n− 2)− d2(n− 1)

)
qj =A−

[
b− d

(n
2
− 1
)]( 2A(2b+ d) + cb

4b2 − 2bd(n− 2)− d2(n− 1)

)
+ d

n

2

(
A (2b+ d) + cb

8b2 − 4bd(n− 2)− 2d2(n− 1)

)

∂Pi
∂b

< 0

∂qi
∂b

> 0

∂πi
∂b

> 0

Un aumento en b reduce todos los precios, el efecto sobre las cantidades depende de b y d por lo que no se
puede saber qué sucede con las ganancias.

∂Pi
∂d

> 0

∂qi
∂d

< 0

∂πi
∂d

> 0

Un aumento en d aumenta todos los precios, el efecto sobre las cantidades depende de b y d por lo que no se
puede saber qué sucede con las ganancias.
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18.2. Oligopolio de Cournot

Definición 35 [Oligopolio de Cournot ]. Un oligopolio de Cournot es aquella estructura de mercado bajo la
cual las empresas que participan en el mercado compiten por cantidades.

El oligopolio de Cournot es conocido como un juego simultáneo, lo cual quiere decir que los intervinientes
en el mercado toman sus decisiones al mismo tiempo, en lugar de esperar a que otro actúe primero y luego
actuar en respuesta a lo que haga este primero. Aśı, para que se puede desarrollar el juego con normalidad,
tiene que ser que, al tomar las decisiones cada interviniente, este tiene que incorporar en su proceso de toma de
decisiones (decision-making) asumiendo o conjeturando sobre cómo actúa(n) el (los) otro(s) interviniente(s)
en el mercado.

Es aśı, que en los juegos simultáneos surge la figura de la función o curva de reacción, que incorpora
en sus decisiones una expectativa de cuál será el curso de acción de los otros.

Derivación general 9 [Oligopolio de Cournot]. Un único bien es producido por n empresas. El costo para
la empresa i de producir qi unidades del bien es Ci(qi), donde Ci es una función creciente (producir más
unidades es más costoso). Toda la producción se vende a un único precio, determinado por la demanda del
bien y la producción total de las empresas. Espećıficamente, si la producción total de las empresas es Q,
entonces el precio de mercado es P (Q); P se llama la “función de demanda inversa”. Suponga que P es una
función decreciente cuando es positiva: si la producción total de las empresas aumenta, entonces el precio
disminuye (a menos que ya sea cero).

Nota 20. Recuerde que en un modelo de oligopolio de Cournot, las firmas compiten por cantidad y no por
precio, entonces la variable de decisión es cuánta cantidad producir, es decir, cuántas unidades de producto
generar. Esto se contrapone a un modelo de oligopolio de Bertrand, donde la variable de decisión es más
bien el precio.

Si la producción de cada empresa i es qi, entonces el precio es P (q1 + · · ·+ qn), por lo que los ingresos de
la empresa i son qiP (q1 + · · ·+ qn). Aśı, la ganancia de la empresa i, igual a sus ingresos menos sus costos,
es

πi(q1, . . . , qn) = qiP (q1 + · · ·+ qn)− Ci(qi).

Cournot sugirió que la industria se modelara como el siguiente juego estratégico:

Jugadores Las empresas.

Acciones El conjunto de acciones de cada empresa es el conjunto de sus posibles niveles de producción
(números no negativos).

Preferencias Las preferencias de cada empresa están representadas por su ganancia, dada en la función
de ganancias de la empresa.

Ejemplo 39 [Duopolio de Cournot con costo unitario constante y una función de demanda inversa lineal].
Para formas espećıficas de las funciones Ci y P , podemos calcular un equilibrio de Nash del juego de Cournot.
Supón que hay dos empresas (la industria es un “duopolio”), y que la función de costos de cada empresa
es la misma, dada por Ci(qi) = cqi para todo qi (“costo unitario” constante, igual a c), y que la función de
demanda inversa es lineal cuando es positiva, dada por

P (Q) =

{
α−Q si Q ≤ α

0 si Q > α,

donde α > 0 y c ≥ 0 son constantes. Esta función de demanda inversa se muestra en la siguiente figura:
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Q

P (Q)

α

α0

(Note que el precio P (Q) no puede ser igual a α−Q para todos los valores de Q, porque seŕıa negativo
para Q > α). Suponga que c < α, de modo que exista algún valor de producción total Q para el cual el precio
de mercado P (Q) sea mayor que el costo unitario común c. (Si c fuera mayor que α, no habŕıa producción
con la cual pudieran obtener alguna ganancia, ya que el precio de mercado nunca excede α).

Para encontrar el equilibrio de Nash en este ejemplo, se debe usar el procedimiento basado en las funciones
de mejor respuesta de las empresas.

Primero se necesita encontrar las ganancias de las empresas. Si las producciones de las empresas son q1
y q2, entonces el precio de mercado es P (q1 + q2) = α− q1 − q2 si q1 + q2 ≤ α y cero si q1 + q2 > α. Entonces
la ganancia de la empresa 1 es

π1(q1, q2) =q1(P (q1 + q2)− c)

=q1(α− q1 − q2)− c

=α · q1 − q21 − q2q1 − cq1

=

{
q1(α− c− q1 − q2) si q1 + q2 ≤ α

−cq1 si q1 + q2 > α.

Para encontrar la mejor respuesta de la empresa 1 a cualquier nivel de producción q2 de la empresa 2, se
debe estudiar la ganancia de la empresa 1 como función de su propia producción q1 para valores dados de
q2.

Si q2 = 0, la ganancia de la empresa 1 es π1(q1, 0) = (α−q1−0)·q1−cq1 = α·q1−q1 ·q1−cq1 = q1(α−c−q1)
para q1 ≤ α, una función cuadrática que es cero cuando q1 = 0 y cuando q1 = α− c. Esta función es la curva
negra en la siguiente figura.

α−c−q2
2

α−c
2

α − c − q2

αα − c

q2 = 0

q2 > 0

π1(q1, q2)

q1

Dada la simetŕıa de las funciones cuadráticas, la producción q1 de la empresa 1 que maximiza su ganancia
es q1 = 1

2 (α− c).
Observe que se puede llegar a la misma conclusión derivando la ganancia con respecto a q1 y resolviendo).
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π1 =αq1 − cq1 − q21 − q2q1

π1 =− cq1

Luego:

∂π1
∂q1

= 0 ⇔ ∂

∂q1

[
αq1 − cq1 − q21 − q2q1

]
=0

⇔ α− c− 2q1 − q2 =0

⇔ α− c− q2 =2q1

⇔ α− c− q2
2

=q1

Aśı, la mejor respuesta de la empresa 1 a una producción nula de la empresa 2 es b1(0) =
1
2 (α − c). A

medida que la producción q2 de la empresa 2 aumenta, la ganancia que puede obtener la empresa 1 para un
nivel de producción dado disminuye, porque más producción de la empresa 2 implica un menor precio.

La curva gris es un ejemplo de π1(q1, q2) para q2 > 0 y q2 < α − c. Nuevamente, esta función es una
cuadrática respecto a la producción q1 = α − c − q2, que lleva a un precio de cero. Espećıficamente, la
cuadrática es π1(q1, q2) = q1(α− c− q2 − q1), que es cero cuando q1 = 0 y cuando q1 = α− c− q2.

Por la simetŕıa de las funciones cuadráticas (o con cálculo), concluimos que la producción que maximiza
π1(q1, q2) es q1 = 1

2 (α−c−q2). (Cuando q2 = 0, esto es igual a 1
2 (α−c), la mejor respuesta a una producción

nula que encontró en el párrafo anterior).

Cuando q2 > α − c, el valor de α − c − q2 es negativo. Por tanto, para un valor tal de q2, se tiene que
q1(α− c− q2 − q1) < 0 para todos los valores positivos de q1: la ganancia de la empresa 1 es negativa para
cualquier producción positiva, aśı que su mejor respuesta es no producir.

Se concluye que la mejor respuesta de la empresa 1 a la producción q2 de la empresa 2 depende del valor
de q2: si q2 ≤ α− c, entonces la mejor respuesta de la empresa 1 es 1

2 (α− c− q2), mientras que si q2 > α− c,
su mejor respuesta es cero. O, de forma resumida:

b1(q2) =

{
1
2 (α− c− q2) si q2 ≤ α− c

0 si q2 > α− c.

Dado que la función de costos de la empresa 2 es la misma que la de la empresa 1, su función de
mejor respuesta b2 también es la misma: para cualquier número q, se tiene que b2(q) = b1(q). Por supuesto,
la función de mejor respuesta de la empresa 2 asocia un valor de producción de la empresa 2 con cada
producción de la empresa 1, mientras que la función de mejor respuesta de la empresa 1 asocia un valor de
producción de la empresa 1 con cada producción de la empresa 2, aśı que las se grafican en ejes diferentes.

q2

q1

α− c

α− c

α−c
2

α−c
2

α−c
3

α−c
3

(q∗1 , q
∗
2 )
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Se muestran en la figura anterior (b1 es negra; b2 es gris). En un juego general, b1 asocia cada punto del
eje vertical con un punto del eje horizontal, y b2 asocia cada punto del eje horizontal con un punto del eje
vertical.

Un equilibrio de Nash es un par (q∗1 , q
∗
2) de producciones para los cuales q∗1 es una mejor respuesta a q∗2 ,

y q∗2 es una mejor respuesta a q∗1 :

q∗1 = b1(q
∗
2) y q∗2 = b2(q

∗
1)

El conjunto de tales pares es el conjunto de puntos donde las funciones de mejor respuesta en la Figura
56.2 se intersectan. A partir de la figura vemos que existe exactamente un punto aśı, el cual se obtiene
resolviendo el sistema de dos ecuaciones:

q1 =
1

2
(α− c− q2)

q2 =
1

2
(α− c− q1)

Resolviendo estas dos ecuaciones (sustituyendo la segunda en la primera y aislando q1, por ejemplo),
hallamos que q∗1 = q∗2 = 1

3 (α− c).
En resumen, cuando hay dos empresas, la función de demanda inversa está dada por P (Q) = α−Q para

Q ≤ α, y la función de costos de cada empresa es Ci(qi) = cqi, el juego de oligopolio de Cournot tiene un
equilibrio de Nash único (q∗1 , q

∗
2) =

(
1
3 (α− c), 13 (α− c)

)
.

La producción total en este equilibrio es 2
3 (α − c), por lo que el precio al que se vende la producción es

P
(
2
3 (α− c)

)
= 1

3 (α+ 2c). A medida que α aumenta (lo que significa que los consumidores están dispuestos
a pagar más por el bien), el precio de equilibrio y la producción de cada empresa aumentan. A medida que c
(el costo unitario de producción) aumenta, la producción de cada empresa cae y el precio sube; cada aumento
en c conlleva un aumento de dos tercios de unidad en el precio.

Ejemplo 40 [[Duopolio de Cournot con costo unitario constante diferente y una función de demanda inversa
lineal]. Encuentre el equilibrio de Nash del juego de Cournot cuando hay dos empresas, la función de demanda
inversa está dada por

P (Q) =

{
α−Q si Q ≤ α

0 si Q > α,

y la función de costos de cada empresa i es Ci(qi) = ciqi, donde c1 > c2, y c1 < α. (Hay dos casos,
dependiendo del tamaño de c1 relativo a c2). ¿Qué empresa produce más en equilibrio? ¿Cuál es el efecto de
un cambio técnico que reduce el costo unitario de la empresa 2 c2 (sin afectar el costo unitario de la empresa
1 c1) sobre los niveles de producción de equilibrio de las empresas, la producción total y el precio?

Solución:
→ Siguiendo el análisis del texto, la función de mejor respuesta de la empresa 1 es

b1(q2) =

{
1
2 (α− c1 − q2) si q2 ≤ α− c1

0 en otro caso.

mientras que la de la empresa 2 es

b2(q1) =

{
1
2 (α− c2 − q1) si q1 ≤ α− c2

0 en otro caso.

Para encontrar el equilibrio de Nash, es bueno primero graficar estas dos funciones. Ambas funciones
tienen la misma forma general que las funciones de mejor respuesta del caso estudiado anteriormente. Sin
embargo, el hecho de que c1 ̸= c2 lleva a dos casos cualitativamente distintos cuando se combinan ambas
funciones para encontrar un equilibrio de Nash. Si c1 y c2 no difieren mucho, las funciones se intersectan en
un punto de producción donde ambas son positivas. Si c1 y c2 difieren mucho, las funciones se intersectan
en un par de producciones donde q1 = 0.

Precisamente, si c1 ≤ 1
2 (α + c2), entonces las partes decrecientes de las funciones de mejor respuesta se

intersectan como en la siguiente figura:
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q2

q1

α−c2
2

α− c2α−c1
2

α− c1

(q∗1 , q
∗
2 )

b1(q2)

b2(q1)

y el juego tiene un único equilibrio de Nash, dado por la solución del sistema:

q1 =
1

2
(α− c1 − q2)

q2 =
1

2
(α− c2 − q1)

Y la solución es:

(q∗1 , q
∗
2) =

(
1

3
(α− 2c1 + c2),

1

3
(α− 2c2 + c1)

)
Si c1 >

1
2 (α+ c2), entonces la parte decreciente de la función de mejor respuesta de la empresa 1 queda

por debajo de la correspondiente a la empresa 2 (como en la Figura 22.1), y el juego tiene un único equilibrio
de Nash, (q∗1 , q

∗
2) =

(
0, 12 (α− c2)

)
.

En resumen, el juego siempre tiene un único equilibrio de Nash, definido como:

(q∗1 , q
∗
2) =

{(
1
3 (α− 2c1 + c2),

1
3 (α− 2c2 + c1)

)
si c1 ≤ 1

2 (α+ c2)(
0, 12 (α− c2)

)
si c1 >

1
2 (α+ c2)

La producción de la empresa 2 excede la de la empresa 1 en todo equilibrio.
Si c2 disminuye, entonces la producción de la empresa 2 aumenta y la producción de la empresa 1 ya sea

disminuye, si c1 ≤ 1
2 (α + c2), o se mantiene igual a 0, si c1 >

1
2 (α + c2). La producción total aumenta y el

precio disminuye.

Ejemplo 41 [Duopolio de Cournot con demanda inversa lineal y función de costos cuadrática]. Encuentre el
equilibrio de Nash del juego de Cournot cuando hay dos empresas, la función de demanda inversa está dada
por

P (Q) =

{
α−Q si Q ≤ α

0 si Q > α,

, y la función de costos de la empresa i es Ci(qi) = q2i .
Solución:
→ Siguiendo el análisis del texto, la función beneficios de la empresa 1 es:

π1(q1, q2) =

{
q1(α− q1 − q2)− q21 si q1 + q2 ≤ α

−q21 si q1 + q2 > α
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o bien

π1(q1, q2) =

{
q1(α− 2q1 − q2) si q1 + q2 ≤ α

−q21 si q1 + q2 > α.

Cuando es positiva, esta función es una cuadrática en q1 que se anula en q1 = 0 y en q1 = (α − q2)/2.
Aśı, la función de mejor respuesta de la empresa 1 es

b1(q2) =

{
1
4 (α− q2) si q2 ≤ α

0 si q2 > α

Dado que las funciones de costo de ambas empresas son iguales, la función de mejor respuesta de la
empresa 2 es igual a la de la empresa 1: b2(q) = b1(q) para todo q. Las funciones de mejor respuesta de las
empresas se muestran en la figura siguiente:

q2

q1α

α
4

(q∗1 , q
∗
2 )

α
4

α

b1(q2)

b2(q1)

Resolviendo las dos ecuaciones q∗1 = b1(q
∗
2) y q

∗
2 = b2(q

∗
1), encontramos que existe un único equilibrio de

Nash, en el cual la producción de cada empresa i (para i = 1, 2) es q∗i = 1
5α.

Ejemplo 42 [Duopolio de Cournot con demanda inversa lineal y costo fijo]. Encuentra los equilibrios de Nash
del juego de Cournot cuando hay dos empresas, la función de demanda inversa está dada por

P (Q) =

{
α−Q si Q ≤ α

0 si Q > α,

, y la función de costos de cada empresa i está dada por

Ci(qi) =

{
0 si qi = 0

f + cqi si qi > 0,

donde c ≥ 0, f > 0, y c < α. (Nota que el costo fijo f solo afecta la decisión de operar o no de la empresa;
no afecta la producción que la empresa desea realizar si decide operar).

Solución:
→ La función de pago de la empresa i es{

0 si qi = 0

qi(P (q1 + q2)− c)− f si qi > 0.
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Como antes, la mejor respuesta de la empresa 1 a q2 es (α− c− q2)/2 si su ganancia es no negativa para
esa producción; de lo contrario, su mejor respuesta es una producción de cero. La ganancia de la empresa 1
cuando produce (α− c− q2)/2 y la empresa 2 produce q2 es

α− c− q2
2

(
α− c− α− c− q2

2
− q2

)
− f =

(
α− c− q2

2

)2

− f,

lo cual es no negativo si (
α− c− q2

2

)2

> f,

o si q2 ≤ α− c− 2
√
f . Sea q̄ = α− c− 2

√
f . Entonces la mejor respuesta de la empresa 1 es

b1(q2) =


1
2 (α− c− q2) si q2 < q̄{
0, 12 (α− c− q2)

}
si q2 = q̄

0 si q2 > q̄.

(Si q2 = q̄, entonces la ganancia de la empresa 1 es cero ya sea que produzca 1
2 (α − c − q2) o produzca

cero; ambas salidas son óptimas).

Aśı, la función de mejor respuesta de la empresa 1 tiene un “salto”: para niveles de producción de la
empresa 2 ligeramente menores que q̄, la empresa 1 quiere producir una cantidad positiva (y obtener una
ganancia pequeña), mientras que para valores ligeramente mayores que q̄ desea producir cero.

La función de costos de la empresa 2 es la misma que la de la empresa 1, por lo que su función de mejor
respuesta es la misma.

Debido a los saltos en las funciones de mejor respuesta, hay cuatro casos cualitativamente distintos, de-
pendiendo del valor de f . Si f es lo suficientemente pequeño como para que q̄ > 1

2 (α−c) (o equivalentemente,
f < (α− c)2/16), entonces las funciones de mejor respuesta toman la forma dada en la siguiente figura:

q2

q1α− c

α−c
3

(q∗1 , q
∗
2 )

b1(q2)

b2(q1)

α−c
2

α−c
3

α−c
2

q

q

α− c

En este caso, la existencia del costo fijo no tiene impacto en el equilibrio, que se mantiene en (q∗1 , q
∗
2) =(

1
3 (α− c), 13 (α− c)

)
.

A medida que f aumenta, el punto en el que las funciones de mejor respuesta saltan se acerca al origen.
Eventualmente, q̄ entra en el rango entre 1

3 (α−c) y
1
2 (α−c) (lo que implica que (α−c)2/16 < f < (α−c)2/9),

en cuyo caso las funciones de mejor respuesta toman las formas mostradas en el panel izquierdo de la siguiente
figura:



264 CAPÍTULO 18. OLIGOPOLIO

q2

q1

α−c
3

(q∗1 , q
∗
2 ) =

(
1
3 (α− c), 1

3 (α− c)
)b1(q2)

b2(q1)

α−c
2

α−c
3

α−c
2

q

q

q2

q1

α−c
3

(
0, 1

2
(α − c)

)

b1(q2)

b2(q1)

α−c
2

α−c
3

α−c
2q

q (
1
2
(α − c), 0

)

Se ilustran los dos casos:

A la izquierda: (α−c)2
16 < f < (α−c)2

9

A la derecha: f > (α−c)2
9

El primer caso, el de la izquierda, tiene 3 equilibrios de Nash:

SN =

{(
0,

1

2
(α− c)

)
,

(
1

3
(α− c),

1

3
(α− c)

)
,

(
1

2
(α− c), 0

)}
El segundo caso, el de la derecha, tiene 2 equilibrios de Nash:

SN =

{(
1

2
(α− c), 0

)
,

(
0,

1

2
(α− c)

)}
En este caso hay tres equilibrios de Nash:

(0, 12 (α− c)),
(
1
3 (α− c), 13 (α− c)

)
, y ( 12 (α− c), 0).

Si f continúa aumentando, llega un punto en que q̄ se vuelve menor que 1
3 (α − c), pero sigue siendo

positivo (lo cual implica que (α − c)2/9 < f < (α − c)2/4), de modo que las funciones de mejor respuesta
toman las formas mostradas en el panel derecho de la Figura 24.2. En este caso, hay dos equilibrios de Nash:

(0, 12 (α− c)) y ( 12 (α− c), 0)

Finalmente, si f es extremadamente grande, entonces una empresa no querrá producir nada incluso si la
otra empresa no produce nada. Esto ocurre cuando f > (α− c)2/4; el único equilibrio de Nash en este caso
es (0, 0).

Ejemplo 43 [Variante de Cournot, con empresas que maximizan participación de mercado)]. Encuentre el(los)
equilibrio(s) de Nash de una variante del ejemplo del juego de duopolio de Cournot que difiere del presentado
anteriormente (demanda inversa lineal, costo unitario constante) solo en que una de las dos empresas
elige su nivel de producción para maximizar su participación de mercado sujeta a no tener
pérdidas, en lugar de maximizar su ganancia. ¿Qué ocurre si cada empresa maximiza su participación
de mercado?

Solución:
→ Sea la empresa 1 la que maximiza la participación de mercado. Si q2 > α − c, no existe un nivel de

producción de la empresa 1 para el cual su ganancia sea no negativa.
Por tanto, su mejor respuesta a un nivel de producción aśı de la empresa 2 es q1 = 0. Si q2 ≤ α − c,

entonces la empresa 1 desea elegir su nivel de producción q1 suficientemente alto para que el precio sea igual
a c (y, por lo tanto, su ganancia sea cero). Entonces, la mejor respuesta de la empresa 1 a tal valor de q2 es
q1 = α− c− q2.
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Se puede concluir que la función de mejor respuesta de la empresa 1 es

b1(q2) =

{
α− c− q2 si q2 ≤ α− c

0 si q2 > α− c.

La función de mejor respuesta de la empresa 2 es:

b2(q1) =

{
(α−c−q2)

2 si q2 ≤ α− c

0 si q2 > α− c

Estas funciones de mejor respuesta se muestran en la Figura 26.1. El juego tiene un único equilibrio de
Nash, (q∗1 , q

∗
2) = (α − c, 0), en el cual la empresa 2 no opera. (El precio es c, y la ganancia de la empresa 1

es cero).
Si ambas empresas maximizan su participación de mercado, entonces las partes decrecientes de sus

funciones de mejor respuesta son las de la siguiente figura:

q2

q1

α−c
2

α− c

b1(q2)

b2(q1)

α− c

Aśı, cada par (q1, q2) tal que q1 + q2 = α− c es un equilibrio de Nash.

Ejemplo 44 [Oligopolio de Cournot con n-empresas]. Considera el juego de Cournot en el caso de un número
arbitrario n de firmas; conserve los supuestos de que la función de demanda inversa toma la forma

p(Q) =

{
α−Q si Q ≤ α

0 si Q > α

y que la función de costo de cada firma i es Ci(qi) = cqi para todo qi, con c < α.
Encuentre la función de mejor respuesta de cada firma y plantee las condiciones para que (q1, . . . , q

∗
n) sea

un equilibrio de Nash, suponiendo que existe un equilibrio de Nash en el cual las producciones de todas las
firmas son positivas.

Resuelva estas ecuaciones para encontrar el equilibrio de Nash. (Para n = 2 tu respuesta debe ser
( 13 (α− c), 13 (α− c)), el equilibrio encontrado anteriormente).

Primero demuestre que en equilibrio todas las firmas producen la misma cantidad, y luego resuelva para
esa cantidad. Si no puede demostrar que todas las firmas producen la misma cantidad, simplemente asuma
que lo hacen).

Encuentre el precio al que se vende la producción en un equilibrio de Nash y demuestre que este precio
disminuye a medida que n aumenta, acercándose a c conforme el número de firmas crece sin ĺımite.

La idea principal detrás de este resultado no depende de los supuestos sobre la función de demanda
inversa ni sobre las funciones de costo de las firmas. Suponga, más generalmente, que la función de demanda
inversa es una función decreciente cualquiera, que la función de costo de cada firma es la misma, denotada
por C, y que existe una cantidad de producción q tal que el costo promedio de producción C(q)/q es mı́nimo.

En este caso, cualquier cantidad total de producción se produce de forma más eficiente si cada firma
produce q, y el precio más bajo compatible con que las firmas no incurran en pérdidas es el valor mı́nimo del
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costo promedio. El siguiente ejercicio pide que demuestre que en un equilibrio de Nash del juego de Cournot
en el que la producción total de las firmas es grande en relación con q, ese es el precio al que se vende la
producción.

→ La función de pagos de la empresa i es:

π(qi, q−i) = (α−Q)qi − cqi

=

α−
n∑
j=1

qj

 qi − cqi

= αqi − qi

n∑
j=1

qj − cqi

= αqi − qi
∑
j ̸=i

qj − q2i − cqi

Y la condición de primer orden seŕıa:

∂π

∂qi
= 0 ⇒ α−

n∑
j ̸=i

qj − 2qi − c = 0

⇒ α−
n∑
j ̸=i

qj − c = 2qi

⇒

α−
n∑
j ̸=i

qj − c

2
= qi

Por lo tanto:

q∗1 =
α− q∗2 − q∗3 − · · · − q∗n

2

q∗2 =
α− q∗1 − q∗3 − · · · − q∗n

2
...

q∗n =
α− q∗2 − q∗3 − · · · − q∗n−1

2

Y el sistema de ecuaciones se puede reescribir:

0 =α− 2q∗1 − q∗2 − q∗3 − · · · − q∗n − c (1)

0 =α− q∗1 − 2q∗2 − q∗3 − · · · − q∗n − c (2)

0 =α− q∗1 − q∗2 − 2q∗3 − · · · − q∗n − c

...

0 =αq∗1 − q∗2 − q∗3 − · · · − q∗n−1 − 2q∗n − c (n)

Restando ?? de ?? se obtiene 0 = −q∗1 + q∗2 ⇔ q∗1 = q∗2 y aśı sucesivamente, se llega a que q∗1 = q∗2 = · · · =
q∗n. Por lo tanto, evaluando q∗ = q∗1 = q∗2 = · · · = q∗n.

0 =α− c− (n+ 1) · q∗

(n+ 1) · q∗ =α− c

q∗ =
α− c

n+ 1
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Entonces, el equilibrio (de Nash) perfecto en subjuegos seŕıa SNPSJ =
{(

α−c
n+1

)
,
(
α−c
n+1

)
, . . . ,

(
α−c
n+1

)}
.

Luego, el precio seŕıa:

p =α−
n∑
j=1

(
α− c

n+ 1

)

p =α− n

(
α− c

n+ 1

)
p =

α− n (α− c)

n+ 1

Es decir, que el precio de equilibrio decrece a medida que n aumenta, aproximándose a c (el costo
marginal) a medida que n tiende a infinito (como en competencia perfecta).

Ejemplo 45 [Duopolio con competencia en cantidades]. En un mercado existen únicamente dos empresas que
compiten por cantidades. Cada una responderá a lo que haga la otra eligiendo la cantidad que maximice
sus beneficios. La primera empresa posee una una función de costos de la forma c1 = 10q1, mientras que la
segunda empresa tiene la función de costes c2 = 10q2. Además, la demanda del mercado viene definida por

la expresión p = 90− 1

2
q.

Encuentre las funciones de reacción de ambas empresas, aśı como el precio y la cantidades de equilibrio.

1. Función de beneficios de la primera empresa

π1 = ingresos totales - costos totales ⇔ π1 = p1q1 − c1

π1 =

(
90− 1

2
q

)
q1 − (10q1) ⇔ π1 =

(
90− 1

2
[q1 + q2]

)
q1 − 10q1

Recuerde hacer la diferencia entre la cantidad de la empresa individual vs la cantidad total producida en el
mercado. Es importante manipular con cuidado las variables para aśı generar una función de reacción que
incorpore las decisiones propias y las de los otros.

π1 =

(
90− q1 + q2

2

)
q1 − 10q1

π1 =

[(
90− q1 + q2

2

)
− 10

]
q1

π1 =

[
180− (q1 + q2)

2
− 10

]
q1

π1 =

[
180− q1 − q2 − 20

2

]
q1

π1 =

[
160− q1 − q2

2

]
q1

π1 =
160q1
2

− q21
2

− q1q2
2

π1 = 80q1 − q21
2 − q1q2

2

2. Maximizar los beneficios de la primera empresa y obtener la función de reacción

∂π1
∂q1

= 0 ⇔ ∂

∂q1

[
80q1 −

q21
2

− q1q2
2

]
= 80− �2

q1

�2
− q2

2
= 0

⇔ 80− q2
2

= q1 → Curva de reacción de la empresa 1

3. Función de beneficios de la segunda empresa
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π2 = ingresos totales - costos totales ⇔ π2 = p2q2 − c2

π2 =

(
90− 1

2
q

)
q2 − (10q2) ⇔ π2 =

(
90− 1

2
[q1 + q2]

)
q2 − 10q2

π1 =

(
90− q1 + q2

2

)
q2 − 10q2

π2 =

[(
90− q1 + q2

2

)
− 10

]
q2

π2 =

[
180− (q1 + q2)

2
− 10

]
q2

π2 =

[
180− q1 − q2 − 20

2

]
q2

π2 =

[
160− q1 − q2

2

]
q2

π2 =
160q2
2

− q22
2

− q1q2
2

π2 = 80q2 − q22
2 − q1q2

2

4. Función de reacción de la segunda empresa

∂π2
∂q2

= 0 ⇔ ∂

∂q2

[
80q2 −

q22
2

− q1q2
2

]
= 80− �2

q2

�2
− q1

2
= 0

⇔ 80− q1
2

= q2 → Curva de reacción de la empresa 2

5. Equilibrio
El equilibrio se encuentra planteando un sistema de ecuaciones con las funciones de reacción. En el caso
concreto, ambas empresas se enfrentan a funciones de costos idénticas y se enfrentan a la misma curva de
demanda de mercado. Aśı, es esperable que produzcan exactamente la misma cantidad.{

q1 = 80− q2
2

q2 = 80− q1
2

⇔ q1 − 80−
(
80− q1

2

)
2

⇔ 11 = 80−
160−q1

2

2
⇔ q1 = 80− 160− q1

4

⇔ q1 =
320− (160− q1)

4
⇔ q1 =

320− 160− q1
4

⇔ 4q1 = 160− q1 ⇔ 3q1 = 160 ⇔ q1 = 160
3

Ahora, evaluando en la curva de reacción de la segunda empresa:

q2 = 80−
(
160
3

)
2

⇔ q2 = 80− 160

6
⇔ q2 =

480− 160

6
⇔ q2 = 160

3

Que era lo esperado dado que ambas empresas se enfrentaban a la misma demanda de mercado, teńıan los
mismos costos y no se indicaba distinción alguna de producto.

Ejercicio 88 [Competencia por precios o cantidades1]. Dos empresas compiten en un mercado con producto
diferenciado. El costo marginal de producción es constate e igual a 2 para ambas empresas y las demandas
por el bien de cada empresa están representadas por:

q1 = 10− 2P1 +
1

2
P2

q2 = 10− 2P2 +
1

2
P1

→ Si ambas empresas son seguidoras, encuentre si para estas empresas es más rentable competir por
precios (estilo Bertrand) o por cantidades (estilo Cournot).

1Ejercicio tomado de ACCG
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Bertrand:
Suponga que no existen costos fijos

MaxP1
π1 =

(
10− 2P1 +

1

2
P2

)
P1 − 2

(
10− 2P1 +

1

2
P2

)
∂π1
∂P1

= 10− 4P1 +
1

2
P2 + 4 = 0

10 +
1

2
P2 + 4 = 4P1 ⇒

10 + 1
2P2 + 4

4
= P1

R1 (P2) : P1 =
5

2
+

1

8
P2 + 1

Análogamente tenemos:

R2 (P1) : P2 =
5

2
+

1

8
P1 + 1

Suponga que P1 = P2

P1 =
5

2
+

1

8
P1 + 1

P1 −
1

8
P1 =

5

2
+ 1

7

8
P1 =

5

2
+ 1 =

7

2
P1 = 4 = P2

Obteniendo las ganancias:

π1 = π2 = 4q − 2q = 2q = 2

[
10− 2(4) +

1

2
(4)

]
= 8

Cournot:

q1 = 10− 2P1 +
1

2
P2 ⇒ P1 = 5 +

1

4
P2 −

1

2
q1

P2 = 5 +
1

4
P1 −

1

2
q2

P1 = 5 +
1

4

(
5 +

1

4
P1 −

1

2
q2

)
− 1

2
q1

P1 −
1

16
P1 = 5 +

1

4
5− 1

8
q2 −

1

2
q1

15

16
P1 =

25

4
− 1

8
q2 −

1

2
q1

P1 =
20

3
− 2

15
q2 −

8

15
q1

P2 = 5 +
1

4

(
20

3
− 2

15
q2 −

8

15
q1

)
− 1

2
q2

P2 =
20

3
− 8

15
q2 −

2

15
q1

Maximizando ganancias:
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máx
q1

π1 =

(
20

3
− 2

15
q2 −

8

15
q1

)
q1 − 2q1

20

3
− 2

15
q2 −

16

15
q1 − 2 = 0

20

3
− 2

15
q2 − 2 =

16

15
q1

25

4
− 1

8
q2 −

15

8
= q1

Análogamente

25

4
− 1

8
q1 −

15

8
= q2

Asumiendo q1 = q2

25

4
− 1

8
q1 −

15

8
= q1

25

4
− 15

8
= q1 +

1

8
q1

25

4
− 15

8
=

9

8
q1

35

8
=

9

8
q1

q1 = q2 =
35

9

Obteniendo las ganancias

π1 = π2 = Pq − 2q =

(
20

3
− 8

15
∗ 35

9
− 2

15
∗ 35

9

)
35

9
− 2 ∗ 35

9
=

1960

243
≈ 8, 06

1960

243
> 8

Ejercicio 89 [Precio y cantidad en un oligopolio de Cournot con n-empresas2]. N empresas que tienen un
costo marginal igual a c compiten en un mercado oligopólico donde la función de demanda es igual a:

P =
A

Q
; Q =

n∑
i=1

qi

Si las empresas compiten por cantidades simultáneamente, determine el precio y la cantidad de equilibrio.
→

máx
qi

{
A∑
qi

· qi − cqi

}
⇒ − A

Q2
qi +

A

Q
− c = 0

Sumando todas las condiciones de primer orden:

− A

Q2
Q+

nA

Q
− nc = 0 ⇒ 1

Q
(nA−A) = nc⇒ Q =

A

c
· n− 1

n
⇒ P =

A

Q
= A · nc

A(n− 1)
=

nc

n− 1

Para obtener qi:

qi = Q− Q2c

A
⇒ qi = Q

(
1−Q · c

A

)
=
A

c
· n− 1

n

(
1− A

c
· n− 1

n
· c
A

)
=
A

c
· n− 1

n

(
1− n− 1

n

)
=
A

c
· n− 1

n
· 1
n
=
A

c
· n− 1

n2

Ejercicio 90 [Precio y cantidad en un oligopolio de Cournot con n-empresas3]. En un mercado existen n

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)
3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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empresas oligopólicas con un costo marginal igual a c y la función de demanda del mercado es igual a:

P = a− b
√
Q ; Q =

n∑
i=1

qi

Si las empresas compiten por cantidades simultáneamente, determine el precio y la cantidad de equilibrio.
→ Este ejercicio puede resolverse de 2 maneras diferentes:
Forma 1:

máx
qi


a− b

√√√√ n∑
i=1

qi

 qi − cqi


a− b

2
Q− 1

2 qi − b
√
Q− c = 0

Forma 1: a− b

2
Q− 1

2 qi − b
√
Q− c = 0

...

a− b

2
Q− 1

2 qk − b
√
Q− c = 0 {Combinando se tiene que qi = qk}

a− b

2
(nqi)

− 1
2 qi − b

√
nqi − c = 0 ⇒ a− b

2
√
n
q
− 1

2
i − b

√
nqi − c = 0

⇒ a− c = b
√
qi

(
1

2
√
nqi

+
√
n

)
⇒ qi =

(
a− c

b

)2
4n

(1 + 2n)2

Q =

(
a− c

b

)2
4n2

(1 + 2n)2
⇒ P = a− (a− c) · 2n

1 + 2n

Forma 2:

a− b

2
Q− 1

2 qi − b
√
Q− c = 0

...

Sumando: na− b

2

√
Q

−1
Q− nb

√
Q− nc = 0

a− c = b
√
Q

(
1

2n
+ 1

)
(
a− c

b

)2(
2n

1 + 2n

)2

= Q⇒ P = a− b

(
a− c

b

)(
2n

1 + 2n

)
Ejercicio 91 [Precio y cantidad de equilibrio en un oligopolio de Cournot con n-empresas4]. N empresas que
tienen un costo marginal igual a c compiten en un mercado oligopólico donde la función de demanda es igual
a:

P =
A

Q
; Q =

n∑
i=1

qi

Si las empresas compiten por cantidades simultáneamente, determine el precio y la cantidad de equilibrio.
→

4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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máx
qi

{
A∑
qi

· qi − cqi

}
⇒ − A

Q2
· qi +

A

Q
− c = 0

Sumando todas las condiciones de primer orden:

− A

Q2
·Q+

nA

Q
− nc = 0 ⇒ 1

Q
(nA−A) = nc⇒ Q =

A

c
· n− 1

n

P =
A

Q
= A · n

A(n− 1)
=

nc

n− 1

Para hallar qi:

qi = Q− Q2c

A
= Q

(
1− Qc

A

)
=
A

c
· n− 1

n

(
1− n− 1

n
· c
A

)
=
A

c
· n− 1

n

(
n− (n− 1)

n

)
=
A

c
· n− 1

n
· 1
n
=
A

c
· n− 1

n2

18.3. Oligopolio de Stackelberg

Definición 36. Un oligopolio de Stackelberg es aquella estructura de mercado bajo la cual las empresas que
participan en el mercado compiten por cantidades en una modalidad de juego secuencial, lo cual quiere decir
que una primera empresa, denominada empresa lider, toma su decisión de producción, y posteriormente otra
empresa llamada empresa seguidora, toma su decisión en base a lo que ha decidido hacer la empresa ĺıder.

Ejemplo 46 [Duopolio con liderazgo en cantidades]. En un mercado existen únicamente dos empresas que
compiten por cantidades. Cada una responderá a lo que haga la otra eligiendo la cantidad que maximice sus
beneficios. La primera empresa, que es la empresa seguidora, posee una una función de costos de la forma
c1 = 10q1, mientras que la segunda empresa, que es la ĺıder, tiene la función de costes c2 = 10q2. Además, la

demanda del mercado viene definida por la expresión p = 90− 1

2
q.

Encuentre las funciones de reacción de ambas empresas, aśı como el precio y la cantidades de equilibrio.

1. Función de reacción de la empresa seguidora

π1 = ingresos totales - costos totales ⇔ π1 = p1q1 − c1

π1 =

(
90− 1

2
q

)
q1 − (10q1) ⇔ π1 =

(
90− 1

2
[q1 + q2]

)
q1 − 10q1

π1 =

(
90− q1 + q2

2

)
q1 − 10q1

π1 =

[(
90− q1 + q2

2

)
− 10

]
q1

π1 =

[
180− (q1 + q2)

2
− 10

]
q1

π1 =

[
180− q1 − q2 − 20

2

]
q1

π1 =

[
160− q1 − q2

2

]
q1

π1 =
160q1
2

− q21
2

− q1q2
2

π1 = 80q1 − q21
2 − q1q2

2

∂π1
∂q1

= 0 ⇔ ∂

∂q1

[
80q1 −

q21
2

− q1q2
2

]
= 80− �2

q1

�2
− q2

2
= 0

⇔ 80− q2
2

= q1 → Curva de reacción de la empresa 1
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2. Función de beneficios de la empresa ĺıder

π2 = ingresos totales - costos totales ⇔ π2 = p2q2 − c2

π2 =

(
90− 1

2
q

)
q2 − (10q2) ⇔ π2 =

(
90− 1

2
[q1 + q2]

)
q2 − 10q2

π1 =

(
90− q1 + q2

2

)
q2 − 10q2

π2 =

[(
90− q1 + q2

2

)
− 10

]
q2

π2 =

[
180− (q1 + q2)

2
− 10

]
q2

π2 =

[
180− q1 − q2 − 20

2

]
q2

π2 =

[
160− q1 − q2

2

]
q2

π2 =
160q2
2

− q22
2

− q1q2
2

π2 = 80q2 − q22
2 − q1q2

2

3. Maximizar los beneficios de la empresa ĺıder
Se sustituye la función de reacción de la empresa seguidora dentro de los beneficios de la ĺıder. Aśı:

π2 = 80q2 −
q22
2

− q1q2
2

⇔ π2 = 80q2 −
q22
2

− 1

2

(
80− q2

2

)
q2

⇔ π2 = 80q2 −
q22
2

− 40q2 −
q22
4

⇔ π2 = 40q2 −
q22
2

− q22
4

Ahora, derivando respecto a q2 e igualando a cero se obtiene:

∂π2
∂q2

= 0 ⇔ ∂

∂q2

[
40q2 −

q22
2

− q22
4

]
= 0

⇔ 40− �2
q2

�2
− �2

q2

�4
= 0

⇔ 40− q2 −
q2
2

= 0 ⇔ 40 =
3q2
2

= 0 ⇔ 80 = 3q2

⇔ 80

3
= q2

4. Hallar el equilibrio

q1 = 80− q2
2

⇒ q1 = 80−
80
3

2

q1 = 80− 80

6
⇔ q1 =

200

3

Ejemplo 47 [Duopolio con liderazgo en precios]. Considere un un duopolio de dos empresas que tienen
productos diferenciados. Las demandas que enfrentan ambas empresas son:

Q1 =20− P1 + P2

Q2 =20− P2 + P1

Note que como dependen positivamente del precio del otro producto, eso quiere decir que son bienes susti-
tutos. También se tiene que CMg1 = CMg2 = 0.

Encuentre el equilibrio si la empresa 1 es ĺıder y la empresa 2 es seguidora.
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En el caso que haya una empresa ĺıder y otra seguidora, se debe empezar con el problema de la empresa
ĺıder. Esta empresa tiene el problema de maximizar sus ganancias Π1 dadas o sujeta a la curva de reacción
de la empresa seguidora. La curva de reacción de la empresa seguidora es:

máx
P2

π2 =Q2 · P2

máx
P2

π2 =(20− P2 + P1)P2

Y la condición de primer orden seŕıa:

∂π2
∂P2

= 0 ⇔ ∂

∂P2

[
20P2 − P 2

2 + P1P2

]
=0

20− 2P2 + P1 =0

20 + P1 =2P2

10 +
P1

2
= P2

Y por tanto, el problema para la empresa ĺıder seŕıa:

máx
P1

π1 =Q1 · P1 s.a P2 = 10 +
P1

2

máx
P1

π1 =(20− P1 + P2)P1 s.a P2 = 10 +
P1

2

máx
P1

π1 =20P1 − P 2
1 + P1

(
10 +

P1

2

)
máx
P1

π1 =20P1 − P 2
1 + 10P1 +

P 2
1

2

máx
P1

π1 =30P1 −
P 2
1

2

Y la condición de primer orden seŕıa:

∂π1
∂P1

= 0 ⇔ ∂

∂P1

[
30P1 −

P 2
1

2

]
=0

30− �2P1

�2
=0

30 = P ∗
1

Y al obtener el precio que cobrará la empresa ĺıder, esto se puede evaluar en la curva de reacción de la
empresa 2:

10 +
P ∗
1

2
=P ∗

2

10 +
(30)

2
=P ∗

2

25 = P ∗
2

Y al tener los precios de equilibrio para ambas empresas, se puede evaluar cuánto seŕıa la cantidad que
produciŕıa cada una en equilibrio para luego saber cuáles serán los beneficios de ambas empresas en el
equilibrio:

Q1 =20− (30) + (25) = 15

Q2 =20− (25) + (30) = 25

Y finalmente, dadas la cantidad y precio de equilibrio, los beneficios de las empresas seŕıan:

π1 =Q1 · P1 = 15 · 30 = 450

π2 =Q2 · P2 = 25 · 25 = 625
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En este caso se observa que la empresa seguidora obtiene unos beneficios mayores que la empresa ĺıder,
ya que, al ser seguidora en precios, puede simplemente fijar un precio menor que el que fija el ĺıder y aśı
abarcar una mayor parte del mercado.

Ejemplo 48 [Tres empresas compiten por cantidades]. Tres empresas participan en un mercado y compiten
por cantidades. Dos empresas son seguidoras y la otra es ĺıder. Las dos empresas seguidoras son idénticas
y tienen un costo marginal igual a 10. La empresa ĺıder tiene un costo marginal igual a 0. Las empresas se
enfrentan a una curva de demanda representada por X = 60 − 1

2P . Encuentre la cantidad de equilibrio de
cada una de las empresas.

1. Calcular la curva de reacción de las empresas seguidoras
La función de ganancias de la empresa 2 es la siguiente:

π2 = [120− 2(x1 + x2 + x3)]x2 − CT2

Y el problema de maximización de ganancias de esta empresa seŕıa:

máx
x2

π2 = [120− 2(x1 + x2 + x3)]x2 − CT2

Y la condición de primer orden seŕıa:

∂π2
∂x2

= 0 ⇔ ∂

∂x2
[120− 2 (x1 + x2 + x3)x2 − 10] =0

⇔ ∂

∂x2

[
120x2 − 2x1x2 + 2x22 + x2x3 − 10

]
=0

⇔ 120− 2x1 − 4x2 − 2x3 − 10 =0

⇔ 110− 2x1 − 2x3 =4x2

⇔ 55

2
− 1

2
x1 −

1

2
x3 =x2

⇔ 55− x1 − x3
2

= x2

Dado que las empresas seguidoras son idénticas, se sabe que la curva de reacción de la empresa 3 es:

55− x1 − x2
2

= x3

2. Sustituir la curva de reacción de las empresas seguidoras en la curva de reacción de la empresa ĺıder

x3 =
55− x1 − x2

2

x3 =
55− x1 −

(
55−x1−x3

2

)
2

x3 =
55− x1 − 55−x1−x3

2

2

x3 =
55 + −2x1−55+x1+x3

2

2

x3 =
110−2x1−55+x1+x3

2

2

x3 =
110− 2x1 − 55 + x1 + x3

4
4x3 − x3 =55− x1

3x3 =55− x1

x3 =
55− x1

3

Y dado que las empresas seguidoras son idénticas, entonces:

x2 =
55− x1

3
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3. Calcular el nivel de producción de la empresa ĺıder al maximizar ganancias
Hay que resolver el problema de maximización de beneficios de la empresa ĺıder, la cual toma como dadas
las cantidades que producen las empresas seguidoras. De esta forma:

máx
x1

π1 = [120− 2(x1 + x2 + x3)]x1 − CT1

Y evaluando x2 y x3 el problema se puede reformular de la siguiente forma:

máx
x1

π1 =120x1 − 2

(
x1 +

(
55− x1

3

)
+

(
55− x1

3

))
x1 −���CT1

0

máx
x1

π1 =120x1 − 2

(
3x1 + 55− x1

3
+

55− x1
3

)
x1

máx
x1

π1 =120x1 − 2

(
3x1 + 55− x1 + 55− x1

3

)
x1

máx
x1

π1 =120x1 − 2x1

(
3x1 + 110− 2x1

3

)
máx
x1

π1 =120x1 − 2x1

(
x1 + 110

3

)
máx
x1

π1 =120x1 +
−2x21 − 220x1

3

máx
x1

π1 =
360x1 − 2x21 − 220x1

3

máx
x1

π1 =
140x1 − 2x21

3

Y la condición de primer orden seŕıa:

∂π1
∂x1

= 0 ⇔ ∂

∂x1

[
140x1 − 2x21

3

]
=0

⇔ 140

3
− 4x1

3
=0

⇔ 140

�3
=
4x1

�3
⇔ 140 =4x1

⇔ 35 =x1

4. Calcular el nivel de producción de las empresas seguidoras
Sabiendo cuánto va a producir la empresa ĺıder, se puede ver cuánto producirán las empresas seguidoras:

x2 =
55− x1

3
⇒ x2 =

20

3

x3 =
55− x1

3
⇒ x3 =

20

3

Ejercicio 92 [Competencia y liderazgo en precios5]. Considere un duopolio de dos empresas, E1 y E2. Tienen
productos diferenciados. Las demandas son:

Q1 = 20− P1 + P2

Q2 = 20− P2 + P1

Note que como dependen positivamente del precio del otro producto, eso quiere decir que son bienes
sustitutos. También se tiene que CM1 = CM2 = 0.

5Ejercicio tomado de ACCG
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a) Encuentre el equilibrio del duopolio bajo competencia simultánea en precios.

→ Se plantea el problema de la empresa 1:

máx
P1

Π1 = Q1 · P1 = (20− P1 + P2)P1

CPO:

20− 2P1 + P2 = 0 ⇒ P1 = 10 +
P2

2

Esta es la función de reacción de la empresa 1 . Como el problema para la empresa 2 es simétrico, ya que
tienen los mismos costos y la misma forma de la demanda, entonces sabemos que la función de reacción de
la empresa 2 luce aśı:

P2 = 10 +
P1

2

Para el equilibrio, también sabemos que P1 = P2 ya que son simétricas. (Sin saber esto, de igual forma
se puede encontrar el equilibrio encontrado la intersección entre ambas funciones de reacción).

P1 = 10 +
P1

2
⇒ P ∗

1 = 20 = P ∗
2

Y entonces,

Q∗
1 = Q∗

2 = 20,Π∗
1 = Π∗

2 = 400

→ Para el caso de liderazgo en precios, comenzamos con el problema de la empresa ĺıder, E1: maximizar
sus ganancias sujeta a la función de reacción de la empresa 2 .

Máx P1Π1 = (20− P1 + P2)P1 s.a. P2 = 10 +
P1

2

⇒ Máx P1
Π1 = 20P1 − P 2

1 + 10P1 +
P 2
1

2
= 30P1 −

P 2
1

2

CPO:

30− P1 = 0 ⇒ P ∗
1 = 30, P ∗

2 = 25

Y entonces,

Q∗
1 = 15,Π∗

1 = 450

Q∗
2 = 25,Π∗

2 = 625

Note que en el caso de liderazgo en precios, la empresa seguidora tiene la ventaja, ya que define un precio
menor al del ĺıder, aśı abarca mayor mercado y aumenta sus ganancias. El ĺıder tiene menos ganancias que la
seguidora, sin embargo, sigue prefiriendo este resultado que volver a la situación de competencia simultánea
ya que aumenta sus ganancias.

Ejercicio 93 [Oligopolio con tres empresas 6]. Tres empresas participan en un mercado y compiten por
cantidades. Las primeras dos empresas son seguidoras y la tercera es ĺıder. Las dos empresas seguidoras son
idénticas y tienen un costo marginal igual a 10, la empresa ĺıder tiene un costo marginal igual a 0 . Las
empresas se enfrentan a una curva de demanda representada por X = 60 − 1

2P . Encuentre la cantidad de
equilibrio de cada una de las empresas.

→ A continuación los pasos:

6Ejercicio tomado de ACCG
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Paso 1: Se calculan las curvas de reacción (RC) de las empresas seguidoras.
La función de ganancias de la empresa 2 es la siguiente:

π2 = [120− 2 (x1 + x2 + x3)]x2 − CT2

∂π2
∂x2

= 120− 2x1 − 4x2 − 2x3 − 10 = 0

Se despeja x2 para encontrar RC2.

x2 =
55− x1 − x3

2

El cálculo de RC2 es análogo al cálculo de RC3.

x3 =
55− x1 − x2

2

Paso 2: Se sustituye la curva de reacción de la empresa 2 en la curva de reacción de la empresa 3.

x3 =
55− x1 −

(
55−x1−x3

2

)
2

x3 =
55− x1

3

Dado que las empresas son idénticas, producen la misma cantidad, por lo que ( x2 = x3 ).

x2 =
55− x1

3

Paso 3: Se calcula el nivel de producción de la empresa ĺıder al maximizar las ganancias.
La función de ganancias de la empresa 1 es la siguiente:

π1 = [120− 2 (x1 + x2 + x3)]x1 − CT1

Se sustituyen x2 ∧ x3 en la función de ganancias.

π1 = 120x1 − 2x21 − 4x1

(
55− x1

3

)
∂π1
∂x1

= 120− 4x1 −
220

3
+

8

3
x1

Se multiplica todo por 3 y se despeja x1.

360− 12x1 − 220 + 8x1 = 0

Se despeja x1.

x1 = 35

Paso 4: Se calcula el nivel de producción de las empresas seguidoras.

x2 =
55− 35

3
⇒ x2 =

20

3
≈ 6, 67

(x3 = x2) ⇒ x3 =
20

3
≈ 6, 67
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Ejercicio 94 [Liderazgo en cantidades con cambio en los costos7]. En un pueblo hay dos cĺınicas que brindan
servicios médicos algo diferenciados. 28

La cĺınica A enfrenta la curva de demanda inversa: PA = 10− qA − qB y tiene un costo marginal igual a 2 .
La cĺınica B enfrenta la curva de demanda inversa: PB = 10− qB − qA y tiene un costo marginal igual a

2 .
Ambas empresas compiten en cantidades, con la cĺınica A siendo la ĺıder (modelo de Stackelberg).
a) Determine cuánto es la producción y los beneficios de cada cĺınica.

→ Se inicia con la maximización de la cĺınica B para encontrar su función de reacción o de mejor respuesta:

máxΠB = PBqB − CTB

Al ser competencia por cantidades, se sustituye la demanda inversa:

⇒ Máx ΠB = (10− qB − qA) qB − CTB

CPO:

∂ΠB
∂qB

= 10− 2qB − qA − CMB = 0

⇒ 10− 2qB − qA − 2 = 0

⇒ qB =
−qA
2

+ 4

Vemos que son sustitutos estratégicos.
Ahora se realiza la maximización del ĺıder:

Máx ΠA = PAqA − CTA

⇒ Máx ΠA = (10− qA − qB) qA − CTA

Se sustituye la función de reacción de la cĺınica B :

⇒ Máx ΠA =
(
10− qA +

qA
2

− 4
)
qA − CTA

⇒ Máx ΠA =
(
6− qA

2

)
qA − CTA

CPO:

∂ΠA
∂qA

= 6− qA − 2 = 0

⇒ q∗A = 4

⇒ q∗B = 2

Los precios son:

P ∗
A = P ∗

B = 4

Se calculan las ganancias:

Π∗
A = (4)(4)− (4)(2) = 8

Π∗
B = (2)(4)− (2)(2) = 4

7Ejercicio tomado de ACCG
728 Ejercicio tomado del Quiz 3 Grupo 01 del I Ciclo 2022
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b) Si el costo marginal de la cĺınica B se reduce a 1 , determine cuánto es la producción y los beneficios
de cada cĺınica.

→ Ahora CMB = 1. Se realiza el mismo proceso. Primero se encuentra la función de reacción de la
empresa seguidora:

máxΠB = PBqB − CTB

⇒ Máx ΠB = (10− qB − qA) qB − CTB

CPO:

∂ΠB
∂qB

= 10− 2qB − qA − CMB = 0

⇒ 10− 2qB − qA − 1 = 0

⇒ qB =
−qA
2

+
9

2

Ahora se realiza la maximización del ĺıder:

máxΠA = PAqA − CTA

⇒ Máx ΠA = (10− qA − qB) qA − CTA

Se sustituye la función de reacción de la cĺınica B :

⇒ Máx ΠA =

(
10− qA +

qA
2

− 9

2

)
qA − CTA

⇒ Máx ΠA =

(
11

2
− qA

2

)
qA − CTA

CPO:

∂ΠA
∂qA

= 5, 5− qA − 2 = 0

⇒ q′A = 3, 5

⇒ q′B = 2, 75

Los precios son:

P ′
A = P ′

B = 3, 75

Se calculan las ganancias:

Π′
A = (3, 5)(3, 75)− (3, 5)(2) = 6, 125

Π′
B = (2, 75)(3, 75)− (2, 75)(1) = 7, 5625

c) Explique qué relación hay entre sus resultados del punto a) con los del punto b).
→ En el primer caso, la empresa ĺıder produce el doble que la seguidora y obtiene, también, el doble de

ganancias. En el segundo caso, la única diferencia es una disminución en los costos de la seguidora, sus roles
se mantienen iguales. Por esta disminución, vemos un cambio en la función de reacción de la cĺınica B que,
a su vez, afecta la decisión óptima de la cĺınica ĺıder A. Ahora, la cĺınica ĺıder continúa produciendo mayor
cantidad que la seguidora pero comparando con la situación original, A produce menos y B más. Al calcular
las ganancias vemos que las ganancias de la A disminuyen y que las ganancias de la B aumentan. Ahora,
inclusive, la cĺınica B tiene más ganancias que la A , sin embargo, esto se debe a que tiene menores costos y
no por ser seguidora en cambio de ĺıder.
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Ejercicio 95 [Competencia en cantidades y liderazgo 8]. Inicialmente hay una única empresa llamada Amay
que cambia aceite de automóviles. Suponga que la empresa tiene un costo marginal de 12 dólares por cambio
de aceite y no tiene costos fijos. La función de demanda inversa del mercado viene dada por P (Q) = 100−2Q.
29

1. Calcule el precio, la cantidad de equilibrio y el beneficio de esa única empresa.

a) Al ser la única empresa, actúa como un monopolio, la condición óptima es CMg = IM .

12 = 100− 4Q⇒ Q = 22

⇒ P = 100− 2(22) = 56

Π = (56)(22)− (22)(12) = 968

b) Función de reacción de la empresa 1:

Π1 = (100− 2 (q1 + q2)− 12) q1

∂Π1

∂q1
= 100− 4q1 − 2q2 − 12 = 0

⇒ q1 = 22− q2
2

2. Ahora, una segunda empresa llamada Teneti ingresa al mercado. La segunda empresa tiene un costo marginal
de 20 dólares por cambio de aceite y tampoco tiene costos fijos. Determine las curvas de reacción, calcule la
producción de equilibrio de Cournot para cada empresa y el beneficio de cada una. (4pts.)
→ Función de reacción de la empresa 2:

Π2 = (100− 2 (q1 + q2)− 20) q2

∂Π2

∂q2
= 100− 4q2 − 2q1 − 20 = 0

⇒ q2 = 20− q1
2

Equilibrio:

2q1 = 44−
(
20− q1

2

)
3

2
q1 = 24 ⇒ q1 = 16, q2 = 12

⇒ P = 44

Π1 = (44− 12)16 = 512

Π2 = (44− 20)12 = 288

3. Calcule la producción de equilibrio de Stackelberg para cada empresa, tomando en cuenta que la empresa
Teneti entra en segundo lugar, es decir, es seguidora.
→ Equilibrio de Stackelberg:
Se resuelve la maximización del ĺıder sujeta a la función de reacción de la empresa seguidora.

Π1 =
[
100− 2

(
q1 + 20− q1

2

)
− 12

]
q1 = (48− q1) q1

∂ | Pi1
∂q1

= 48− 2q1 = 0 ⇒ q1 = 24, q2 = 8

⇒ P = 100− 2(32) = 36

Π1 = (36− 12)24 = 576

Π2 = (36− 20)8 = 128

8Ejercicio tomado de ACCG
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Ejercicio 96 [Falso y verdadero: mercados no competitivos9]. Decide si las siguientes afirmaciones son Ver-
daderas o Falsas. Explica tus respuestas.

1. (5 Puntos) En un duopolio de Cournot, si una firma reduce su producción, entonces es óptimo que la otra
firma también reduzca su producción.

→ Falso. Si la otra firma reduce su producción, esto aumenta el ingreso marginal de esta firma, por lo tanto
es óptimo aumentar su producción.

2. (5 Puntos) La competencia a lo Bertrand siempre resulta en beneficios económicos nulos en el largo plazo.

→ Falso. Esto es cierto si ambas firmas tienen la misma tecnoloǵıa. Si una firma es más eficiente, entonces
obtendrá beneficios positivos en equilibrio.

3. (5 Puntos) Los mercados competitivos siempre son preferibles a un monopolio.

→ Falso. Si existe un monopolio natural, entonces el monopolio es preferible, porque la firma cerraŕıa en un
mercado competitivo.

4. (5 Puntos) La regulación gubernamental puede mejorar el bienestar en mercados no competitivos.

→ Verdadero. Si existe un monopolio, la intervención del gobierno puede mejorar el excedente total, por
ejemplo, imponiendo topes de precios.

Ejercicio 97 [Competencia en cantidades y liderazgo10]. Considere un mercado con n empresas que enfrentan
una demanda igual a P = A− bQ con

Q =

n∑
i=1

qi

y donde cada empresa tiene un costo marginal igual a c.

1. Determine el equilibrio si las empresas compiten por cantidades simultáneamente.

→ Forma 1 (competencia simultánea):

máx
qi


A− bqi − b

n∑
j ̸=i

qj

 qi − cqi


∂

∂qi
: A− 2bqi − b

n∑
j ̸=i

qj − c = 0 ⇒ A− bqi − bQ− c = 0

Sumando: nA− bQ− bnQ− nc = 0 ⇒ Q =
nA− nc

b(1 + n)
⇒ P = A− bQ = A− nA− nc

1 + n

⇒ qi =
A

b
− nA− nc

b(1 + n)
− c

b

Forma 2 (simetŕıa desde CPO):

∂

∂qi
: A− 2bqi − b(n− 1)qi − c = 0 ⇒ A− bqi − bnqi − c = 0

⇒ qi =
A− c

b(n+ 1)
⇒ Q =

A− c

b(n+ 1)
· n⇒ P = A− A− c

n+ 1
· n =

A− cn

n+ 1

Nota 21. Si n→ ∞ ⇒ P → c ∧ Q→ A−c
b lo cual coincide con el resultado de competencia perfecta).

2. Determine el equilibrio si se compite por cantidades y existe una empresa ĺıder y todas las demás son
seguidoras.

→ Equilibrio con ĺıder y seguidores:

9Ejercicio tomado de Gruber (2023)
10Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Seguidores (forma 1):

máx
qs


A− bqs − bqL − b

∑
j ̸=s,L

qj

 qs − cqs


∂

∂qs
: A− 2bqs − bqL − b

∑
i̸=s,L

qi − c = 0

Sumando sobre (n− 1) seguidores: (n− 1)A− b
∑

qi − (n− 1)bqL − (n− 1)c = 0

⇒ A− b

n− 1

∑
i ̸=L

qi − bqL − c = 0 ⇒
∑
i ̸=L

qi =
(n− 1)A

nb
− (n− 1)

n
qL − (n− 1)c

nb

Ĺıder:

máx
qL

{(
A− bqL − (n− 1)A

n
+

(n− 1)

n
bqL +

(n− 1)c

n

)
qL − cqL

}
∂

∂qL
:
A

n
− 2b

n
qL − c

n
= 0 ⇒ qL =

A− c

2b

Con CPO de seguidores:

qs =
A

nb
− 1

n
qL − c

nb
=
A− c

2nb
⇒ P = A− b

(
A− c

2b
+ (n− 1) · A− c

2nb

)
Forma 2 (resolviendo por sustitución simétrica):

qs =
A− bqL − c

nb
⇒
∑

qs = (n− 1) · A− bqL − c

nb

máx
qL

{[
A− bqL − A− bqL − c

n
(n− 1)

]
qL − cqL

}
∂

∂qL
:
A

n
− 2b

n
qL − c

n
= 0 ⇒ qL =

A− c

2b

qs =
A− A−c

2 − c

nb
=
A− A+c

2

nb
=
A− c

2nb

⇒ Q =
A− c

2b
+ (n− 1) · A− c

2nb
=
A− c

2b

(
1 +

n− 1

n

)
⇒ P = A− bQ = A− b

[
A− c

2b

(
1 +

n− 1

n

)]
Nota 22. Ĺımite: si (n→ ∞ ⇒ qL = A−c

2b , qs → 0, Q→ A−c
2b , P → A+c

2 (resultado de monopolio)

Ejercicio 98 [Competencia en cantidades y liderazgo11]. Considere que n empresas distintas compiten entre
śı y enfrentan una misma demanda inversa de mercado representada por P = a−Q, donde Q es la producción
combinada de todas las empresas. Lo que hace diferente a cada una de las empresas es su costo marginal,
el cuál es igual a i. O sea, el costo marginal de la primera empresa es 1, el de la empresa 2 es 2 y aśı
sucesivamente hasta la empresa n.

1. Si las empresas compiten al estilo Cournot, encuentre el precio y la cantidad de equilibrio de mercado; aśı
como la cantidad que produce la empresa.
→ Forma 1: Empresa j

πj =

(
a−

n∑
i=1

qi

)
qj − jqj ⇒

∂πj
∂qj

= a−
∑
i ̸=j

qi − 2qj − j = 0 ⇒ qj =
a−

∑
i ̸=j qi − j

2
(MRj)

⇒ qj =
a

2
− 1

2

∑
i̸=j

qi −
j

2

Sumando todas las condiciones de primer orden:

11Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Q =

n∑
i=1

qi =
na

2
− n− 1

2
Q− n(n+ 1)

4
⇒ Q

(
n+ 1

2

)
=
na

2
− n(n+ 1)

4

⇒ Q =
na

n+ 1
− n

2
⇒ P = a−Q = a−

(
na

n+ 1
− n

2

)
⇒ P = a− na

n+ 1
+
n

2

Finalmente, despejando qj :

qj

(
1 +

1

2

)
=
a−

∑
i̸=j qi − j

2
⇒ qj =

a− na
n+1 + n

2 − j
3
2

= a− na

n+ 1
+
n

2
− j

Forma 2:

∂πj
∂qj

: a−
N∑
i=1

qi − qj − j = 0

Sumando sobre todas las j:

na− nQ−Q−
n∑
j=1

j = 0 ⇒ Q =
na−

∑n
j=1 j

n+ 1
=

na

n+ 1
− n

2

⇒ P = a−Q = a−
(

na

n+ 1
− n

2

)
= a− na

n+ 1
+
n

2

⇒ qj = a− na

n+ 1
+
n

2
− j

Forma 3:

∂πj
∂qj

: a−
N∑
i=1

qi − qj − j = 0 y
∂πk
∂qk

: a−
N∑
i=1

qi − qk − k = 0

Restando las ecuaciones:

qj + j = qk + k ⇒ qk = qj + j − k

Sustituyendo en la condición de primer orden:

a−
N∑
i=1

qi = qj + j ⇒ a− nqj +

n∑
k=1

k − qj − j = 0

⇒ a− (n+ 1)qj +
n(n+ 1)

2
− j = 0 ⇒ qj =

a

n+ 1
+
n

2
− j

Suma total:

n∑
j=1

qj =

n∑
j=1

(
a

n+ 1
+
n

2
− j

)
=

an

n+ 1
+
n2

2
−

n∑
j=1

j =
an

n+ 1
+
n2

2
− n(n+ 1)

2

=
an

n+ 1
− n

2
⇒ P = a−Q = a−

(
an

n+ 1
− n

2

)
= a− an

n+ 1
+
n

2

2. Si las empresas compiten al estilo Stackelberg y la empresa j es la única ĺıder, encuentre la producción y los
precios de mercado; aśı como la cantidad que produce cada empresa.
→ Forma 1:
Seguidora ∀k ̸= L

πk = (a−
N∑
i=1

qi)qk − kqk ⇒ πk = (a− qL − qk −
∑
i ̸=L,k

qi)qk − kqk
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∂πk
∂qk

= a− qL − 2qk −
∑
i̸=L,k

qi − k = 0 ⇒ a− qL − qk −
∑
i ̸=L

qi − k = 0

Sumando sobre todas las seguidoras:

(n−1)a−(n−1)qL−
∑
i̸=L

qi−(n−1)
∑
i̸=L

qi−
n(n+ 1)

2
+L = 0 ⇒

∑
i ̸=L

qi =
(n− 1)a

n
− (n− 1)

n
qL−

(n+ 1)

2
+
L

n

Ĺıder:

πL =

(
a− qL − (n− 1)a

n
+

(n− 1)

n
qL +

(n+ 1)

2
− L

n

)
qL − LqL

=

[
a

n
− qL

n
+

(n+ 1)

2
− L

n

]
qL − LqL

FOC:

∂πL
∂qL

=
a

n
− 2qL

n
+

(n+ 1)

2
− L

n
− L = 0 ⇒ qL =

a

2
+
n(n+ 1)

4
− L

2
(n+ 1)

Producción total:∑
i ̸=L

qi =
(n− 1)a

n
− qL +

1

n
qL − (n+ 1)

2
+
L

n
⇒ Q =

(n− 1)a

n
+

1

n
qL − (n+ 1)

2
+
L

n

Q =
(n− 1)a

n
+

a

2n
+
n(n+ 1)

4n
− L(n+ 1)

2n
− (n+ 1)

2
+
L

n

⇒ P = a−Q = a−
(
(n− 1)a

n
+

a

2n
+
n(n+ 1)

4n
− L(n+ 1)

2n
− (n+ 1)

2
+
L

n

)
Forma 2:
Seguidora:

πk = (a−
N∑
i=1

qi)qk − kqk = (a− qL − qk −
∑
i ̸=L,k

qi)qk − kqk

∂πk
∂qk

= a− qL − 2qk −
∑
i̸=L,k

qi − k = 0

⇒ a− qL − qk −
∑
i ̸=L

qi − k = 0 (de aqúı también se deduce que qi = qk + k − i)

⇒ a− qL − qk −
∑
i ̸=L

(qk + k − i)− k = 0 ⇒ a− qL − nqk +
∑
i ̸=L

i− k = 0 ⇒ nqk = a− qL − nk +
∑
i̸=L

i

⇒ qk =
a

n
− qL

n
+

1

n

∑
i ̸=L

i− k

Ĺıder:

πL =

a− qL −
∑
i ̸=L

qi

 qL − LqL ⇒ πL =

a− qL −
∑
i ̸=L

a

n
− qL

n
+

1

n

∑
j ̸=L

j − i

 qL − LqL

⇒ πL =

a

n
− qL

n
+

1

n

∑
j ̸=L

j

 qL − LqL ⇒ ∂πL
∂qL

=
a

n
− 2qL

n
+

1

n

∑
j ̸=L

j − L = 0
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⇒ qL =
a

2
+
n(n+ 1)

4
− nL

2

qk =
a

n
− a

2n
− (n+ 1)

4
+
L

n
+
L

2
+

1

n

∑
i ̸=L

i− k

Q =
a

2
+
n(n+ 1)

4
− L

n
− nL

2
+

n∑
k ̸=L

a

n
− a

2n
− (n+ 1)

4
+
L

n
+
L

2
+

1

n

∑
i ̸=L

i− k


Ejercicio 99 [Competencia por precios y liderazgo12]. En un mercado, n empresas compiten por precio y
tienen un producto diferenciado. Cada una de las empresas se enfrenta a la siguiente curva directa de
demanda:

qi = A− bPi + d

n∑
j ̸=i

Pj

Existe una empresa que es ĺıder y n − 1 empresas seguidoras. La empresa ĺıder tiene un costo marginal
constante e igual a c y las empresas seguidoras tienen un costo marginal nulo (cero).

1. Encuentre el equilibrio en precios y cantidades si todas las empresas compiten simultáneamente por precios.
→
Simultáneo (todas compiten al mismo tiempo por precios):

máx
Pj

Pj
A− bPj + d

∑
k ̸=j

Pk

− c

A− bPj + d
∑
k ̸=j

Pk


⇒ A− 2bPj + d

∑
k ̸=j

Pk + cb = 0

máx
Pk

Pk
A− bPk + d

∑
h̸=k

Ph

 ∀k ̸= j

⇒ A− 2bPk + d
∑
h̸=k

Ph = 0 ⇒ Pk = Pi ∀i, k ̸= j

Por lo tanto: A− 2bPk + d(n− 2)Pk + dPj = 0

Y también: A− 2bPj + d(n− 1)Pk + cb = 0

De la primera: − 2bPk + d(n− 2)Pk + dPj = −2bPj + d(n− 1)Pk + cb

⇒ −Pk(2b− d) = −Pj(2b+ d) + cb⇒ Pk = Pj −
cb

2b+ d

Sustituyendo en la segunda:

A− 2bPj + d(n− 1)

(
Pj −

cb

2b+ d

)
+ cb = 0

⇒ A+ Pj [−2b+ d(n− 1)]− d(n− 1)
cb

2b+ d
+ cb = 0

⇒ Pj =
A− d(n− 1) cb

2b+d + cb

2b− d(n− 1)

⇒ Pk =

[
1

2b− d(n− 1)

] [
A− d(n− 1)

cb

2b+ d
+ cb

]
− cb

2b+ d
12Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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2. Encuentre el equilibrio en precios y cantidades si compiten secuencialmente por precios.
→
Secuencial (empresa ĺıder y seguidoras):
Seguidores:

πi = Pi

A− bPi + dPj + d
∑
k ̸=i,j

Pk


∂πi
∂Pi

= A+ dPj + d
∑
k ̸=i,j

Pk − 2bPi = 0
∂πi
∂Pk

= A+ dPj + d
∑
k ̸=i,j

Pk − 2bPk = 0

⇒ d
∑
k ̸=j

Pk − 2bPi + dPj = d
∑
k ̸=j

Pk − 2bPk + dPj ⇒ Pi = Pk ∀i ̸= j, k ̸= j

⇒ A+ dPj + d(n− 2)Pi − 2bPi = 0 ⇒ Pi =
A+ dPj

2b− d(n− 2)

Ĺıder:

πj = Pj

(
A− bPj + d(n− 1) · A+ dPj

2b− d(n− 2)

)
− c

(
A− bPj + d(n− 1) · A+ dPj

2b− d(n− 2)

)
Desarrollando:

πj = APj − bP 2
j +

Ad(n− 1)

2b− d(n− 2)
Pj +

d2(n− 1)

2b− d(n− 2)
P 2
j − cA+ cbPj −

cAd(n− 1)

2b− d(n− 2)
− cd2(n− 1)

2b− d(n− 2)
Pj

∂πj
∂Pj

= A− 2bPj +
Ad(n− 1)

2b− d(n− 2)
+

2d2(n− 1)

2b− d(n− 2)
Pj + cb− cd2(n− 1)

2b− d(n− 2)
= 0

⇒ 2Pj

(
b− d2(n− 1)

2b− d(n− 2)

)
= A+

Ad(n− 1)

2b− d(n− 2)
+ cb− cd2(n− 1)

2b− d(n− 2)

⇒ Pj =
1

2
(
b− d2(n−1)

2b−d(n−2)

) [A+
Ad(n− 1)

2b− d(n− 2)
+ cb− cd2(n− 1)

2b− d(n− 2)

]

⇒ Pi =
A

2b− d(n− 2)
+

d

2b− d(n− 2)
· Pj

Finalmente:
Para encontrar las cantidades, basta con sustituir los valores de Pj y Pi en sus respectivas funciones de
demanda:

qj = A− bPj + d
∑
k ̸=j

Pk, qi = A− bPi + dPj + d
∑
k ̸=i,j

Pk

18.4. Cartel
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Parte III

Equilibrio General

289





291

13 Un equilibrio general es aquel en donde todos los precios son variables, y para que haya equilibrio
deben de vaciarse todos los mercados, y en particular, se toman en cuenta las relaciones entre todos los
mercados, en contraste a solo examinar uno a la vez.

Es por esta razón que ahora se dará el paso a estudiar la interacción de varios mercados entre śı y el
impacto que esto tiene en la economı́a como un todo.

Es importante en este momento citar la obra de Arrow y Debreu15, quienes demostraron que, bajo
ciertas condiciones (preferencias convexas, competencia perfecta e independencia de demandas), debe existir
un conjunto o sistema de precios bajo las cuales, la demanda agregada total ha de igualar o ser igual a
la oferta agregada para cada una de las mercanciás en la economı́a. Es importante no trivializar dicho
acontecimiento, puesto que según no pocos economistas, este es un acontecimiento que ha revolucionado a
la economı́a como ciencia.

Arrow y Debreu generalizaron y formalizaron las ideas que hab́ıan sido anteriormente propuestas por
Leon Walras, quien hab́ıa llegado a la misma conclusión pero por medios menos rigurosos. Walras señaló
que si en una economı́a exist́ıan n mercados, con n funciones de demanda y n funciones de oferta, si n − 1
mercados estaban en equilibrio, necesariamente el n− ésimo mercado también deb́ıa estarlo. Nótese que el
razonamiento de Walras fue muy similar a la idea del álgebra lineal, en el cual ”si se tienen n ecuaciones
y n variables, debe haber una única solución al sistema de ecuaciones lineales. Sin embargo, este primer
acercamiento de Walras permitió sentar las bases de los teoremas del bienestar.

Arrow y Debreu en 1954 formalizaron y demostraron de manera más rigurosa esta intuición y plantea-
miento de Walras, de manera que al equilibrio general se le suele conocer como equilibrio Walrasiano16.

Un primer acercamiento al tema del equilibrio general, es estudiar un escenario en el cual todos los agentes
son consumidores, por lo que entonces inicialmente no habrá producción en este escenario y se hará uso de
un elemento muy importante en la economı́a: las dotaciones.

13Véase Varian, 199214
15Véase Arrow y Debreu, 1954
16Lectura recomendada: Geanakoplos, John. “Kenneth Arrow’s Contributions to General Equilibrium.”

https://www.econometricsociety.org/sites/default/files/inmemoriam/arrowgeanakoplos.pdf.
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Caṕıtulo 19

Equilibrio general de mercado

En un análisis de equilibrio parcial, se toma en consideración un mercado en aislado, en el cual no se
toman en consideración fuerzas externas que puedan incidir sobre el por medio de lo que pase en otros
mercados. Aśı, es más realista considerar que en en la realidad ningún mercado opera en abstracto, sino que
por lo general los mercados suelen estar interrelacionados unos entre otros, de manera que lo que ocurra en
alguno, generalmente puede terminar influyendo en otros. Por tanto, si se quiere generalizar el análisis para
contemplar todas estas influencias, es necesario ampliar la estructura del modelo de un mercado aislado.

En el caso de un mercado aislado, la condición de equilibrio era una única ecuación que planteaba que
Qs = Qd, es decir, que en el equilibrio se ha de cumplir que la cantidad demandada sea igual a la cantidad
ofrecida, lo cual en última instancia conllevaba también a que el precio de equilibrio de mercado fuese el
mismo tanto para la oferta como para la demanda. De esta manera, podŕıa replantearse la condición de

equlibrio de mercado como sigue E ≡ Qd −Qs = 0 .

Esta última expresión da origen al concepto de exceso de demanda. En un mercado aislado, para que
haya equilibrio, tiene que ser que el exceso de demanda sea igual a cero, o sea, que la cantidad demandada
sea igual a la cantidad ofrecida. Aśı, en ese mercado se estaŕıan agotando todas las posibles transacciones.

¿Ahora, qué pasaŕıa en el caso que hubiesen múltiples mercados simultáneamente? Bueno pues el análisis
es similar: en un escenario con múltiples mercados interrelacionados entre śı simultáneamente, para que haya
equilibrio general en todos los mercados simultáneamente, será necesario que el exceso de demanda en cada
uno de los mercados sea igual a cero. En el entretanto que haya un mercado cuyo exceso de demanda no sea
cero, el ajuste de precios necesario para que dicho mercado llegue al equilibrio, terminará influyendo sobre
las cantidades ofrecidas y demandadas en los otros mercados, ocasionando aśı cambios en los respectivos
precios de cada mercado.

Por tanto, el equilibrio general en n mercados se garantiza mediante la siguiente condición:

Ei ≡ Qdi −Qsi = 0 i = 1, 2 . . . , n (19.1)

19.1. El caso de dos mercados

S

19.2. El caso de n mercados
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Caṕıtulo 20

Ley de Walras

La ley de Walras es un intento de respuesta a la pregunta: ¿existirá siempre un vector de precios
en el que se vaćıen todos los mercados?

En primer lugar, es vital tomar en cuenta un hecho importante: la función de demanda X⃗i(P⃗ , P⃗ w⃗i)
es homogénea de grado 0 en los precios. Esto significa que, si todos los precios son multiplicados por una
constante positiva k cualquiera, el conjunto presupuestario del consumidor no cambiará. Matemáticamente
esto significa que X⃗i(P⃗ , P⃗ w⃗i) = X⃗i(kP⃗ , kP⃗ w⃗i) para k > 0 cualquiera.

Ahora, obsérvese que a la hora de introducir un sistema de precios a esta determinada economı́a, táci-
tamente se está imponiendo una restricción presupuestaria a cada agente, la cual se puede plantear de la
siguiente manera para la persona consumidora i:

p1(x
1
i − w1

i ) + p2(x
2
i − w2

i ) + ...+ pn(x
n
i − wni ) = 0 (20.1)

A partir de esta restricción presupuestaria planteada, es que entonces existe la posibilidad de que, dado
un cierto sistema de precios P⃗ , es posible que no necesariamente la persona consumidora consuma para todos
sus bienes, las dotaciones iniciales de las que dispone, por lo que a partir de este punto es que esta persona
se puede configurar como un oferente o demandante neto, punto a partir del cual surgiŕıa el interés o la
necesidad por acudir al mercado a intercambiar.

Sin embargo, el equilibrio competitivo general o equilibrio walrasiano, lo que exige es que en suma, al
final todas esas demandas y ofertas netas sean iguales entre śı, de manera que se agoten todas las dotaciones
sean agotadas. Es aśı que entonces esto explica el por qué dicha restricción presupuestaria está igualada a
cero. Es decir que si la persona consumidora no consume exactamente sus dotaciones iniciales para cada uno
de los bienes o por el contrario, desea más de algún bien de lo que dispone en su dotación, debe ser que
acudiendo al mercado, y ya sea vendiendo o comprando bienes, salde su demanda neta y se iguale a 0, de
manera que en ningún momento se excedan las capacidades dotacionales de la economı́a.

Entonces, retomando las funciones de demanda para cada bien individual, si las funciones de demanda
somo homogéneas de grado 0 en precios, la función de demanda neta también ha de ser homogénea de grado
0 en precios, dado que es la suma de las demandas de cada uno de los bienes individuales.

Entonces, una función de demanda neta z, para un agente i, se puede expresar de la siguiente manera:

z(p) =

n∑
i=1

[xi(P⃗ , P⃗ w⃗i)− w⃗i] (20.2)

Si todas las funciones de demanda son continuas, z(p) también ha de ser una función continua. Aqúı es
donde se dice que la función de demanda neta, debe satisfacer la ley de Walras:

Definición 37. Ley de Walras Dado cualquier P⃗ perteneciente a Sn−1, se tiene que pz(p) = 0; es decir, que
el valor de la demanda neta es 0.

Demostración.

pz(p) = p[

n∑
i=1

xi(P⃗ , P⃗ w⃗i)−
n∑
i=1

w⃗i] (20.3)

0 =

n∑
i=1

[pxi(P⃗ , P⃗ w⃗i)− pw⃗i] (20.4)
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296 CAPÍTULO 20. LEY DE WALRAS

Entonces, a partir de la ley de Walras y la definición del equilibrio Walrasiano, entonces se obtienen los
siguientes corolarios:

Si la demanda es igual a la oferta n−1 mercados y pn > 0, la demanda debe ser igual a la oferta
en el n− ésimo mercado. De lo contrario, se trasgredeŕıa la ley de Walras.

Si es un equilibrio walrasiano y zj(P⃗∗) < 0, pj∗ = 0. Es decir, si hay un exceso de oferta de
algún bien, en un equilibrio walrasiano, debe ser un bien gratuito.

Por lo tanto, a manera de resumen, lo necesario para que pueda existir equilibrio es que no hayan
demandas netas distintas a 0 para ningún bien de la econonmı́a, y si, en efecto hay un exceso de demanda
neta para algún bien, debe ser que su precio sea 0. Por lo tanto, si todos los bienes tienen una cierta
deseabilidad en el sentido de que un precio de 0 implicaŕıa un exceso de demanda neta, no equilibrio vendŕıa
caracterizado por la igualdad de la oferta y la demanda en todos los mercados.



Caṕıtulo 21

Primer y segundo teorema del
bienestar

Definición 38 [Primer teorema del bienestar]. La asignación de recusos alcanzada mediante el equilibrio
competitivo general (equilibrio walrasiano) es óptima en el sentido de Pareto, o en otras palabras, pareto-
óptima.

Esto también se puede analizar introduciendo la figura de un planificador social benevolente. Si este
planificador (es decir, un medio centralizado de asignación y distribución de los recursos) quisiera disponer de
la distribución de los recursos en la economı́a y tuviera que maximizar la utilidad de un agente representantivo
de esta economı́a, llegaŕıa exactamente al mismo resultado de asignación y sistema de precios al cual se ha
llegado por medio de un medio descentralizado.

Algo muy importante a denotar de este primer teorema es que: todo equilibrio competitivo general es
óptimo de Pareto, mas no todo óptimo de Pareto es, necesariamente, un equilibrio competitivo
general.

Note que este primer teorema es algo limitado: si bien es cierto que por medio de un equilibrio competitivo
general se puede alcanzar un óptimo de Pareto, no necesariamente esta asignación es la única que logre
alcanzar un óptimo de Pareto.

Definición 39 [Segundo teorema del bienestar]. Todo óptimo de Pareto puede ser alcanzado mediante un
determinado sistema de precios.

Este segundo teorema indica que, dado un sistema de precios, una asignación pareto-óptima (que no sea
un equilibrio competitivo general) puede alcanzar a ser una asignación del equilibrio competitivo general
mediante una adecuada redistribución.

Ejercicio 100 [Impuestos y costos en el bienestar1]. El individuo representativo de una economı́a tiene una
función de utilidad representada por

U =

n∏
i=1

xii

El costo marginal de producción de cada bien es constante e igual a 1 y el individuo tiene un ingreso
igual a 100. Si el gobierno establece un impuesto unitario igual a i (o sea, 1 para el bien 1, 2 para el bien 2,
3 para el bien 3, etc.).

1. Determine el costo en bienestar en un modelo de equilibrio general para esta economı́a si la economı́a consiste
en n bienes.

→ Primero se encuentra la relación óptima entre los bienes y se evalúa en la función de utilidad:

1Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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TMSj,k =
jxk
kxj

=
pj
pk

⇒ xk =

(
pj · k
pk · j

)
xj

U =

n∏
k=1

(
pj · k
pk · j

xj

)k
u =

(
pj
j
xj

)∑n
k=1 k

·
n∏
k=1

(
k

pk

)k

xj =
j

pj

u ·

(
n∏
k=1

pk
k

) 1
n(n+1)/2


2

n(n+1)

xj =
j

pj

[
u

2
n(n+1) ·

n∏
k=1

(pk
k

) 2k
n(n+1)

]

xj =
j

pj

u 2
n(n+1)

(
pj
j

) 2j
n(n+1) (pi

i

) 2i
n(n+1)

∏
k ̸=j,i

(pk
k

) 2k
n(n+1)


xj =

(
pi
j

) 2j
n(n+1)

−1

u
2

n(n+1)

(pi
i

) 2i
n(n+1)

∏
k ̸=j,i

(pk
k

) 2k
n(n+1)

Y el costo en bienestar seŕıa:

CB = −1

2

n∑
i=1

 n∑
j=1

sijγiγj


= −1

2

 n∑
j=1

sjjγ
2
j +

∑
i ̸=j

n∑
j=1

sijγiγj
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(pi
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∏
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(
pi
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(pi
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∏
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(pi
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j xhj j
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j xhi ij
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Ejercicio 101 [Costo en bienestar de un impuesto en una economı́a con n bienes2]. El individuo representa-
tivo de una economı́a tiene una función de utilidad representada por

U(x1, . . . , xn) = x1 −
1∏n
i=2 xi

El costo marginal de producción de cada bien es constante e igual a 1. Si el gobierno establece un impuesto
unitario igual a i (o sea, 1 para el bien 1, 2 para el bien 2, 3 para el bien 3, etc.).

1. Determine el costo en bienestar en un modelo de equilibrio general para esta economı́a si la economı́a consiste
en n bienes.

TMSi,j =

n∏
i=2

x−2
i

/
n∏
i=2
i ̸=j

x−2
i =

1

x2j
·
n∏
i=2
i ̸=j

x−1
i = xj

n∏
i=2

xi =
pi
pj

{Combinando}

TMSj,k =
xk
∏n
i=2 xi

xj
∏n
i=2 xi

=
pj
pk

⇒ xk =
pj
pk
xj

xj

n∏
i=2

xi =
pi
pj

⇒ pn−1
j xnj

n∏
i=2

p−1
i =

pi
pj

⇒ pnj x
n
j = pi
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pi

⇒ xj =
p
1/n
i
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i=2 p

1/n
i

pj
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i=1 p

1/n
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pj
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1∏n

j=2
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i=1 p
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i ·

∏n
j=2 p
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CB = −1

2
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2Ejercicio tomado de Casasola (2024)



300 CAPÍTULO 21. PRIMER Y SEGUNDO TEOREMA DEL BIENESTAR
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Caṕıtulo 22

Una economı́a de intercambio

22.1. Caja de Edgeworth

Suponga que en esta economı́a existen mercanćıas, pero en particular, bienes. Además, en esta economı́a
tiene sus preferencias y su respectiva función de utilidad que representa esas preferencias, y cada consumidor
parte de una dotación inicial de las mercancíıas de esta economı́a. Otro supuesto importante a tener en
cuenta (que fue tomado en cuenta por Arrow y Debreu) es que dichas personas consumidoras son tomadoras
de precios, esto es, se comportan competitivamente, e independientemente de sus conductas y acciones, no
pueden incidir en el precio de las mercancíıas.

La cuestión central en el análisis de equilibrio general es estudiar cómo se distribuyen o asignan los
bienes a los agentes que intervienen en esta economı́a. Entonces, suponga una economı́a con n agentes, y en
particular, el agente i, tiene una cesta o conjunto de consumo xi = (x1i , x

2
i , ..., x

n
i ), en donde xji , representa

la cantidad consumida del bien j. Por lo tanto, una asignación (”allocation”) es un vector o conjunto de la

forma X⃗ = (x1, x2, ..., xn) con n entradas que indica lo que se tiene de cada uno de los bienes de la economı́a.

Es importante estudiar el concepto de viabilidad (”feasibility”), que se refiere a la posibilidad f́ısica a la
que están sujetas las potenciales asignaciones en esta economı́a. En particular, dado que se está hablando
de una economı́a de intercambio puro, seŕıa una asignación que, en suma, no exceda las cantidades de los
bienes de los que está dotada la economı́a, esto es, que no exceda las dotaciones.

Supóngase que en esta economı́a de n bienes, las personas consumidoras disponen de una cierta cantidad
de dotaciones que les son dadas de manera exógena (esto es, que parten con estas dotaciones, no es de interés
en este momento explicar cómo llegan a poseer dichas dotaciones). Por lo tanto, El consumidor i dispone
de una serie de preferencias ≽i las cuales se encuentran representadas por una función de utilidad ui, y una
dotación de los n bienes wi.

Por lo tanto, una asignación es viable si:

n∑
i=1

xi ≤
n∑
i=1

wi, pero en particular, será de interés el caso

concreto en que todas las dotaciones de la economı́a, son aprovechadas, por lo que entonces, un caso especial

de una economı́a que emplea todas sus dotaciones, es:

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

wi.

Ahora, para el caso concreto en que en la economı́a se trancen dos bienes y existan únicamente dos
agentes, existe un instrumental gráfico que asistirá al análisis del equilibrio general: la caja de Edgeworth.

Suponiendo que existen dos agentes: 1 y 2, y que además existen sólo dos bienes: 1 y 2, una caja de
Edgeworth con dos consumidores (1 y 2), cuyas dotaciones respectivamente son w1

1, w
2
1 para el consumidor

1 y w1
2, w

2
2 para el consumidor 2, se ve de la siguiente manera:

Note que para el caso particular se ha colocado al bien x1 en el eje horizontal y al bien x2 en el eje
vertical (convencionalmente se suele hacer aśı), de manera que las dimensiones de la caja corresponden a
las dotaciones totales disponibles en la economı́a de cada uno de los bienes en cuestión. Por ejemplo, dado
que el bien 1 se encuentra en el eje horizontal, entonces la dimensión de ese lado de la caja ha de ser:
w1

1 +w2
1 = w1

T . Es decir, que el lado horizontal de la caja ha de corresponder con la cantidad de la dotación
total de la economı́a de ese bien.

Análogamente, para el bien x2, el cual se encuentra representado en el eje o lado vertical de la caja, debe
ser que ese lado tenga de dimensión: w1

2 + w2
2 = w2

T . Es decir, que ese lado ha de corresponder también con
la dotación total de la economı́a del bien x2.

Note que si las cantidades de las dotaciones totales coinciden o son iguales, ambos lados de la caja serán
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Figura 22.1: Una caja de Edgeworth

iguales, de manera que la caja tendrá forma cuadrada, pero si las cantidades de las dotaciones totales no
coincidan, entonces los lados de la caja tendrán dimensiones distintas, de forma que la caja será rectangular.

A partir de esta formación de la caja, se pueden ubicar las posiciones iniciales de cada agente o consumidor
gracias a sus dotaciones. De manera que cualquier punto dentro de la caja, representa, a la vez, la posición
inicial del agente 1 y el agente 2, puesto que en esta economı́a se cumple el caso particular de viabilidad en
el que se agotan todas las dotaciones. Es aśı que dada la posición inicial de una persona consumidora gracias
a sus dotaciones, denota que la otra persona consumidora consume lo restante en todos los bienes (en este
caso 2) que no tenga el primer consumidor.

Para poder ubicar geométricamente la posición de los consumidores en esta economı́a (caja), entonces
tómese en consideración lo siguiente: el conjunto de consumo inicial del consumidor 1 dado a partir de su
dotación inicial se ubica partiendo de la esquina inferior izquierda, mientras que la de la persona consumidora
2, se mide iniciando a partir de la esquina superior derecha. Es aśı que entonces, mediante un simple punto
inicial en esta caja, se pueden representar todas y cada una de las asignaciones viables de los dos bienes en
esta economı́a.

Es a partir de este punto, que ya habiendo sido introducida la figura de la caja de Edgeworth, que en la
caja se pueden empezar a hacer curvas de indiferencia que correspondan a cada uno de los agentes. Es aśı
que para el consumidor 1, cuya posición inicial se contabilizar en la esquiza inferior izquierda, moverse hacia
arriba y hacia la derecha implica tener más de ambos bienes, pero para la persona consumidora 2, moverse
hacia la izquierda y hacia abajo, es tener más de ambos bienes.

Consumidor
1

Consumidor
2

Dotación consumidor 1 + Dotación consumidor 2 = Dotación total del bien 1

D
o
ta

c
ió
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c
o
n
su

m
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o
r
1
+

D
o
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c
ió
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c
o
n
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m
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o
r
2

=
D
o
ta

c
ió
n

to
ta

l
d
e
l
b
ie
n

2

.
dotación
inicial

Entonces, volviendo a generalizar el análisis a n consumidores con n bienes, se procede a indicar que,
naturalmente, cada uno de esos bienes tiene un precio (aunque como en estas economı́as no existe el dinero
técnicamente, suponga la figura de una especie de subastador neutral que entra al mercado a proponer
precios a los agentes, y ofrece relaciones de precios hasta encontrar agentes que estén de acuerdo en tranzar
o comerciar sus dotaciones iniciales a esa relación de precios), y por tanto se obtiene un vector de precios
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de los bienes P⃗ = (p1, p2, ..., pn). Es importante recordar que estos precios no son particulares para cada
individuo, sino que están dados, y por ende, todas las personas se comportan competitivamente, porque sus
conductas no tienen incidencia en los precios de la economı́a.

Es aśı que, dado que cada persona tiene, análogamente, un vector de dotaciones iniciales de la forma
w⃗i = (w1

i , w
2
i , ..., w

n
i ) para una persona consumidora i cualquiera. Por tanto, esta persona consumidora i se

enfrenta a un problema particular de maximización de la siguiente forma:

máx
X⃗

u(X⃗)

sujeto a P⃗ · X⃗ = P⃗ · w⃗i
(22.1)

Note que este es un problema de maximización de los ya conocidos anteriormente, de manera que la
solución a este problema es encontrar las demandas xi(P⃗ , P⃗ w⃗i), sin embargo, en los problemas inicialmente
planteados, la restricción presupuestaria estaba planteada en términos de un ingreso m consistente de una
cierta cantidad de dinero, pero ahora, dado que no existe ni el dinero, ni la producción, y se está hablando
de dotaciones y términos reales, la restricción se plantea en términos de dotaciones y no de un ingreso.

En otras palabras, el nuevo ingreso para este tipo de problemas es de la forma: mi = P⃗ w⃗i. A partir de
aqúı, se define un equilibrio Walrasiano de la siguiente manera:

Definición 40. Equilibrio Walrasiano Def́ınase un equilibrio Walrasiano como un conjunto de vectores (una

asignación) de la forma (P⃗∗, X⃗∗) tal que:

n∑
i=1

xi(P⃗ , P⃗ w⃗i) ≤
n∑
i=1

w⃗i (22.2)

Entonces, el equilibrio walrasiano o equilibrio competitivo general es un sistema de precios P⃗∗
y una asignación de cantidades de consumidas dadas las funciones de demanda óptimas para cada agente
X⃗i = (x1i ∗, xi2∗, ..., xni ∗) para cada uno de los agentes que satisfaga que:

1. Las cantidades totales asignadas de cada bien son las que cada consumidor querŕıa comprar a los precios
vigentes.

2. La suma de las cantidades totales de la economı́a coincida con la de las dotaciones (se vaćıan los mercados,
esto es, no se desperdician o no quedan sin usar dotaciones).

Ejemplo 49 [Cajas de Edgeworth básicas]. Considere una economı́a con dos individuos, A y B, y en la cual
existen dos bienes: x e y. Grafique una caja de Edgeworth para las siguientes funciones de utilidad:

Complementos perfectos

UA =mı́n(2XA, YA)

UB =mı́n(XB , 2YB)

En las funciones de Leontieff siempre se igualan los argumentos dentro de la función:

2XA =YA

XB = 2YB ⇔ XB

2
=YB

Por lo cual, en la caja de Edgeworth lo primero a graficar seŕıan los rayos o sendas de expansión de ambas
funciones:
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A

B

x

y

ω

2XA = YA

XB

2 = YB

Dado que la utilidad crece a medida que las curvas de indiferencia se alejan de su respectivo origen, se puede
enmarcar la zona de contrato:

A

B

x

y

ω

2XA = YA

XB

2 = YB

En esta caja, ω es un par ordenado cualquiera (xA, yA) o (xB , yB) que indica las dotaciones iniciales de los
agentes. A partir de esa información, se pueden dibujar unas cuantas curvas de indiferencia que representen
las preferencias para cada uno de los agentes.

A

B

x

y

ω
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La zona coloreada en verde es la zona de contrato, y todos esos puntos son óptimos de Pareto. Dado que la
zona de dotación inicial ω es tal, las rayas verdes son la zona de comercio.

Sustitutos perfectos

UA =XA + 2YA

UB =2XB + YB

La caja de Edgeworth se veŕıa aśı:

A

B

x

y

Pareto

no
Pareto

ω

En este caso, si el punto de dotación inicial fuese ω, la curva de contrato seŕıa la zona coloreada en verde.

En los casos de las funciones de utilidad de bienes sustitutos, siempre es importante observar la pendiente
de las mismas:

UA = XA + 2YA ⇔ UA −XA

2
= YA ⇔ UA

2
−1

2
pendiente

XA︸ ︷︷ ︸
=YA

UB = 2XB + YB ⇔ UB −2XB
pendiente︸ ︷︷ ︸ =YB

|−1

2
| < | − 2| ⇔ 1

2
< 2

En este caso, la pendiente de las curvas de indiferencia de A es menor que la pendiente de las curvas de
indiferencia de B en valor absoluto. Esto tiene implicaciones para la curva de contrato:

• Como la pendiente de las curvas de indiferencia de A es menor, la curva de contrato corresponde a
todo el borde de izquierda y arriba:
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A

B

x

y

ω

• Si la pendiente de las curvas de indiferencia de A fuese mayor, la curva de contrato correspondeŕıa a
todo el borde de la derecha y abajo:

A

B

x

y

ω

• Si las pendientes de las curvas de indiferencia de ambos agentes fuese igual, la curva de contrato
correspondeŕıa a todos los bordes de la caja:

A

B

x

y

ω

Curvas de indiferencia cóncavas

Cuando las curvas de indiferencia son cóncavas, la curva de contrato seŕıan todos los bordes de la caja.
Asumiendo un punto de dotación inicial ω, las curvas de indiferencia ser veŕıan aśı:
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A

B

x

y

ω

La zona de comercio seŕıa la zona coloreada y punteada en verde. El punto ω coincide con un punto de
tangencia entre las curvas de indiferencia de los agentes, sin embargo no es un óptimo de Pareto ya que
ambos pueden mejorar.

Ejemplo 50 [Caja de Edgeworth con curvas de indiferencia especiales]. Dos individuos A y B consumen
solamente dos bienes X e Y, y tienen las siguientes funciones de utilidad (U) y las siguientes dotaciones (ω):

UA(XA, YA) =mı́n(2XA, YA) + mı́n(XA, 2YA)

ωA =(10, 0)

UB(XB , YB) =XB + YB

ωB =(0, 20)

Dibuje la caja de Edgeworth e identifique:

El punto inicial

OA

OB

10
20

10
20

ω

El área de comercio
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OA

OB

10

20

10
20

La curva de contrato

OA

OB

10

20

10

20

El punto final
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OA

OB

10

20

10

20

El punto final puede ser cualquier punto (como cualquiera de los rojos) entre la zona de comercio y la zona
de contrato.

Ejemplo 51 [Dos agentes y dos bienes]. Suponga una economı́a de dos agentes: A y B. En este economı́a
existen dos bienes: x y y. A y B tienen las siguientes funciones de utilidad:

UA = x
1
3

Ay
2
3

A UB = x
2
3

By
1
3

B

A continuación, se denotan las dotaciones de esta economı́a:

(xA, yA) = (2, 4)

(xB , yB) = (6, 2)

a) Calcule la curva de contrato
b) Calcules los precios relativos de equilibrio
c) Calcule el equilibrio general competitivo

En primer lugar, es importante hacer uso del instrumental aprendido para tener una mejor comprensión
del problema. A continuación, aśı se ve la caja de Edgeworth para este problema.

A

B

.
i

2

4

6

2

Cu
rva

de
con

tra
to

Note que las dimensiones de la caja fueron determinadas obteniendo las dotaciones totales de la economı́a.
En particular para este problema:
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(x, y) = (xA + xB , yA + yB)

(x, y) = (8, 6)

Una vez que se tienen las dotaciones totales y el punto inicial de esta economı́a, se puede proceder a
encontrar la curva de contrato.

Recuerde que la curva de contrato es la ĺınea que une todos los puntos que son eficientes u óptimos de
Pareto en esta economı́a, de manera que uno de esos puntos Pareto-óptimos, será el equilibrio competitivo
general de la economı́a. De esta manera, se procede buscando la máxima utilidad posible que puede obtener
cada uno de los agentes, dada la utilidad del otro agente. Siguiendo la lógica del principio de arbitraje, se
tiene que:

TMSA = TMSB ⇔ UMgxA
UMgyA

=
UMgxB

UMgyB

Por lo tanto, se tiene que:
1
3x

1
3−1

A y
2
3

A

2
3x

1
3

Ay
2
3−1

A

=
2
3x

2
3−1

B y
1
3

A

1
3x

2
3

By
1
3−1

B

⇒ 3

6

yA
xA

=
6

3

yB
xB

⇒ yA
2xA

=
2yB
xB

Ahora, se ha logrado alcanzar una expresión que resume el comportamiento de la curva de contrato, pues
es el resultado de igualar las pendientes de las curvas de indiferencia. Note que se tiene una ecuación con
cuatro variables, sin embargo, haciendo uso de las restricciones dotacionales de esta economı́a, se pueden
plantear las siguientes sustituciones:

xA + xB = 8 ⇒ xB = 8− xA

ya + yB = 6 ⇒ yB = 6− yA

De manera que la igualdad obtenida de la igualación de las tasas marginales de sustitución, puede
plantearse mediante el uso de las anteriores sustituciones, en términos de dos variables únicamente:

⇒ yA
2xA

=
2(6− yA)

8− xA

Ahora, se puede despejar alguna de las dos variables restantes para obtener la curva de contrato. Por
tradición, se despejará yA.

8yA − yAxA = 24xA − 4yAxA ⇒ 8yA − yAxA + 4yAxA = 24xA

8yA + 3yAxA = 24xA ⇒ yA =
24xA

8 + 3xA

Note que la forma resultante de la curva de contrato es una función de la forma y = mx + b, es decir,
lineal, por lo tanto, la curva de contrato ha de ser una ĺınea recta que va de esquina a esquina.

A

B

.
i

2

4

6

2

Cu
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Para proceder a encontrar los precios relativos de est equilibrio general competitivo, se debe resolver el
problema de optimización o maximización de cada uno de los consumidores.

Tómese a la persona A. Su condición de optimalidad es que: TMSxA,yA = px
py
, por lo tanto, se tiene que:

1
3x

1
3−1

A y
2
3

A

2
3x

1
3

Ay
2
3−1

A

=
px
py

⇒
x
− 2

3

A y
2
3

A

2x
1
3

Ay
−1
3

A

=
px
py

yA
2xA

=
px
py

⇒ yA = 2
px
py
xA

Ahora, evaluando en la restricción ”presupuestaria.en términos de las dotaciones:

pxxA + pyyA = pxxA + pyyA

⇒ pxxA +��py(
2px

��py
xA) = 2px + 4py

⇒ 3pxxA = 2px + 4py

xMA =
2px + 4py

3px

⇒ yA =
2��px
py

(
2px + 4py

3��px
)

yMA =
4px + 8py

3py

Tómese ahora a la persona B. Su condición de optimalidad es que: TMSxB ,yB = px
py
, por lo tanto, se tiene

que:
2
3x

2
3−1

B y
1
3

A

1
3x

2
3

By
1
3−1

B

=
px
py

⇒
2x

2
3−1

B y
1
3

B

1
3x

2
3

By
1
3−1

B

=
px
py

2x
−1
3

B y
1
3

B

x
2
3

By
−2
3

B

=
px
py

⇒ yB =
1

2

px
py
xB

Evaluando en la restriccón ”presupuestaria en términos de dotaciones:

pxxB + pyyB = pxxB + pyyB

⇒ pxxB +��py(
px
2��py

xB) = 6px + 2py

⇒ 3

2
pxxB = 6px + 2py

xMB =
12px + 4py

3px

⇒ yB = ��px

�2py
(
��12px + �4py

3��px
)

yMB =
6px + 2py

3py

Habiendo encontrado las demandas marshallianas óptimas de los agentes de esta economı́a, la manera de
proceder para encontrar los precios relativos es mediante el establecimiento de un sistema de ecuaciones:{

xA + xB = 8

yA + yB = 6

Nótese que tanto la demanda por el bien de x como la demanda por el bien y de ambos agentes, deben
sumarse e igualar las dotaciones globales de esta economı́a. Sin embargo, por la ley de Walras, si hay n
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mercados (en este caso 2), si n−1 mercados (en este caso 1) están en equilibrio, el n-ésimo mercado también
lo estará, por lo que basta solucionar una ecuación solamente:

xA + xB = 8 ⇒ 2px + 4py
3px

+
12px + 4py

3px
= 8

2px + 4py + 12px + 4py
3px

= 8 ⇒ 14px + 8py = 24px

8py = 10px ⇒ 4

5
=
px
py

Finalmente, para calcular el equilibrio competitivo general es importante observar en primer lugar si la
asignación inicial de los agentes forma parte de la curva de contrato. ¿Cómo saber si esto se cumple? Piénsese
en el agente A, al evaluar en la curva de contrato yA = 24xA

8+3xA
la cantidad de dotación de la mercanćıa xA

debe obtenerse como resultado la cantidad de dotación de la mercanćıa yA que le fue entregada al agente

A. Note que 24(2)
8+3(2) = 24

7 ̸= 4 y por ende la asignación inicial del agente A no forma parte de la curva de

contrato. Si la dotación inicial formara parte de la curva de contrato, dicha asignación seŕıa el equilibrio
competitivo general, sin embargo, cuando no sucede esto, como en este caso, dado que ya se sabe la relación
de precios de la economı́a, se puede proceder a encontrar las cantidades de equilibrio.

Sabiendo que px
py

= 4
5 ⇔ py

px
= 5

4 entonces:

xMA =
2px + 4py

3px
⇒ xMA =

2

3
+

4

3

py
px

⇒ xMA =
2

3
+

4

3

5

4
⇒ xMA =

2

3
+

5

3
⇒ xMA =

7

3

yMA =
4px + 8py

3py
⇒ yMA =

4

3

px
py

+
8

3
⇒ yMA =

4

3

4

5
+

8

3
⇒ yMA =

16

15
+

8

3
⇒ yMA =

56

15

xMB =
12px + 4py

3px
⇒ xMB = 4 +

4

3

py
px

⇒ xMB = 4 +
4

3

5

4
⇒ xMB = 4 +

5

3
⇒ xMB =

17

3

yMB =
6px + 2py

3py
⇒ yMB = 2

px
py

+
2

3
⇒ yMB = 2

4

5
+

2

3
⇒ yMB =

8

5
+

2

3
⇒ yMB =

34

15

Obsérvese que
7

3
+

56

15
=

105 + 168

45
=

273

45
≈ 6,06, mientras que

17

3
+

34

15
=

255 + 102

45
=

357

45
=

119

15
≈ 7,933

Note que dadas las utilidades que representan las preferencias de cada agente, los precios de equilibrio de
esta economı́a y las dotaciones iniciales de cada persona, decidieron intercambiar hasta alcanzar asignacio-
nes que se ajustaran a sus demandas óptimas marshallianas, las cuales, sumadas, siguen cumpliendo con las
restricciones de dotaciones de la economı́a.

Ejemplo 52 [Equilibrio general en una economı́a (Macroeconomı́a): corto plazo: agente representativo y em-
presa representativa sin gobierno]. Suponga una economı́a sin gobierno en la que hay un agente represen-
tativo con la siguiente función de utilidad: u(c, l) = log(c) + γl y una función de producción de la forma:
Y = zKα(h− l)1−α

El consumidor tiene una restricción presupuestaria de la forma: c = wN + π + rK −�T y la función de
beneficios de la empresa es de la forma: π = F (K,Nd)− wNd − rK.
a) Defina el equilibrio competitivo de esta economı́a. (5 puntos)
El equilibrio competitivo general de esta economı́a se define:

Una asignación (vector) compuesto por las siguientes entradas [C, Y,N,K].

Un sistema de precios de la forma: [w, r].

Si hubiera gobierno: una poĺıtica gubernamental [G,T ].

Tal que:

El agente representativo (quien representa a los hogares (”households”) de esta economı́a) maximice su
utilidad u y c, dado el sistema de precios [w.r].

La empresa representativa (que representa a las empresas de esta economı́a) maximiza π (”profits”) eligiendo
Nd y K, dado el sistema de precios [w, r].

Si hubiera un gobierno: una poĺıtica gubernamental tal que el gobierno mantuviera un presupuesto balan-
ceado; es decir: G = T .
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Y los mercados se vaćıan. Esto significa:

Nd = Ns = N∗

Y ∗ = c∗ +�G

K∗ = K

b) Plantee el problema del hogar representativo y caracterice su solución. (4 puntos)
Asumiendo que los hogares son los propietarios de las empresas:

máx
(c,l)∈R⊭

u = log(c) + γl

s.t. c = wN + π + rK

c = wN + [F (K,N)− wN − rK] + rK

c =��wN + F (K,N)−��wN −��rK +��rK

c = F (K,N)

c = Y

Ahora, recordando la condición de optimalidad:

TMSc,l =
pl
pc

Y sabiendo que pl = w normalizando pc = 1 entonces:

γ
1
c

= w ⇒ γc = w

c) Plantee el problema de la empresa representativa y caracterice su solución en el corto plazo. (3 puntos)
Se sabe que en el óptimo la empresa debe comportarse de tal manera que:

PMgN = w

Y recordando que: h = N + l ⇒ h− l = N . Por lo que:

Y = zKαN1−α

PMgN = (1− α)zKαN−α

Aśı que debe ser que, en el equilibrio:

(1− α)zKαN−α = w

d) Encuentre expĺıcitamente el equilibrio general de corto plazo de esta economı́a. Analice un shock de
productividad de ∆z < 0 sobre las variables de equilibrio. (7 puntos)

Observe que la variable que çonecta.a los hogares con las empresas es w, de manera que encontrar el
equilibrio competitivo general se resume a encontrar el w que garantice que se vaćıen los mercados (ley de
Walras). Por lo tanto, empleando las condiciones de primer orden del agente representativo y de la empresa
representativa se obtiene que:

γc = (1− α)zKαN−α

Sin embargo, de la restricción inicial se sabe que c = Y y h− l = N . Por tanto:

γzKαN1−α = (1− α)zKαN−α

⇒ zKαN1−α

zKαN−α =
1− α

γ

⇒ �z�
�KαN1��−α

�z�
�KαN��−α

=
1− α

γ

⇒ N∗ =
1− α

γ
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Sabiendo el valor de N que garantiza el vaciado de mercados, se procede a averiguar los otros elementos que
conforman el equilibrio competitivo general:

Y ∗ = zKαN∗1−α ⇒ Y ∗ = zKα

(
1− α

γ

)1−α

c∗ = Y ∗ ⇒ c∗ = zKα

(
1− α

γ

)1−α

Y dado que se está en un escenario de corto plazo entonces:

K∗ = K

Y, bajo el supuesto de la teoŕıa neoclásica en donde cada insumo recibe como remuneración su productividad
marginal, entonces:

w∗ =(1− α)zKα

(
1− α

γ

)−α

r∗ =αzKα−1

(
1− α

γ

)1−α

Shock ∆z < 0:

N∗ no depende de z

Y ∗ :
∂Y ∗

∂z
= Kα

(
1− α

γ

)1−α

> 0

c∗ :
∂Y ∗

∂z
= Kα

(
1− α

γ

)1−α

> 0

K∗ no depende de z

w∗:
∂w∗

∂z
= (1− α)Kα

(
1− α

γ

)1−α

> 0

r∗:

αKα−1

(
1− α

γ

)1−α

> 0

Ahora, recuerde que ∂f
∂x > 0 implica una relación directa entre las variables, de manera que ante un cambio

o shock negativo de z se tendŕıa que ante un shock ∆z < 0:

Y ∗ ↓
c∗ ↓
w∗ ↓
r∗ ↓

Ejemplo 53 [Decisión de consumo y oferta de trabajo1]. Suponga una economı́a sin gobierno en la que hay
un agente representativo con la siguiente función de utilidad:

u(c,N) =
1

1− γ
(c− ψ

N1+θ

1 + θ
)

1
1−γ

y una función de producción de la forma: Y = z(uK)αN1−α donde u es un parámetro de utilización del
capital. Las familias son dueñas de las empresas.
El consumidor tiene una restricción presupuestaria de la forma: c = wN + π + rK −�T y la función de
beneficios de la empresa es de la forma: π = F (K,Nd)− wNd − rK.
a) Defina el equilibrio competitivo de esta economı́a. (5 puntos)
El equilibrio competitivo general de esta economı́a se define:

1Ejercicio tomado de Jose Andrés Ortega para el curso Teoŕıa Macroeconómica II
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Una asignación (vector) compuesto por las siguientes entradas [C, Y,N,K].

Un sistema de precios de la forma: [w, r].

Si hubiera gobierno: una poĺıtica gubernamental [G,T ].

Tal que:

El agente representativo (quien representa a los hogares (”households”) de esta economı́a) maximice su
utilidad u y c, dado el sistema de precios [w.r].

La empresa representativa (que representa a las empresas de esta economı́a) maximiza π (”profits”) eligiendo
Nd y K, dado el sistema de precios [w, r].

Si hubiera gobierno: una poĺıtica gubernamental tal que el gobierno mantuviera un presupuesto balanceado;
es decir: G = T .

Y los mercados se vaćıan. Esto significa:

Nd = Ns = N∗

Y ∗ = c∗ +�G

K∗ = K

b) Plantee el problema del hogar representativo y caracterice su solución. (4 puntos)
Asumiendo que los hogares son los propietarios de las empresas:

máx
(c,l)∈R⊭

u(c,N) =
1

1− γ
(c− ψ

N1+θ

1 + θ
)

1
1−γ

s.t. c = wN + π + rK

c = wN + [F (K,N)− wN − rK] + rK

c =��wN + F (K,N)−��wN −��rK +��rK

c = F (K,N)

c = Y

Ahora, recordando la condición de optimalidad:

TMSc,l =
pl
pc

Y sabiendo que pl = w normalizando pc = 1 entonces reacomodando:

U(c, l) =
1

1− γ

(
c− ψ

(h− l)1+θ

1 + θ

) 1
1−γ

TMSc,l =
UMgl
UMgc

UMgl =
1

1− γ
· 1

1− γ
(c− ψ

(h− l)1+θ

1 + θ
)

1
1−γ −1 · −����(1 + θ)

ψ(h− l)1+θ−1

���1 + θ
· −ψ

UMgl =
1

(1− γ)2
ψ(h− l)θ(c− ψ

(h− l)1+θ

1 + θ
)

γ
1−γ

UMgl =
ψ(h− l)θ

(1− γ)2
(c− ψ

(h− l)1+θ

1 + θ
)

γ
1−γ

Ahora para el consumo:

UMgc =
1

1− γ
· 1

1− γ
(c− ψ

(h− l)1+θ

1 + θ
)

1
1−γ −1 · 1

UMgc =
1

(1− γ)2
(c− ψ

(h− l)1+θ

1 + θ
)

γ
1−γ

Entonces ahora:

TMSc,l =

ψ(h−l)θ

(1−γ)2 (c− ψ (h−l)1+θ

1+θ )
γ

1−γ

1
(1−γ)2 (c− ψ (h−l)1+θ

1+θ )
γ

1−γ
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TMSc,l =

ψ(h−l)θ

���(1−γ)2 �������
(c− ψ (h−l)1+θ

1+θ )
γ

1−γ

1

���(1−γ)2�������
(c− ψ (h−l)1+θ

1+θ )
γ

1−γ

TMSc,l = ψ(h− l)θ

Y por ende, la solución del agente representativo se caractiza por la siguiente condición de primer orden:

ψ(h− l)θ = w

c) Plantee el problema de la empresa representativa y caracterice su solución en el corto plazo. (3 puntos)
Se sabe que en el óptimo la empresa debe comportarse de tal manera que:

PMgN = w

Y recordando que: h = N + l ⇒ h− l = N . Por lo que:

Y = zKαN1−α

PMgN = (1− α)z(uK)αN−α

Aśı que debe ser que, en el equilibrio:

(1− α)z(uK)αN−α = w

d) Encuentre expĺıcitamente el equilibrio general de corto plazo de esta economı́a. Analice un shock de
productividad de ∆z < 0 sobre las variables de equilibrio. (7 puntos)

Observe que la variable que çonecta.a los hogares con las empresas es w, de manera que encontrar el
equilibrio competitivo general se resume a encontrar el w que garantice que se vaćıen los mercados (ley de
Walras). Por lo tanto, empleando las condiciones de primer orden del agente representativo y de la empresa
representativa se obtiene que:

ψ(h− l)θ = (1− α)z(uK)αN−α

Expresando la TMSc,l en términos de N:

ψNθ = (1− α)z(uK)αN−α

Nθ

N−α =
(1− α)z(uK)α

ψ

Nθ+α =
(1− α)z(uK)α

ψ

N∗ =

(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ+α

Sabiendo el valor de N que garantiza el vaciado de mercados, se procede a averiguar los otros elementos
que conforman el equilibrio competitivo general:

K∗ = K

Y ∗ = z(uK∗)αN∗1−α ⇒ Y ∗ = z(uK)α
(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ−α

1−α

c∗ = Y ∗ ⇒ c∗ = z(uK)α
(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ−α

1−α

Y, bajo el supuesto de la teoŕıa neoclásica en donde cada insumo recibe como remuneración su productividad
marginal, entonces:

w∗ = (1− α)z(uK)α
(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ+α

1−α

r∗ = αz(uK)α−1

(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ+α

1−α

Shock ∆z < 0:
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N∗:

∂N∗

∂z
=

(1− α)(uK)α

ψ(θ − α)

(
z(1− α)(uK)α

ψ

) 1+α−θ
θ−α

> 0 para z > 0

Y ∗ :

(uK)α
(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ−α

1−α > 0 para z > 0

c∗ :

(uK)α
(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ−α

1−α > 0 para z > 0

K∗ no depende de z

w∗:

(1− α)(uK)α
(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ+α

1−α para z > 0

r∗:

αz(uK)α−1

(
(1− α)(uK)α

ψ

) 1
θ+α

1−α para z > 0

Ahora, recuerde que ∂f
∂x > 0 implica una relación directa entre las variables, de manera que ante un cambio

o shock negativo de z se tendŕıa que ante un shock ∆z < 0:

Y ∗ ↓
c∗ ↓
w∗ ↓
r∗ ↓

e) Resuelva el problema de corto plazo de un planificador social benevolente. ¿Se cumplen los Teoremas del
Bienestar? Justifique su respuesta. (6 puntos)

El planificador social maximiza la utilidad del agente representativo dados G y K:

máx
(c,l)∈R⊭

u(c, l)

s.t. c+G = Y

Entonces, imponiendo la restricción:
máx
(l)∈R⊭

u(Y −G, l)

s.t. c+G = Y

Condición de primer orden respecto a l :

−ucPMgN + ul = 0 ⇒ ul = ucPMgN ⇒ ul
uc

= PMgN

Y se sabe que:
ul
uc

= ψ(h− l)θ

Mientras que:
PMgN = (1− α)z(uK)αN−α

De manera que el planificador social maximiza la utilidad del ingreso cuando:

ψNθ = (1− α)z(uK)αN−α

Note que el planificador social llega a la misma condición hallada descentralizadamente. De manera que:

Nθ

N−α =
(1− α)z(uK)α

ψ

Nθ+α =
(1− α)z(uK)α

ψ
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N∗ =

(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ+α

Sabiendo el valor de N que garantiza el vaciado de mercados, se procede a averiguar los otros elementos
que conforman el equilibrio competitivo general:

K∗ =K

Y ∗ = z(uK∗)αN∗1−α ⇒ Y ∗ =z(uK)α
(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ−α

1−α

c∗ = Y ∗ ⇒ c∗ =z(uK)α
(
(1− α)z(uK)α

ψ

) 1
θ−α

1−α

Para el planificador social no hay precios, entonces no hay ni w ni r.
¿Se cumplen los teoremas del bienestar? → Śı. ¿Por qué? Observe que el primer teorema dice que todo

equilibrio general del modelo estudiado, es un óptimo de Pareto. Esto se puede traducir de otra forma:
las condiciones de equilibrio general son iguales a las condiciones de optimalidad de un planificador social.
Rev́ısese que tanto en el equilibrio competitivo general como en el problema del planificador social, se llegó a
la misma asignación del vector [C∗, Y ∗, N∗,K∗]. De manera que las condiciones del ECG y dle planificador
social coinciden, aunque una es una manera centralizada de alcanzarlo y otra es descentralizada.

Con respecto al segundo teorema, este dice que existe un sistema de precios con el cual se puede construir
un equilibrio general igual al óptimo del planificador social. Nótese que gráficamente el modelo se ve aśı:

−G

Y

c+G

h

ll∗

c∗

Frontera
de
posiblidades

de
producción

Nótese que la frontera de posiblidades de producción representa todas las posiblidades de equilibrio
competitivo general en esta economı́a. Sin embargo, note que existe la posibilidad de alcanzar óptimos de
Pareto distintos al equilibrio competitivo general. Es aśı que si sigue la ley de Walras y se vaćıan todos los
mercados, necesariamente eso va a ser un óptimo de Pareto, pero no necesariamente va a ser un punto del
equilibrio competitivo general de este modelo. Es aśı que se podŕıan hallar óptimos de Pareto que vaćıen
el mercado sin que estos sean el equilibrio competitivo general: recuerde el primero teorema del bienestar:
”todo equilibrio competitivo general es óptimo de Pareto, pero no todo óptimo de Pareto es un equilibrio
competitivo general necesariamente”. Es aśı que el segundo teorema también se cumple.

Ejercicio 102 [N-agentes con función de utilidad cuasilineal con 2 bienes2]. Considere una economı́a con n
individuos, cada uno con una función de utilidad dada por

Ui = xi + ln yi.

Cada uno tiene una dotación igual a (x̄i, ȳi).

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)



22.1. CAJA DE EDGEWORTH 319

1. Encuentre los precios de equilibrio para esta economı́a.
→ Condición de equilibrio marginal:

TMSixy =
1

yi
=
px
py

⇒ yi =
py
px

Como todos los agentes tienen la misma demanda de yi, entonces:

ȳ =

n∑
i=1

yi = n · py
px

⇒ px
py

=
ȳ

n

Por la ley de Walras, este valor de px
py

garantiza que se cumple

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

x̄i.

2. Encuentre la curva de contrato.
→ Como todos los agentes consumen la misma cantidad óptima de y, entonces:

yi =
ȳ

n

Esa es la condición que define la curva de contrato en este caso: todos los agentes consumen la misma
cantidad de y.

Ejercicio 103 [Una economı́a con n-agentes y 2 bienes3]. N individuos posee cada uno la función de utilidad

Ui =
xi
2

+ y0,5i .

1. Los precios de equilibrio de esta economı́a.
→ Los precios de equilibrio son:

TMSi =
1

2
√
yi

=
px
py

⇒ √
yi =

py
px

⇒ yi =

(
py
px

)2

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi =
1

n

n∑
i=1

(
py
px

· i
)2

=

(
py
px

)2

· 1
n

n∑
i=1

i2

Como
n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

entonces:

ȳ =

(
py
px

)2

· n(n+ 1)(2n+ 1)

6n
=

(
py
px

)2

· (n+ 1)(2n+ 1)

6
⇒ px

py
=

(
6ȳ

(n+ 1)(2n+ 1)

)1/2

2. La curva de contrato para dos individuos representativos.
→ La curva de contrato seŕıa:

TMSi = TMSk ⇒ ȳ − yi
i

=
ȳ − yk
k

⇒ yi = ȳ − i

k
(ȳ − yk)

⇒ yi =
i2

k2
yk +

(
1− i2

k2

)
ȳ =

i2ȳ

k2 + i2

3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Ejercicio 104 [N-agentes con función de utilidad Cobb-Douglas con 2 bienes4]. Considere una economı́a con
n individuos, cada uno con una función de utilidad dada por

Ui = xαi
i y

1−αi
i .

Cada uno tiene una dotación igual a (x̄i, ȳi).

1. Encuentre los precios de equilibrio para esta economı́a.
→ Condición de equilibrio marginal:

TMSixy =
αix

αi−1
i y1−αi

i

(1− αi)x
αi
i y

−αi
i

=
αiyi

(1− αi)xi
=
px
py

⇒ yi =

(
1− αi
αi

· px
py

)
xi

Restricción presupuestaria:

pxx̄i + py ȳi = pxxi + pyyi = pxxi + py

(
1− αi
αi

· px
py

)
xi =

px
αi
xi

Despejando xi:

xi =
αi
px

(pxx̄i + py ȳi)

Ley de Walras (no es necesario encontrar yi):

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi =
1

n

n∑
i=1

αi
px

(pxx̄i + py ȳi) =

n∑
i=1

αix̄i +
py
px

n∑
i=1

αiȳi

De ah́ı:

py
px

=
x̄−

∑n
i=1 αix̄i∑n

i=1 αiȳi

2. Encuentre la curva de contrato.
→ Volvemos a la condición de equilibrio:

yi =

(
1− αi
αi

· px
py

)
xi

Sustituyendo la expresión para px
py
:

αiyi
(1− αi)xi

=
px
py

=
x̄−

∑n
i=1 αix̄i∑n

i=1 αiȳi

Entonces, la curva de contrato está dada por:

yi =
1− αi
αi

xi

( ∑n
i=1 αiȳi

x̄−
∑n
i=1 αix̄i

)
Ejercicio 105 [Equilibrio General de una economı́a de dotación5]. Una economı́a está representada por n
individuos de dos tipos. La mitad de los individuos son de tipo A y poseen la siguiente función de utilidad

U(xA, yA) = mı́n{xA, yA}.

La otra mitad de individuos son de tipo B y tienen una función de utilidad

U(xB , yB) = xB + ln yB .

La dotación global de x y de y son idénticas y todos los individuos son dotados con la misma cantidad de x
y de y.

4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
5Ejercicio tomado de Casasola (2024)



22.1. CAJA DE EDGEWORTH 321

1. Encuentre los precios de equilibrio general para esta economı́a y demuestre cuál será el consumo de equilibrio
para cada tipo de individuo.
→ Se sabe que las dotaciones deben cumplir:

X̄ = Ȳ = ω

Agente representativo A

ωAx =
ω

n
= ωAy

uA = mı́n{xA, yA} ⇒ xA = yA

Restricción presupuestaria:

pxxA + pyyA =
ω

n
(px + py)

xA(px + py) =
ω

n
(px + py) ⇒ xA =

ω

n
= yA

Agente representativo B

ωBx =
ω

n
= ωBy

uB = xB + ln yB

FOC:

1

yB
=
px
py

⇒ yB =
py
px

Restricción presupuestaria:

pxxB + pyyB =
ω

n
(px + py)

xB =
ω

npx
(px + py)−

py
px

=
ω

n
+
ω

n

py
px

− py
px

Condición de equilibrio: mercado de x y y
Como hay n

2 agentes tipo A y n
2 tipo B:

ω =
n

2
xA +

n

2
xB ∧ ω =

n

2
yA +

n

2
yB

=
n

2
· ω
n
+
n

2

(
ω

n
+
ω

n
· py
px

− py
px

)
=
ω

2
+
ω

2
+
ω

2
· py
px

− n

2
· py
px

Agrupando:

ω = ω +
(ω
2
− n

2

)
· py
px

⇒
(ω
2
− n

2

)
· py
px

= 0

Entonces:

py
px

=
n

ω

Consumos de equilibrio:

xA = yA =
ω

n

xB = yB =
ω

n
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2. A partir de la dotación inicial y utilizando el equilibrio encontrado en el inciso anterior, muestre cómo seŕıa
el punto inicial, punto final, la zona de comercio, y la curva de contrato entre un individuo tipo A y un
individuo tipo B.
→ La Caja de Edgeworth con los elementos indicados seŕıa la siguiente:

Ejercicio 106 [N -agentes y m + 1 bienes6]. Una economı́a está compuesta por 2 individuos quienes tienen
la siguiente función de utilidad en n bienes:

U(x1, . . . , xn) = x1 +

n∑
i=2

lnxi

1. Encuentre los precios de equilibrio para cualquier dotación arbitraria.
→ Se tiene que:

TMSixyj =
i

2 ȳji
=

px
pyj

⇒ ȳji =
2

i

px
pyj

n∑
i=1

ȳji ≡ ȳj =

n∑
i=1

2

i

px
pyj

⇒ px
pyj

=
ȳj

2
∑n
i=1

1
i

6Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Una economı́a con producción

Ejemplo 54 [Robinson Crusoe y los cocos1]. Suponga que Robinson Crusoe produce y consume pescado (F)
y cocos (C). Asuma que, durante un cierto peŕıodo, ha decidido trabajar 200 horas y no le importa si pasa
este tiempo pescando o recolectando cocos. La producción de Robinson para peces viene dada por F =

√
ℓF

y para los cocos por C =
√
ℓc , donde ℓF y ℓC son la cantidad de horas dedicadas a pescar o a recolectar

cocos. En consecuencia, ℓF + ℓC = 200. La utilidad de Robinson Crusoe para pescado y cocos viene dada
por u(F,C) =

√
F · C.

Si Robinson no puede comerciar con el resto del mundo, ¿cómo elegirá asignar su trabajo? ¿Cuáles serán los
niveles óptimos de F y C? ¿Cuál será su utilidad? ¿Cuál será el RPT (del pescado para los cocos)?

F =
√
ℓF ⇔ F 2 = ℓF

C =
√
ℓC ⇔ C2 = ℓC

∴ F 2 + C2 =200

⇔ 200− F 2 =C2

RTP =− ∆C

∆F
=
F

C

TMSSF,C =
1
2F

−1
2 C

1
2

1
2F

1
2C

−1
2

TMSSF,C =
F

C

Para encontrar los niveles óptimos de F y C, la tasa marginal de transformación y la tasa marginal de
sustitución deben ser iguales, es decir, RTPL,C = TMSSL,C , de forma tal que igualando:

F

C
=
C

F

⇔ F 2 =C2

⇔ F 2 =200− F 2

⇔ 2F 2 =200

⇔ F 2 =100

⇔ F =± 10

1Ejercicio tomado y transcrito de Mendoza, Daniel (2020)
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Luego de descartar la alternativa negativa, se tiene que:

F =10

C =10

Ahora bien, como la asignación del trabajo se determina por F 2 = ℓF ∧ C2 = ℓC , entonces dedicará 100
horas a cada uno.
En cuanto a la utilidad, u(F,C) =

√
F · C ⇔ u(10, 10) = 10. Por último, dado que los niveles óptimos de

pescado y cocos son iguales, el RTP del pescado para los cocos igual a 1.

Suponga ahora que se abre el comercio y Robinson puede comerciar pescado y cocos a una relación de precios
de pF

pC
= 2

1 . Si Robinson continúa produciendo las cantidades de F y C de la parte (a), ¿qué elegirá consumir
una vez que tenga la oportunidad de comerciar? ¿Cuál será su nuevo nivel de utilidad?
Dada la relación de precios, Robinson decidirá consumir en las cantidades tales que:

TMSSF,C =2

⇔ C

F
=2

⇔ C =2F

Junto con esto, la recta presupuestaria de Robinson ante esta relación de precios es:

2F + C =2 · 10 + 10

⇔ 2F + C =30

Sustituyendo C = 2F , se tiene que:

4F =30

F =7,5

Y como C es del doble de F, el consumo de C es de 15. Además, el nuevo nivel de utilidad será: u(7,5, 15) =
15

√
2

2 . En este caso, Robinson se encuentra en una situación que le genera más utilidad que en el inciso (a),
por lo que es más conveniente que este.

¿Cómo respondeŕıa usted ante el cambio de la parte (b) si Robinson ajusta su producción para aprovechar
los precios mundiales?
En el caso de que Robinson ajustara su producción tendŕıa que producir de forma que:

RTP =
F

C
= 2 ⇔ F = 2C ⇔ F 2 = 4C2

⇔ 200− C2 = 4C2 ⇔ 40 = C2

Cp = 2
√
10

Fp = 4
√
10

Debido a la nueva relación de precios y al cambio en las cantidades producidas, la nueva restricción presu-
puestaria de Robinson Crusoe es la siguiente:

2FC + CC = 2Fp + Cp ⇔ 2FC + CC = 2 · 4
√
10 + 2

√
10

⇔ 2FC + Cc = 10
√
10

CC + Cc = 10
√
10

⇔ CC = 5
√
10

⇔ FC =
5
√
10

2

Además, el nuevo nivel de utilidad será de 5
√
5. Este es el caso más deseable para Robinson Crusoe ya que

produce dentro de su frontera de posibilidades de producción, pero consumo fuera de ella, en un punto donde
su utilidad es mayor que en (a) y (b). Por lo tanto, este es el mejor de los tres casos.
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Grafique sus resultados para las partes (a), (b) y (c).

Ejercicio 107 [Teoremas del comercio2].

Ejercicio 108 [Teoremas del comercio y función de mı́nimos3].

Ejercicio 109 [Teoremas del comercio y producción con dotación4].

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)
3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Parte IV

Equilibrio de Mercado
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El primer gran tema de estudio en la teoŕıa microeconómica es una especie de repaso muy básico de
un tema del curso de introducción a la economı́a: el equilibrio de mercado. Para efectos de este curso, será
útil pensar en un mercado como una institución en la cual interactúan dos grandes elementos o fenómenos:
la oferta y la demanda. A partir de este gran modelo básico y primitivo de lo que es un mercado, se
pueden introducir complicaciones o elementos adicionales: un gobierno, impuestos de suma fija, impuestos
proporcionales, externalidades, subsidios, etc.

Para estos efectos, es importante tomar en cuenta que la teoŕıa microeconómica requiere de un instru-
mental matemático fundamental: el cálculo. Además, con respecto a cursos anteriores, este curso implica
un gran cambio fundamental: a partir de ahora, lo normal será el uso de las funciones multivariables. Esto
quiere decir que entonces a menudo será fundamental también conocer el instrumental básico del álgebra
lineal y el cálculo en varias variables.

Este caṕıtulo, además de introducir el tema de equilibrio de mercado, será la última oportunidad para
repasar el instrumental matemático pre-cálculo aśı como una ligera introdución al cálculo en varias variables.

En esencia, puede entenderse un equilibrio de mercado como una situación particular: una situación o
estado en el cual hay una falta de tendencia al cambio, razón por la cual, al análisis del equilibrio de mercado
suele conocerse como análisis estático. De momento, no se hacen consideraciones éticas o morales de dicho
estado equilibrio (si es deseable, no deseable, injusto, moral, etc.), sino que lo importante, de momento, es
comprender que el equilibrio es una situación en la cual, de mantenerse las variables externas fijas, tenderá
a mantenerse en perpetuidad.
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Caṕıtulo 24

Modelos económicos

Un modelo económico es una marco anaĺıtico deliberadamente simplificado cuyo propósito es ser una
representación de la economı́a real. De esta manera, todo modelo económico es una abstracción de la realidad,
y por tanto, necesariamente implicará una selección de factores y relaciones por estudiar en el modelo, dado
que, en principio, seŕıa (prácticamente) imposible incorporar en un modelo todas las posibles interrelaciones
que ocurren en la realidad económica.

Inicialmente, los modelos económicos eran de orden intuitivo y poĺıtico, y con el pasar de los años, estos
han ido evolucionando, adquiriendo cada vez más complejidad, principalmente por medio de la introducción
de las matemáticas. Aśı, las relaciones y condiciones asumidas para un determinado modelo económico-
matemático, generalmente son planteadas mediante ecuaciones que describen la estructura del modelo.

Es por esta razón que es una sana práctica, antes de comenzar propiamente con los modelos, estudiar
cómo funcionan estos modelos. Generalmente, estos modelos contienen variables, constantes y parámetros.

Definición 41 [Variable]. Se define como variable a aquel valor que no permanece inalterado o cambia. El
valor de una variable suele variar según los parámetros y alcances de un problema determinado. Generalmente
se le denota a las constantes con las letras: z,y,x... En economı́a, algunas variables, por ejemplo, pueden ser:
el precio, la cantidad, los bienes, los insumos, etc.

Lo usual es que, si un modelo económico está correctamente construido, este debe poder ser solucionado
de tal manera que se puedan obtener una serie de valores que solucionen cierto conjunto de variables. Dichas
variables del modelo, son variables llamadas endógenas. Sin embargo, también es posible que el modelo
asuma la presencia de ”fuerzas.externas al modelo, las cuales se asumen como dadas, las cuales se llaman
variables exógenas.

Es común ver que las variables, en ocasiones, aparezcan combinadas o al lado de constantes, como por
ejemplo 7p o 5q.

Definición 42. Se define como constante a aquel valor que permanece inalterado o no cambia. Independien-
temente de que no se sepa su valor, el valor de una constante permanece fijo. Es decir, una constante es
la ant́ıtesis de una variable. Es decir, que las constantes pueden ser valores denotados por números, pero,
también pueden ser representadas simbólicamente. Generalmente se le denota a las constantes con las letras:
a,b,c... Cuando una constante aparece unida a una variable, se le suele llamar a la constante como coeficiente
de la variable.

En ocasiones, para alcanzar mayores grados de abstracción, las constantes de un modelo no tienen asig-
nados valores espećıficos, por lo que se representan simbólicamente en lugar de numéricamente. En estos
casos, las constantes pueden variar, como las variables, pero para efectos del modelo, son asumidos como
valores constantes desconocidos, por lo que se les conoce como parámetros.
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Caṕıtulo 25

Equilibrio parcial de mercado: un
modelo lineal

El problema de un equilibrio parcial, usualmente se reduce a hallar el conjunto de variables endógenas
(precio y cantidad) que garanticen una condición de equilibrio para el modelo. De esta manera, en este
primer tema se estudiará el análisis de mercados aislados.

Aśı, en el mercado de una determinada mercanćıa o servicio cualquiera, se definen 4 variables endógenas:

Precio de demanda

Precio de oferta

Cantidad demandada

Cantidad ofrecida

La condición de equilibrio en estos modelos se define como el estado o situación en que el exceso de
demanda, es igual a 0. Esta condición se resume bajo la siguiente ecuación:

Qs = Qd ⇔ Qs −Qd = 0 (25.1)

Esta condición de equilibrio también es conocida como condición de vaciado de mercado.
Aśı, Qs y Qd se definen como funciones del precio ofrecido y del precio demandado respectivamente. La

función de demanda Qd(Pd) es una función lineal decreciente en precio, mientras que la función de oferta
Qs(Ps) es una función lineal creciente en precio. Además, es necesario añadir una condición adicional: el
mercado ocurre y transa siempre y cuando el precio al cual se tranza la mercanćıa o servicio, sea positivo.
De lo contrario, el mercado no puede existir.

Geométricamente, el equilibrio de mercado se puede observar como sigue:

a
Qd = a− bp
(demanda)

Qs = c+ dp
(oferta)

c

Q∗ = Q∗
d = Q∗

s

p∗ = p∗d = p∗s
p

Q

Matemáticamente, el modelo se escribe de la siguiente manera:

Qd = Qs

Qd = a− bp (a, b > 0)

Qs = c+ dp (d > 0)

(25.2)
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Note que en la función de oferta, el parámetro c puede ser positivo, negativo o igual a 0, ante lo cual la
gráfica de la función variará correspondientemente. Note que quizá el supuesto donde c < 0 seŕıa el que mejor
represente la condición necesaria de un precio positivo para que ocurra el mercado. Además, la necesariedad
de que d > 0 sea estrictamente positiva, representa la relación positiva y creciente entre la cantidad ofrecida
y el precio ofrecido. Sin embargo, más adelante se estudiará la posibilidad de que la pendiente de la curva
de oferta, sea perfectamente horizontal, es decir d = 0.

En el caso de la función de demanda, b śı debe ser necesariamente positivo, para que −b < 0, es decir,
que su opuesto debe ser negativo, y con ello la pendiente de la función de demanda siempre ha de ser
negativa, esto en representación de que, existe una relación inversa entre la cantidad demandada y el precio
demandado.

Nótese que, de en apego a la convención matemática, en una función de la forma y = f(x), la variable
dependiente, es decir y, se grafica en el eje vertical, mientras que la variable indepediente x, es graficada en
el eje horizontal. En el caso anterior, al representarse una función de la forma Q = f(p), la cantidad q se
grafica verticalmente mientras que el precio p, horizontalmente.

En ocasiones, se recurrirá a una notación de la forma p = f(Q), es decir, el precio en función de la
cantidad, por lo que el precio se graficaŕıa en el eje vertical y la cantidad en el eje horizontal.

La solución de un modelo de equilibrio, consiste en hallar los valores de equilibrio de las variables endóge-
nas. Dichas variables, al encontrar los valores de equilibrio, deben garantizar las igualdades anteriormente
expuestas al evaluar o sustituir dichos valores de equilibrio.

Para efectos prácticos, la condición de equilibrio de mercado señala que, en el equilibrio, tanto la cantidad
ofrecida como la cantidad demandada han de ser iguales, lo mismo para el precio. Por lo tanto, el sistema
de ecuaciones arriba, puede ser reducido evaluando y sustituyendo una ecuación en otra.

En el equilibrio, Q∗ = Q∗
s = Q∗

d, a partir de lo cual, geográficamente también se puede ver que en ese
punto p∗ = p∗s = p∗d. Esta segunda expresión es más útil en el caso en el que se tengan funciones de la forma
p = f(Q). Ahora, en el caso de una función de la forma Q = f(p), la condición de equilibrio de mercado
señala que Q∗ = Q∗

s = Q∗
d:

Q∗ = Q∗
s = Q∗

d ⇔ a− bp = c+ dp

a− c = dp+ bp⇔ a− c = p(d+ b)

a− c

d+ b
= p∗

(25.3)

Nótese que la expresión del precio de equilibrio hallada, depende únicamente de parámetros, lo cual sign-
fica que, si los valores para dichos parámetros han sido dados, una solución numérica para p∗ puede ser
expĺıcitamente encontrada.

Observe que, geométricamente, a > c, por lo que la expresión a − c > 0 siempre será positiva, extricta-
mente. Esto es indistamente del valor de c y de su signo, por lo cual, el numerador de la expresión siempre
será positivo, y el denominador es una suma de positivos, haciendo que el precio de equilibrio siempre sea
positivo, lo cual es consistente con el modelo.

En palabras sencillas, lo que se hizo fue aplicar la condición de equilibrio, para suponer que ambos precios
y ambas cantidades, en el equilibrio, han de ser iguales, lo cual permite plantear un sistema de dos ecuaciones
con dos variables, permitiendo plantear ambas ecuaciones en términos de la misma variable Q, para igualarlas
entre ellas y simplemente despejar la variable restante, en este caso, el precio.

Ahora, sabiendo el precio de equilibrio, dicha expresión puede ser ahora sustituida en cualquiera de las
dos funciones de demanda o oferta, y ah́ı averiguar la cantidad de equilibrio.

Aśı:

Q∗
d = a− bp∗ ⇔ Q∗

d = a− b

(
a− c

d+ b

)
Q∗
d = a− b(a− c)

d+ b
⇔= Q∗

d = a− ab− bc

d+ b

Q∗
d =

a(d+ b)− [(ab− bc)]

d+ b
⇔ Q∗

d =
ad+ ab− ab+ bc

d+ b

Q∗
d =

ad+ bc

d+ b

(25.4)
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Observe qué hubiera pasado si más bien se hubiera sustituido en la función de la cantidad ofrecida:

Q∗
s = c+ dp∗ ⇔ Q∗

s = c+ d

(
a− c

d+ b

)
Q∗
s = c+

d(a− c)

d+ b
⇔ Q∗

s = c+
ad− cd

d+ b

Q∗
s =

c(d+ b) + ad− cd

d+ b
⇔ Q∗

s =
cd+ bc+ ad− cd

d+ b

Q∗
s =

bc+ ad

d+ b
⇔ Q∗

s =
ad+ bc

d+ b

(25.5)

Observe que la expresión para la cantidad ofrecida es la misma que se encontró en la cantidad demandada.
Es decir, que la cantidad de equilibrio es la misma indistintamente de si se evalúa el precio de equilibrio en

la cantidad demandada o en la cantidad ofrecida, lo cual refuerza la idea de que en el equilibrio, la cantidad
de equilibrio es la misma tanto para la oferta como para la demanda.

Ahora, observe que en la expresión de la cantidad de equilibrio, el denominador es una suma entre d y
b, y al ser ambos positivos, la suma será también positiva. Ahora, para que en el mercado se trance una
cantidad positiva, deberá ser el caso que ad > bc, puesto que como señaló anteriormente, podŕıa ser el caso
que c < 0, por lo que podŕıa tenerse una expresión como ad − bc, y aśı, se garantiza que la intersección
entre la oferta y la demanda, sea por encima del eje horizontal, es decir, que haya una cantidad de equilibrio
positiva tranzada.
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Caṕıtulo 26

La función de demanda

1 Para efectos de este caṕıtulo2, resulta útil pensar en la demanda como una relación entre dos
grandes elementos: la cantidad demandada y el precio. Dicha relación, puede ser representada por medio de
una ecuación, a la cual se le conocerá como función de demanda.

Tómese entonces una ecuación de demanda básica como una ecuación de la forma:

q = a− bp (26.1)

Nótese que para este primer caṕıtulo, por una cuestión meramente ilustrativa y de simplicidad, se presenta
una ecuación de demanda como una relación lineal e inversa entre la cantidad demandada (q) y el precio (p).
Nótese que la simplicidad radica en la similitud presente con la función lineal tradicional estudidada desde
el colegio.

Es aśı que entonces si esta ecuación se tratase como una función, y se tratase de de graficar esta repre-
sentación lineal, se obtendŕıa algo similar de la siguiente manera:

Figura 26.1: Una demanda lineal tradicional básica

Nota algo particular? Recuerde que en las funciones de la forma f(x) = y, la variable y, es dependiente de
la variable x, siendo que entonces x es una variable independiente. A esto se le suele conocer como función de
demanda: una función en donde la demanda queda en función del precio. Nótese que esto, matemáticamente,
seŕıa decir que la cantidad (q) es la variable dependiente del precio (p), que seŕıa la variable independiente.

Nótese que según lo que se ha aprendido tradicionalmente, las funciones f(x) = y se suelen graficar
de manera que la variable independiente se grafica en el eje horizontal (eje de las abscisas), y la variable
dependiente se grafica verticalmente (eje de las ordenadas).

1Consultar : Vicuña, 2017
2Es importante tener presente que para la gran parte de este curso, la tendencia será utilizar el cálculo multivariable y las

funciones, no las ecuaciones.
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Figura 26.2: Una función de demanda que representa al precio como variable dependiente de la cantidad

Ahora, recuerde que por ley de demanda, debe ser que haya una relación inversa entre la cantidad
demandada y el precio, lo cual śı se ve reflejado en la ecuación de demanda presentada. Sin embargo, es hora
de introducir uno de los conceptos más importantes de la economı́a: la demanda marshalliana.

De momento, lo importante a saber sobre las demandas de Marshall radica en un elemento gráfico y no
tanto matemático:

Nótese ahora, que se está presentando a la demanda como una relación en la cual el precio es la variable
dependiente de la cantidad, puesto que se está graficando la función con el precio en el eje de las ordenadas.

Sin embargo, observe que la forma de la función de demanda tiene al precio como la variable indepen-
diente, y es la cantidad que depende del precio, sin embargo, las demandas marshallianas se grafican con el
precio como variable dependiente de la cantidad, lo cual no correspondeŕıa con la función presentada.

Esto se hace aśı por una conveniencia gráfica, lo cual quedará más claro cuando se introduzca el tema de
la oferta, la cual presenta una relación positiva entre el precio y la cantidad, por lo cual, gráficamente será
más conveniente verlo en términos de demandas marshallianas.

26.1. Elasticidad de demanda

La elasticidad es una medida de sensibilidad o de respuesta de una variable ante un cambio en otra
variable relacionada. A continuación se introducen algunas de las medidas de elasticidad más comunes para
la elasticidad.

Definición 43 [Elasticidad]. Def́ınase la elasticidad de la demanda como el cambio porcentual en una variable
ante un cambio porcentual en otra variable.

26.1.1. Elasticidad precio

La elasticidad precio es una medida de sensiblidad de la cantidad demandada ante un cambio en el precio.

Definición 44. Def́ınase la elasticidad precio de la demanda como el cambio porcentual en la cantidad
demandada ante un cambio en el precio.

E =
dq

dp

p

q
(26.2)
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26.1.2. Clasificación de la elasticidad precio

Demanda perfectamente inelástica E = 0 ⇒ una variación en el precio no provoca cambios en la cantidad
demandada.

Figura 26.3: Una función de demanda perfectamete inelástica

Demanda inelástica E < 1 ⇒ la variación porcentual en el precio es mayor que la variación porcentual en la
cantidad.

Figura 26.4: Una función de demanda inelástica

Demanda de elasticidad unitaria E = 1 ⇒ la variación porcentual en el precio es igual a la variación
porcentual en la cantidad demandada.

Figura 26.5: Una función de demanda de elasticidad unitaria
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Demanda elástica E > 1 ⇒ la variación porcentual en el precio es menor que la variación porcentual en la
cantidad.

Figura 26.6: Una función de demanda elástica

Demanda perfectamente elástica E = ∞ ⇒
Si el precio es superior al precio de equilibrio entonces la cantidad demandada es cero

Si el precio es igual al precio de equilibrio la cantidad demandada ∈ [0,+∞[

Si el precio es menor al precio de equilibrio entonces la cantidad demandada es infinita, se indefine

Figura 26.7: Una función de demanda perfectament elástica
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26.1.3. Elasticidad precio para un precio fijo

Dado que lo que se quieren examinar son cambios porcentuales, se puede expresar la elasticidad precio
de la demanda, dado un precio fijo p̂, de la siguiente manera:

E =
q1 − q0
p1 − p̂

p̂

q1
(26.3)

Haciendo estática comparativa en aras de alcanzar un resultado general, suponga el siguiente escenario en
el cual se comparan varias demandas que comparten un mismo precio de comparación p̂. La intención es
encontrar alguna forma en la que se pueda, gráficamente, distinguir distintas funciones de demanda con base
en sus elasticidades precio:

Figura 26.8: Varias funciones de demanda intersecadas por un mismo precio p̂.

Observe que para estas demandas, también se tienen las respectivas cantidades alcanzadas al precio p̂
como a continuación:

Figura 26.9: Funciones de demanda y sus cantidades respectivas cantidades al precio p̂.

Ahora, procédase a encontrar las elasticidades precio para cada una de las funciones de demanda:

E1 = q1−0
p1−p̂

p̂
q1

⇒ E1 = �q1
p1−p̂

p̂

�q1
⇒ E1 = p̂

p1−p̂

E2 = q2−0
p2−p̂

p̂
q2

⇒ E2 = �q2
p2−p̂

p̂

�q2
⇒ E2 = p̂

p2−p̂

E3 = q3−0
p3−p̂

p̂
q3

⇒ E3 = �q3
p3−p̂

p̂

�q3
⇒ E3 = p̂

p3−p̂

Note que todas las elasticidades anteriores tienen el mismo numerador, lo único que vaŕıa es la expresión
del denominador. Ahora, note la relación existente entre los diversos precios: p3 > p2 > p1 > p̂, mientras que
para las cantidades se tiene que: q3 > q2 > q1.

Entonces, a partir de la relación de los precios, se puede decir entonces que:

|p3 − p̂| > |p2 − p̂| > |p1 − p̂|
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Note entonces que la la expresión del denominador de la primera elasticidad es menor que la de la segunda
elasticidad, y esta a su vez, es menor que la expresión del denominador de la tercera elasticidad. Y recuerde
que: ab >

a
c ∀b < c.

Es aśı que entonces se concluye que:

E1 > E2 > E3

Note que la conclusión general que se puede extraer de aqúı es que: a medida que una demanda
interseca el eje de precios más alto o más arriba, más inelástica es la elasticidad precio. Note
que para efectos de una función de demanda básica de la forma q = a− bp ⇒ p = a

b −
q
b , esto se traduce a

que mayor a
b , más inelástica la demanda. Recuerde que en las funciones de demanda de esta forma lineal,

a
b es la intersección con el eje de los precios, lo cual puede ser interpretado en términos económicos como la
máxima disposición a pagar por una mercanćıa.

Aśı pues, intuitivamente puede decirse que: a mayor máxima disposición de pago, menos inelástica en
términos de precio, es la demanda. Esto puede ser muy intuitivo, puesto que mientras mayor sea la máxima
disposición de pago, menos se verá afectada la cantidad demandada ante cambios en los precios.

26.1.4. Elasticidad precio para una cantidad fija

Dado que lo que se quieren examinar son cambios porcentuales, se puede expresar la elasticidad precio
de la demanda, dado una cantidad fija q̂, de la siguiente manera:

E =
q1 − q̂

p1 − p0

p̂

q1
(26.4)

Haciendo estática comparativa en aras de alcanzar un resultado general, suponga el siguiente escenario en
el cual se comparan varias demandas que comparten una misma cantidad de comparación q̂. La intención
es encontrar alguna forma en la que se pueda, gráficamente, distinguir distintas funciones de demanda con
base en sus elasticidades precio:
Observe que para estas demandas, también se tienen los respectivos precios alcanzados a la cantidad q̂ como

Figura 26.10: Varias funciones de demanda intersecadas por una misma cantidad q̂.

a continuación:
Ahora, procédase a encontrar las elasticidades precio para cada una de las funciones de demanda:

E1 = q1−q̂
p1−0

p̂
q̂ ⇒ E1 = q1−q̂

��p1
��p1
q̂ ⇒ E1 = q1−q̂

q̂

E2 = q2−q̂
p2−0

p̂
q̂ ⇒ E2 = q2−q̂

��p2
��p2
q̂ ⇒ E2 = q2−q̂

q̂

E3 = q3−q̂
p3−0

p̂
q̂ ⇒ E3 = q3−q̂

��p3
��p3
q̂ ⇒ E3 = q3−q̂

q̂

Note que todas las elasticidades anteriores tienen el mismo denominador, lo único que vaŕıa es la expresión
del numerador. Ahora, note la relación existente entre los diversos precios: p3 > p2 > p1, mientras que para
las cantidades se tiene que: q3 > q2 > q1 > q̂.

Entonces, a partir de la relación de las cantidades, se puede decir entonces que:

|q3 − p̂| > |q2 − p̂| > |q1 − p̂|
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Figura 26.11: Funciones de demanda y sus precios respectivos a la misma cantidad q̂.

Note entonces que la la expresión del numerador de la primera elasticidad es menor que el numeraodor
de la segunda elasticidad, y esta a su vez, es menor que la expresión del numerador de la tercera elasticidad.

Es aśı que entonces se concluye que:
E3 > E2 > E1

Note que la conclusión general que se puede extraer de aqúı es que: a medida que una demanda
interseca el eje de la cantidad más alto o más a la derecha, más elástica es la elasticidad
precio. Note que para efectos de una función de demanda básica de la forma q = a− bp⇒ p = a

b −
q
b , y la

intersección con el eje de la cantidad seŕıa de la forma 0 = a
b −

q
b ⇒ a

b = q
b ⇒ a = q esto se traduce a que

mayor a, más elástica la demanda. Recuerde que en las funciones de demanda de esta forma lineal, a es la
intersección con el eje de la cantidad.
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Caṕıtulo 27

La función de oferta

Para efectos de este caṕıtulo, resulta útil pensar en la oferta como una relación entre dos grandes
elementos: la cantidad ofrecida y el precio. Dicha relación, puede ser representada por medio de una función,
a la cual se le conocerá como función de oferta.

Tómese entonces una función de oferta básica como una ecuación de la forma:

q = c+ dp (27.1)

Figura 27.1: Tres posibles casos de una función de oferta

Es importante señalar que en el lado de la oferta, queda en evidencia una relación positiva entre el
precio y la cantidad ofrecida. Se suele decir que el área bajo la función de oferta representa los costos de la
producción.

27.1. Elasticidad de oferta

La elasticidad es una medida de sensibilidad o de respuesta de una variable ante un cambio en otra
variable relacionada. A continuación se introducen algunas de las medidas de elasticidad más comunes para
la elasticidad.

E =
dq

dp

p

q
(27.2)

Definición 45. Def́ınase la elasticidad precio de la oferta como el cambio porcentual en la cantidad ofrecida
ante un cambio en el precio.

27.1.1. Elasticidad precio

La elasticidad precio es una medida de sensiblidad de la cantidad ofrecida ante un cambio en el precio.

E =
dqs
dp

p

qs
(27.3)
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27.1.2. Clasificación de la elasticidad precio

Oferta perfectamente inelástica E = 0 ⇒ una variación en el precio no provoca cambios en la cantidad
demandada.

Figura 27.2: Una función de oferta perfectamete inelástica

Oferta inelástica E < 1 ⇒ la variación porcentual en el precio es mayor que la variación porcentual en la
cantidad.

Figura 27.3: Una función de oferta inelástica

Oferta de elasticidad unitaria E = 1 ⇒ la variación porcentual en el precio es igual a la variación porcentual
en la cantidad demandada.

Figura 27.4: Una función de oferta de elasticidad unitaria
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Oferta elástica E > 1 ⇒ la variación porcentual en el precio es menor que la variación porcentual en la
cantidad.

Figura 27.5: Una función de oferta elástica

Oferta perfectamente elástica E = ∞ ⇒
Si el precio es superior al precio de equilibrio entonces la cantidad ofrecio es infinita, se indefine

Si el precio es igual al precio de equilibrio la cantidad ofrecida ∈ [0,+∞[

Si el precio es menor al precio de equilibrio entonces la cantidad ofrecio es cero

Figura 27.6: Una función de oferta perfectament elástica

27.1.3. Elasticidad precio para un precio fijo

Dado que lo que se quieren examinar son cambios porcentuales, se puede expresar la elasticidad precio
de la oferta, dado un precio fijo p̂, de la siguiente manera:

E =
q1 − q0
p1 − p̂

p̂

q1
(27.4)

Haciendo estática comparativa en aras de alcanzar un resultado general, suponga el siguiente escenario en el
cual se comparan varias ofertas que comparten un mismo precio de comparación p̂. La intención es encontrar
alguna forma en la que se pueda, gráficamente, distinguir distintas funciones de demanda con base en sus
elasticidades precio:

Observe que para estas ofertas, también se tienen las respectivas cantidades alcanzadas al precio p̂ como
a continuación:

Ahora, procédase a encontrar las elasticidades precio para cada una de las funciones de oferta:

E1 = q1−0
p1−p̂

p̂
q1

⇒ E1 = �q1
p1−p̂

p̂

�q1
⇒ E1 = p̂

p1−p̂

E2 = q2−0
p2−p̂

p̂
q2

⇒ E2 = �q2
p2−p̂

p̂

�q2
⇒ E2 = p̂

p2−p̂

E3 = q3−0
p3−p̂

p̂
q3

⇒ E3 = �q3
p3−p̂

p̂

�q3
⇒ E3 = p̂

p3−p̂

Note que todas las elasticidades anteriores tienen el mismo numerador, lo único que vaŕıa es la expresión
del denominador. Ahora, note la relación existente entre los diversos precios: p3 > p2 > p1 > p̂, mientras que
para las cantidades se tiene que: q3 > q2 > q1.
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Figura 27.7: Varias funciones de oferta intersecadas por un mismo precio p̂.

Figura 27.8: Funciones de oferta y sus cantidades respectivas cantidades al precio p̂.

Entonces, a partir de la relación de los precios, se puede decir entonces que:

|p3 − p̂| < |p2 − p̂| < |p1 − p̂|

Note entonces que la la expresión del denominador de la primera elasticidad es mayor que la de la segunda
elasticidad, y esta a su vez, es mayor que la expresión del denominador de la tercera elasticidad. Y recuerde
que: ab >

a
c ∀b < c.

Es aśı que entonces se concluye que:
E1 < E2 < E3

Note que la conclusión general que se puede extraer de aqúı es que: a medida que una oferta interseca
el eje de precios más alto o más arriba, más elástica es la elasticidad precio. Note que para efectos
de una función de oferta básica de la forma q = c + dp ⇒ p = q

b −
c
b , esto se traduce a que mayor c

b , más
inelástica la demanda. Recuerde que en las funciones de oferta de esta forma lineal, cb es la intersección con
el eje de los precios, lo cual puede ser interpretado en términos económicos como el costo m ı́nimo a pagar
por producir una mercanćıa.

Aśı pues, intuitivamente puede decirse que: a menor costo por producir una unidad adicional, más inelásti-
ca en términos de precio, es la oferta. Esto puede ser muy intuitivo, puesto que mientras menor sea el costo
por producir una unidad adicional, menos se verá afectada la cantidad ofrecida ante cambios en los precios.

27.1.4. Elasticidad precio para una cantidad fija

Dado que lo que se quieren examinar son cambios porcentuales, se puede expresar la elasticidad precio
de la oferta, dado una cantidad fija q̂, de la siguiente manera:

E =
q1 − q̂

p1 − p0

p̂

q1
(27.5)

Haciendo estática comparativa en aras de alcanzar un resultado general, suponga el siguiente escenario en
el cual se comparan varias demandas que comparten una misma cantidad de comparación q̂. La intención



27.1. ELASTICIDAD DE OFERTA 349

es encontrar alguna forma en la que se pueda, gráficamente, distinguir distintas funciones de demanda con
base en sus elasticidades precio:
Observe que para estas demandas, también se tienen los respectivos precios alcanzados a la cantidad q̂ como

Figura 27.9: Varias funciones de oferta intersecadas por una misma cantidad q̂.

a continuación:

Figura 27.10: Funciones de ofertas y sus precios respectivos a la misma cantidad q̂.

Ahora, procédase a encontrar las elasticidades precio para cada una de las funciones de demanda:

E1 = q1−q̂
p1−0

p̂
q̂ ⇒ E1 = q1−q̂

��p1
��p1
q̂ ⇒ E1 = q1−q̂

q̂

E2 = q2−q̂
p2−0

p2
q̂ ⇒ E2 = q2−q̂

��p2
��p2
q̂ ⇒ E2 = q2−q̂

q̂

E3 = q3−q̂
p3−0

p3
q̂ ⇒ E3 = q3−q̂

��p3
��p3
q̂ ⇒ E3 = q3−q̂

q̂

Note que todas las elasticidades anteriores tienen el mismo denominador, lo único que vaŕıa es la expresión
del numerador. Ahora, note la relación existente entre los diversos precios: p3 > p2 > p1, mientras que para
las cantidades se tiene que: q3 > q2 > q1 > q̂.

Entonces, a partir de la relación de las cantidades, se puede decir entonces que:

|q3 − p̂| < |q2 − p̂| < |q1 − p̂|

Note entonces que la la expresión del numerador de la primera elasticidad es menor que el numeraodor
de la segunda elasticidad, y esta a su vez, es menor que la expresión del numerador de la tercera elasticidad.

Es aśı que entonces se concluye que:
E3 < E2 < E1

Note que la conclusión general que se puede extraer de aqúı es que: a medida que una oferta interseca
el eje de la cantidad más alto o más a la derecha, más inelástica es la elasticidad precio. Note
que para efectos de una función de oferta básica de la forma q = c+ dp ⇒ p = q

b −
c
b , y la intersección con

el eje de la cantidad seŕıa de la forma 0 = q
b −

c
b ⇒ a

b = q
b ⇒ c = q esto se traduce a que mayor c, más

inelástica la oferta.
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Caṕıtulo 28

El equilibrio en el mercado

Definición 46 [Mercado]. Def́ınase un mercado como el medio a través del cual se desarrolla el intercambio
de bienes y servicios entre demandantes y oferentes, ya sea directamente, o mediante la intervención de
intermediarios o instituciones.

Para efectos de este caṕıtulo, piénsese en un mercado como el escenario en el cual interactuúan la oferta
y la demanda, y eventualmente, el gobierno. Es en este mercado, en el cual se ha de alcanzar un equilibrio
y a partir del cual se define la cantidad y precio de equilibrio.

Dicho mercado puede ser alterado mediante la introducción de impuestos, subsidios, aranceles, etc.

Figura 28.1: Con un mercado en equilibrio se puede determinar la cantidad y el precio de equilibrio

Entonces el equilibrio en un mercado de oferta y demanda seŕıa el punto en el cual la oferta y la demanda
se igualan, siendo que las coordenadas de ese punto geométrico (q∗, p∗) son el precio y cantidad de equilibrio.

Ejemplo 55 [Ejemplo de mercado]. Suponga que en el mercado de una mercanciá se tienen las siguientes
funciones de oferta y demanda:

Demanda: q =12− 3p

Oferta: q =1 + 2p

Dicha situación de mercado se ve de la siguiente manera:
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p

q

5

D

S

4

12

¿Cuál es el equilibrio de ese mercado? → Nótese que las ecuaciones de oferta y demanda configuran un
sistema de ecuaciones lineales, el cual puede ser resuelto para encontrar el punto en el cual la oferta y la
demanda son iguales, es decir, el punto en el cual las rectas se intersecan.

q = 12− 3p

→ 12− 3p = 1 + 2p⇒ 11 = 5p⇒ 11
5 = p

q = 1 + 2p

Ahora, sabiendo que el valor de x que hace que la oferta y la demanda se igualen p = 11
5 , queda por encontrar

la cantidad de equilibrio correspondiente al punto de equililbrio, para lo cual se puede evaluar el valor p = 11
5

en cualquiera de las dos ecuaciones, pues ambas deben tener el mismo valor de q∗ para p = 11
5 .

q = 12− 3( 115 ) ⇒ q = 12− 33
5 ⇒ q = 60−33

5 ⇒ q = 27
5

q = 1 + 2( 115 ) ⇒ q = 1 + 22
5 ⇒ q = 5+22

5 ⇒ q = 27
5

Note que al evaluar el valor de p∗ en ambas ecuaciones se obtiene el mismo valor, lo cual era lo esperado,
sin embargo sólo era necesario evaluarlo en una (cualquiera) de las ecuaciones.

Ejemplo 56 [Catástrofe natural]. Suponga un mercado de venta de gasolina que se ve afectado por una
catástrofe. En dicho mercado, la oferta de gasolina era perfectamente inelástica e igual a 180 millones de
galones antes de la catástrofe y perfectamente inelástica e igual a 150 millones después de esta. Además, la
función de demanda, expresada en millones de galones, viene dada por Q = 240− 30P , donde P es el precio
en dólares que pagan los consumidores por cada galón de gasolina.

1. ¿Cuál seŕıa el precio de equilibrio de mercado de la gasolina antes y después de la catástrofe?
A continuación se plantean cada uno de los escenarios:

Antes de la catástrofe

En el equilibrio sucede que QD = QS , por lo tanto:

QD =QS

⇔ 240− 30p =180

⇔ 240− 180 =30p

⇔ 60 =30p

⇔ 2 =p

Y por lo tanto la cantidad de equilibrio seŕıa:{
Q∗ = 240− 30(2) ⇒ Q∗ = 240− 60 ⇒ Q∗ = 180

Q∗ = 180
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Note que al tratarse de una oferta perfectamente inelástica, la cantidad de equilibrio es la cantidad
ofrecida. En este caso, se dice que la oferta determina la cantidad ofrecida en el mercado pero la
demanda determina el precio.

p

q240

8

d

o

180

2

Después de la catástrofe

En el equilibrio sucede que QD = QS , por lo tanto:

QD =QS

⇔ 240− 30p =150

⇔ 240− 150 =30p

⇔ 90 =30p

⇔ 3 =p

Y por lo tanto la cantidad de equilibrio seŕıa:{
Q∗ = 240− 30(3) ⇒ Q∗ = 240− 90 ⇒ Q∗ = 150

Q∗ = 150

Note que, nuevamente, al tratarse de una oferta perfectamente inelástica, la cantidad de equilibrio
coincide con la cantidad ofrecida nueva.

p

q240

8

d

o

180

2

o′

150

3

exceso
demanda

2. Suponga que tanto antes como después, se cobra un impuesto de 10 centavos por cada galón de gasolina.
¿Cuánto dinero recibiŕıan los oferentes por galón de gasolina antes y después?
Nuevamente se procede a analizar los casos descritos:
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Impuesto antes de la catástrofe

Un impuesto se refleja como un encarecimiento para los demandantes, por lo cual la nueva curva de
demanda que refleja el impuesto es la siguiente:

QD
′
=240− 30p− 10

En el equilibrio sucede que QD
′
= QS , por lo tanto:

QD
′
=QS

⇔ 240− 30p− 10 =180

Impuesto después de la catástrofe

3. Suponga que, después del desastre, se suprimió el impuesto sobre la gasolina. ¿Cuántos ingresos dejaŕıa de
recaudar el Estado por suprimir el impuesto? ¿Quiénes se benefician y quiénes resultan perjudicados por la
supresión del impuesto?

4. Ahora, suponga que, después del desastre, se suprime el impuesto de 10 centavos en unos Estados, pero no
en otros. Los Estados en los que se suprime representan la mitad de la demanda total. Sea p el precio de
equilibrio para los consumidores de la parte del páıs en la que se suprime el impuesto. Formule una ecuación
de la demanda total en función de p. Halle el precio pagado por los consumidores de los estados que suprimen
el impuesto y el precio pagado por los consumidores de los estados que no suprimen el impuesto. ¿Cuánto
dinero reciben los oferentes por galón de gasolina vendido en cada estado?
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Los excedentes y la eficiencia de
mercado

29.1. Excedente del consumidor

Definición 47 [Excedente del consumidor]. Def́ınase el excedente del consumidor como la diferencia entre la
máxima disposición de pago del consumidor y el precio efectivo pagado por dicho consumidor.

Figura 29.1: El excedente del consumidor

29.2. Excedente del productor

Definición 48 [Excedente del consumidor]. Def́ınase el excedente del productor como la diferencia entre el
precio recibido por el productor y el costo de producción.

Ejemplo 57 [Impuesto y excedentes]. En un mercado perfectamente competitivo se consumen 250 unidades
a un precio de 1000 colones. La elasticidad precio de la oferta es de 0.4 y la elasticidad precio de la demanda
es de 2.

En una situación de equilibrio, determine el excedente del consumidor, el excedente del productor y el
excedente total.

funciones directas

{
QD = a− bP

QS = c+ dP

funciones inversas

{
PD = a

b −
QD

b

PS = QS

d − c
d

355
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Figura 29.2: El excedente del productor

ηD =
∂QD
∂P

· P

QD
⇒ −2 =− b · 1000

250
⇒ b =

1

2

ηS =
∂QS
∂P

· P
QS

⇒ 0,4 =d · 1000
250

⇒ d =
1

10

• Funciones de oferta y demanda directas

QD =750− 1

2
PD

QS =250 +
1

20
PS

• Funciones de oferta y demanda inversas

PD =1500− 1

2
QD

PS =10QS − 1500

En el equilibrio:

PS =PD = P ∗

⇔ 1500− 1

2
Q∗ =10Q∗ − 1500

⇔ 1500 + 1500 =
1

2
Q∗ + 10Q∗

⇔ 3000 =
Q∗ + 20Q∗

2

⇔ 3000 =
21Q∗

2
⇔ 6000 =21Q∗

⇔ 285,71 =Q∗ ⇒ P ∗ = 1357,145

Ahora, suponga que el gobierno está valorando implementar o no un impuesto unitario de 200 colones. Calcule
cómo variaŕıan todos los excedentes, cuál seŕıa el costo en bienestar y el precio que paga cada agente.
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P ′
D =PS + t⇒ 1500− 1

2
QD = 10QS − 1500 + 200

1500− 1

2
Q∗ =10Q∗ − 1500 + 200

1500− 1

2
Q∗ =10Q∗ − 1300

1500 + 1300 =10Q∗ +
1

2
Q∗

2800 =
20Q∗ +Q∗

2

2800 =
21Q∗

2
5600 =21Q∗

800

3
=Q∗

⇒ PS =1166,67

⇒ PD =1366,67

Ahora, para ver el costo en el bienestar, habŕıa que examinar los cambios en los excedentes:

• Excedente del consumidor

∆EC =

( 400
3 · 800

3

2

)
− 62500

=− 402500

9
=− 44722,22

• Excedente del productor

∆EP =

[( 800
3 · 800

3

2

)
+

(
150 · 3500

3

2

)]
− 200000
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Caṕıtulo 30

Las imperfecciones del mercado:
impuestos, subsidios y externalidades

30.1. Impuestos

30.1.1. Impuestos de suma fija

Suponga que para el caso del mercado de la mercancíıa cualquiera estudiado anteriormente, se dedecide
introducir un impuesto.

30.1.1.1. Impuesto a los demandantes

El efecto general que tienen los impuestos sobre la demanda es que la desplazan hacia la izquierda en la
misma proporción que el monto del impuesto.

q = a− bp− t (30.1)

Note que al ser t un término constante, la función de demanda quedará de la forma q = (a− t) + bp, lo cual
en última instancia corresponde a un desplazamiento hacia la izquierda de la función de demanda, o en otras
palabras, una reducción de la demanda. Nótese que, como consecuencia del impuesto sobre la demanda, la

Figura 30.1: El efecto de un impuesto de suma fija sobre la demanda

cantidad y precio de equilibrio se disminuyen en comparación al escenario en el que no hay impuesto, razón
por la cual se habla de que los impuestos generan una pérdida de eficiencia.

Ejemplo 58 [Impuesto de suma fija unitario]. Inicialmente, se introduce un impuesto de suma fija por una
unidad monetaria por cada unidad consumida que decidan adquirir las personas demandantes. ¿Qué efecto
tiene esto? → Note que ahora por cada unidad comprada, los demandantes deberán pagar una unidad
adicional monetaria, por lo que en esencia, los compradores perciben que el precio de la mercanćıa ha subido

359
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en una unidad. De manera que ahora ha cambiado la relación de cantidad demandada por precio, de manera
que la demanda ha cambiado de la siguiente manera:

q = 12− 3p− 1

→ 12− 3p− 1 = 1 + 2p⇒ 10 = 5p⇒ 10
5 = p⇒ 2 = p

q = 1 + 2p

De tal manera que la cantidad de equilibrio seŕıa q = 1+ 2(2) ⇒ q = 5 Note que ahora esta nueva situación
se ve de la siguiente manera:

p

q
2

5

D

S

D′

Note que la demanda original (en negro) se ha desplazada hacia la izquierda, y la nueva demanda (en rojo)
ahora interseca con la curva de oferta en un precio y cantidad de equilibrio menores que bajo el escenario
original sin impuesto.

30.1.1.2. Impuesto a los oferentes

El efecto general que tienen los impuestos sobre la oferta es que la desplazan hacia la izquierda en la
misma proporción que el monto del impuesto.

q = c+ dp+ t (30.2)

Note que al ser t un término constante, la función de oferta quedará de la forma q = (a− t) + bp, lo cual en
última instancia corresponde a un desplazamiento hacia la izquierda de la función de demanda, o en otras
palabras, una reducción de la demanda. Nótese que, como consecuencia del impuesto sobre la demanda, la

Figura 30.2: El efecto de un impuesto de suma fija sobre la demanda
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cantidad y precio de equilibrio se disminuyen en comparación al escenario en el que no hay impuesto, razón
por la cual se habla de que los impuestos generan una pérdida de eficiencia.

¿Nota algo particular? Observe que tanto en el caso del impuesto a la demanda como en la demanda
a la oferta se generan efectos idénticos en la cantidad de equilibrio: esta se reduce con el impuesto en
comparación a la ausencia del impuesto. Lo que śı vaŕıa es que, con la reducción en la demanda (impuesto a
los demandantes), al precio inicial se genera un exceso de oferta que hace la oferta disminuya inducidamente,
ocasionado una disminución en el precio de equilibrio, mientras que con la reducción en la oferta (impuesto
a los oferentes), al precio de equilibrio inicial se genera un exceso de demanda, lo cual hace que la demanda
aumente inducidamente, provocando que el precio de equilibrio aumente.

Aśı, se puede observar que consignarle el impuesto a los demandantes o a los oferentes tiene diferencia
en el efecto sobre los precios, mientras que el efecto sobre la cantidad no vaŕıa.

Ejemplo 59 [Impuesto unitario a los oferentes]. Inicialmente, se introduce un impuesto de suma fija por
una unidad monetaria por cada unidad vendida que decidan vender las personas oferentes o productoras.
¿Qué efecto tiene esto? → Note que ahora por cada unidad vendida, los oferentes deberán pagar una unidad
adicional monetaria, por lo que en esencia, los vendedores perciben que el precio de la mercanćıa se ha
reducido en una unidad. De manera que ahora ha cambiado la relación de cantidad demandada por precio,
de manera que la ofera ha cambiado de la siguiente manera:

q = 12− 3p

→ 12− 3p = 1 + 2p+ 1 ⇒ 10 = 5p⇒ 10
5 = p⇒ 2 = p

q = 1 + 2p+ 1

De tal manera que la cantidad de equilibrio seŕıa q = 1+ 2(2) ⇒ q = 5 Note que ahora esta nueva situación
se ve de la siguiente manera:

p

q

5

D

S

4

12

S′

Es importante ver que en esta ocasión, el impuesto a los oferentes genera el mismo efecto en la cantidad
de equilibrio que un impuesto a los demandantes, sin embargo genera un efecto diferente en el precio de
equilibrio.

30.1.2. Impuestos proporcionales

Ejemplo 60 [Impuestos proporcionales a los demandantes]. Suponga que en el mercado de un servicio se
tienen las siguientes funciones de oferta y demanda:

Demanda: q = 100− p

Oferta: q = 40 + 2p

De manera que se tiene la siguiente solución de equilibrio:
q = 100− p

100− p = 40 + 2p⇒ 60 = 3p⇒ 20 = p

q = 40 + 2p
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Por ende, sabiendo el precio de equilibrio se puede proceder a averiguar la cantidad de equilibrio: q =
100− (20) ⇒ q = 100− 20 ⇒ q = 80.

Ahora, un impuesto proporcional de tasa t aplicado a los demandantes se ve de la siguiente forma:

q = a+ b(1 + t)p (30.3)

Es importante notar, por la ecuación, que un impuesto proporcional repercute sobre la pendiente de la curva
de demanda, siendo que la intersección con el eje de los precios (demanda marshalliana) no se ve afectada
por un impuesto proporcional.

Por lo tanto, suponga que en el mercado anterior se impone un impuesto del 30% por unidad consumida
a los demandantes. Este impuesto tiene el siguiente efecto:

q = 100− (1 + 0,4)p

100− (1 + 0,4)p = 40 + 2p⇒ 60 = 7
5p+ 2p⇒ 60 = 17

5 p⇒ 300 = 17p⇒ 300
17 = p

q = 40 + 2p

Note que 20 > 300
17 y el precio bajó, ahora a encontrar la cantidad de equilibrio: q = 100− (1 + 0,4)( 30017 ) ⇒

q = 1280
17 y note que 80 > 1280

17 . Note que que el efecto de un impuesto proporcional a la demanda, es el
siguiente:

d

s

p

qq∗

p∗

d′

q′∗

p′∗

Note que geométricamente un impuesto proporcional a la demanda debe tener el efecto que la pendiente
de la curva de demanda ha de aumentar, es decir, ser más vertical, con el efecto de que se vea desplazada
hacia la izquierda, y por eso que ha de introducirse como se indicó anteriormente.

30.1.2.1. Impuestos proporcionales a los oferentes

Un impuesto proporcional aplicado a los oferentes tiene el siguiente efecto:

q = c+ d(1 + t)p

Ejemplo 61 [Elasticidades e impuestos]. Considere un mercado con las siguientes funciones de oferta y
demanda:

Ps =100 + 2Q

Pd =1000−Q

Calcule la elasticidad precio de la demanda y elasticidad precio de la oferta
Primero se procede a calcular las formas funcionales (es decir, las funciones) de las elasticidades. Luego,
se encuentran la cantidad y el precio de equilibrio para evaluar ese precio y cantidad en las funciones de
elasticidad encontradas. Aśı:
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Figura 30.3: Un impuesto proporcional a los oferentes

• Elasticidad precio de la demanda

ηpd,Qd
=
dq

dp

p

q

De esta forma:

Pd =1000−Qd

⇔ Qd =1000− Pd

Y la elasticidad seŕıa:

ηPd,Qd
=
∂QD
∂Pd

Pd
QD

⇔=
∂

∂Pd
[1000− Pd] ·

Pd
1000− Pd

⇔=− 1 · Pd
1000− Pd

• Elasticidad precio de la oferta

ηPs,Qs =
dQs
dPs

Ps
Qs

De esta forma:

Ps =100 + 2Qs

⇔ Qs =
Ps − 100

2

Y la elasticidad seŕıa:

ηPs,Qs =
∂Qs
∂Ps

Ps
Qs

⇔=
∂

∂Ps

[
Ps − 100

2

]
· Ps
Ps−100

2

⇔=
1

2
· 2Ps
Ps − 100
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Ahora, en el equilibrio debe ser el caso que:

Qs = Qd = Q⇔ Ps = Pd = P

⇔ 100 + 2Q =1000−Q

⇔ 3Q =900

⇔ Q∗ =300

Y por lo tanto:

P ∗ =700

Evaluando las cantidades de equilibrio en las funciones de elasticidades encontradas se obtiene:

ηPd,Qd
=− 1 · Pd

1000− Pd
= − 700

1000− 700
=

−7

3

ηPs,Qs
=
1

2
· 2Ps
Ps − 100

=
2(700)

2(700− 100)
=

1400

2(600)
=

1400

1200
=

7

6

Suponga que ahora se quiere establecer un impuesto por unidad que reduzca la cantidad transada a Q = 200

• Encuentre el impuesto por unidad

Observe que inicialmente en equilibrio se tiene:

p

q
300

700

Y el objetivo del impuesto es hacer que la cantidad efectivamente transada pase a ser 200 unidades en
lugar de 300. Es decir, que el resultado que se busca es lograr que:

p

q
300

700

P ′
d

P ′
s

Ps

Pd

Sin embargo, al alterar la cantidad transada en equilibrio por una distinta, equivale a crear una dis-
torsión o diferencia entre la oferta y la demanda, por lo cual, suceden varias cosas:

◦ En primer lugar, surge una brecha entre lo que pagan los demandantes y lo que reciben los
oferentes. Esta diferencia la recauda o la recoge el gobierno según se trate de un impuesto o un
subsidio.
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◦ En segundo lugar, la pérdida del bienestar corresponde a la cantidad de unidades que se han
dejado de producir.

◦ En tercer lugar hay una redistribución de los excedentes entre los agentes que participan en el
mercado.

◦ Finalmente, la diferencia entre la oferta y la demanda ocasionada por esta distorsión, implica
que se puede llegar a este nuevo punto de 200 unidades transadas ya sea aplicando el impuesto
a la oferta o a la demanda, puesto que es irrelevante quién lo pague oficialmente, dado que lo
realmente importante son las elasticidades de cada agente.

Es aśı que pues, para lograr reducir la cantidad transada en el mercado a 200 mediante un impuesto,
se puede realizar de dos formas:

p

q
300

700

P ′
d

P ′
s

Ps

Pd

p

q
300

700

P ′
d

P ′
s

Ps

Pd

P ′
d

P ′
s

Una primer manera es aplicar el impuesto a los demandantes (tal y como se observa en la imagen de la
izquierda) y una segunda manera es aplicar el impuesto a los oferentes (como se observa en la imagen
de la derecha).

◦ Impuesto a los demandantes

Pd =1000−Q

P ′
d =1000−Q− t

Y en el nuevo equilibrio tiene que ser que P ′
d = Ps = Q⇔ Qd = Qs = Q:

P ′
d =Qs

⇔ 1000−Q− t =100 + 2Q

Y, siendo Q = 200 se despeja t para ver cuál es el impuesto que logra alcanzar esa cantidad:

1000− (200)− t =100 + 2(200)

⇔ 800− t =100 + 400

⇔ 800 =500 + t

⇔ 800− 500 =t

⇔ 300 = t

◦ Impuesto a los oferentes

Ps =100 + 2Q

P ′
s =Ps + t
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Y en el nuevo equilibrio tiene que ser que Pd = P ′
s = Q⇔ Qd = Qs = Q:

Pd =P
′
s

⇔ 1000−Q =100 + 2Q+ t

Y, siendo Q = 200 se despeja t para ver cuál es el impuesto que logra alcanzar esa cantidad:

1000− (200) =100 + 2(200) + t

⇔ 800 =100 + 400 + t

⇔ 800 =500 + t

⇔ 800− 500 =t

⇔ 300 = t

• Encuentre el costo en bienestar de este impuesto

Primero hay que encontrar geométricamente cuál es el costo en bienestar en el mercado actual:

p

q
300

700

P ′
d

P ′
s

Ps

Pd

p

q
300

700

P ′
d

P ′
s

Ps

Pd

P ′
d

P ′
s

200

Recaudación
Gobierno
Pérdida
bienestar

200

Note que indistintamente de a quién se le cobre el impuesto, el costo o la pérdida en bienestar es igual
en ambos casos, y corresponde al triángulo café cuya área equivale a esa pérdida. Entonces, habŕıa que
encontrar P ′

d y P ′
s para poder aplicar la fórmula del área de un triángulo: área = b·h

2 .

En este caso concreto podŕıa pensarse que la altura h equivale a 300 − 200 = 100 y la base del
triángulo seŕıa P ′

d − P ′
s = b. Por lo cual, habŕıa que encontrar estos datos. Las ecuaciones ya hab́ıan

sido espećıficadas anteriormente:

Ps =100 + 2Q⇒ Ps = 100 + 2(200) = 500

Pd =1000−Q⇒ Pd = 1000− 200 = 800

Por lo tanto la base del triángulo es igual a 800− 500 = 300 y con esto se puede proceder a estimar la
pérdida en bienestar:

área =
b · h
2

⇔=
300 · 100

2

⇔=
30000

2
⇔=15000
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• Determine el cambio en la porción del impuesto que pagan los consumidores y productores si la función
de oferta de mercado fuera Ps = 500. Explique este resultado.

Ejercicio 110 [Demandas marshallianas e impuestos1]. Tai consume solo vino (x) y queso (y). Sus preferen-
cias pueden expresarse mediante la siguiente función de utilidad: U(x, y) = xy3. El precio del vino es px, el
precio del queso es py, y Tai tiene un ingreso de m dólares.

1. (2 puntos) Escribe la restricción presupuestaria de Tai.
→ La restricción presupuestaria de Tai es

pxx+ pyy = m

2. (4 puntos) Calcula la Tasa Marginal de Sustitución (TMS) en una canasta arbitraria (x, y).
→ La tasa marginal de sustitución entre vino y queso es

TMS = −∂U/∂x
∂U/∂y

= − y3

3xy2
= −1

3

y

x

3. (4 puntos) Calcula la demanda de Tai por vino y queso como función de px, py, y m.
→ La tasa marginal de sustitución entre vino y queso es

TMS = −∂U/∂x
∂U/∂y

= − y3

3xy2
= −1

3

y

x

En el óptimo

TMS =
px
py

⇒ 1

3

y

x
=
px
py

⇒ y = 3
px
py
x

Sustituyendo en la restricción presupuestaria

pxx+ py · 3
px
py
x = m⇒ 4pxx = m⇒ x =

1

4

m

px
, y =

3

4

m

py

4. (4 puntos) Repite los apartados 2 y 3, esta vez suponiendo que las preferencias de Tai son U(x, y) = x+3y.
→ Si las preferencias son U(x, y), entonces la TMS es constante y igual a TMS = − 1

3 . Esto significa que Tai
está dispuesto a cambiar tres unidades de vino por una unidad de queso. Dicho de otro modo, está dispuesto
a pagar tres veces más por una unidad de queso que por una unidad de vino. Entonces, hay tres casos:

x =


0 3px > py

∈
[
0, mpx

]
3px = py

m
px

3px < py

y =


m
py

3px > py

∈
[
0, mpy

]
3px = py

0 3px < py

Regresa a las preferencias originales dadas por U(x, y) = xy3. Supón que el gobierno impone un impuesto
al vino, de modo que si el precio del vino es px, el consumidor debe pagar (1 + τ)px.

5. (2 puntos) ¿Cuál es la nueva restricción presupuestaria? En un gráfico xy, dibuja la restricción presupuestaria
antes y después de la implementación del impuesto al vino.
→ La nueva restricción presupuestaria es

(1 + τ)pxx+ pyy ≤ m

Gráficamente:

1Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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y

x

6. (4 puntos) ¿Cuál es la nueva función de demanda por vino? Dibuja la curva de demanda antes y después
del impuesto y explica brevemente la diferencia entre ambas. (No necesitas usar valores espećıficos de m, τ ,
pero asegúrate de que el gráfico sea cualitativamente correcto).
→ La nueva curva de demanda es

x =
1

4
· m

(1 + τ)px

Gráficamente, el impuesto funciona como un aumento en el precio que los consumidores deben pagar por
el vino. Para cada precio px, ahora los consumidores deben pagar (1 + τ)px, por lo tanto, por la ley de la
demanda, la cantidad demandada será menor a cualquier precio px.

y

x

d0

d1

Regresa al caso en donde las preferencias de Tai están dadas por U(x, y) = xy3. Suponga que Tai tiene
un cupón del 50% de descuento en las primeras 5 botellas de vino que compra.

7. (5 puntos) Supón que m
px

> 5. Escribe el nuevo conjunto presupuestario de Tai. Dibuja el nuevo conjunto
presupuestario en un gráfico xy.
→ El nuevo conjunto presupuestario es

m =

{
1
2pxx+ pyy si x ≤ 5
1
2px · 5 + px(x− 5) + pyy si x > 5

Gráficamente:
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y

x
5

8. (5 puntos) Sean px = 2, py = 1 y m = 40. ¿Cuánto vino y queso consumirá Tai?
→ Suponemos que Tai consume más de 5 botellas de vino. Si consume más de 5 botellas, entonces el precio
relativo de una botella adicional de vino es igual a px

py
; en cambio, si consume menos de cinco botellas, el

precio habŕıa sido 1
2
px
py

debido al descuento. A partir de MRS = −px
py
, tenemos que y = 3pxpy x. Sustituyendo

en la restricción presupuestaria:

1

2
5px + px(x− 5) + py3

px
py
x = m

4pxx− 5

2
px = m

Entonces:

x =
1

4

m+ 5
2px

px
, y =

3

4

m+ 5
2px

py

Sustituyendo px = 2, py = 1 y m = 40, Tai consume:

x =
45

4
= 11,25, y =

135

4
= 33,75

30.2. Subsidios

Los subsidios suelen ser equivalentes a los impuestos de suma fija tanto para la oferta como para la
demanda, solo que su efecto neto suele ser inverso: se producen más unidades de las que produciŕıan sin
intervención alguna.

30.2.1. Subsidio de suma fija a los demandantes

Un subsidio a los demandantes se ve de la siguiente manera:

q = a + bp + t

Esto, siguiendo con el ejemplo del mercado de una mercanćıa cualquiera se veŕıa de la siguiente manera:

30.2.2. Subsidio de suma fija a los productores

Un subsidio t a los oferentes se ve de la siguiente manera:

q = c + dp - t

Esto, siguiendo con el ejemplo del mercado de una mercanćıa cualquiera se veŕıa de la siguiente manera:

Ejemplo 62 [Subsidio a las importaciones]. Considere una economı́a que se encuentra en equilibrio doméstico.
A partir de esta situación, considere el siguiente escenario:
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Figura 30.4: Un subsidio a los demandantes

Figura 30.5: Un subsidio a los demandantes

Encuentre el costo en bienestar de un subsidio sobre las importaciones. Indique quienes se benefician y se
perjudican con el subsidio.
El equilibrio doméstico inicialmente se ve aśı:

D

O

p

q

p0

q0
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Luego, considere que para que el páıs sea importador, se debe cumplir que el precio internacional sea menor
al precio de equilibrio local. De este modo, los consumidores locales tendrán incentivos para comprar el
producto en el extranjero.

D

O

p

q

pInt

pdom A
E

B C

D

A partir de la situación descrita, se pueden calcular o medir los excedentes de la siguiente manera:

• Excedente del consumidor:

EC =A+ E

• Excedente del productor:

EP =B + C +D

Y por tanto el excedente total seŕıa la suma de ambos excedentes:

ET =EC + EP

=A+ E +B + C +D

Ahora ya se puede entrar a analizar el impacto que tendŕıa un subsidio sobre las importaciones: un subsidio
de esta naturaleza equivaldŕıa a decir que se abaratan las importaciones, porque parte del precio ahora lo
estaŕıa cubriendo el emisor del subsidio, por lo cual, desde la perspectiva del consumidor está disminuyendo
el precio internacional, y se tendŕıa un nuevo precio internacional menor al original:
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D

O

p

q

pInt0

A

E

B
C

D

pInt1
F

G
H

I

Esta nueva situación provoca una reconfiguración de los excedentes del mercado. De esta manera se tiene:

• Excedente del consumidor:

EC =A+B + C + E + F +G+H

• Excedente del productor:

EP =D

• Excedente del gobierno:

EG =− C − F −G−H − I

Y por tanto el excedente total seŕıa la suma de todos los excedentes:

ET =EC + EP + EG

=A+B + C + E + F +G+H︸ ︷︷ ︸
EC

+ D︸︷︷︸
EP

+−C − F −G−H − I︸ ︷︷ ︸
EG

=A+B +D + E − I

Finalmente, note que la diferencia entre los excedentes es C + I, la cual es el costo en bienestar.

30.3. Precios mı́nimos y máximos

30.3.1. Precios mı́nimos

Definición 49 [Precio mı́nimo]. Def́ınase un precio mı́nimo como aquel precio ”piso.a partir del cual se puede
empezar a cobrar por tranzar una determinada mercanćıa o servicio en un mercado. Es decir, se puede cobrar
un precio mayor a este, pero no uno menor.
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Figura 30.6: Precio mı́nimo en dos supuestos distintos

Nótese que entonces un precio mı́nimo surtiŕıa efectos en un mercado con un precio de equilibrio mayor
a este, de lo contrario, no surtiŕıa efectos puesto que ya de por śı el mercado tranza a un precio menor.

Note que en el caso de un precio mı́nimo por debajo del precio de equilibrio del mercado, no surte efectos,
puesto que el ”pisöımpuesto sigue estando por debajo del precio al que normalmente se tranza en el mercado.
Sin embargo, cuando se impone un precio mı́nimo por encima del precio de equilibrio de mercado (caso de
la derecha), se genera que al precio mı́nimo impuesto la oferta sea mayor que la demanda, de manera que se
genera un exceso de cantidad ofrecida, más que las que seŕıan producidas bajo un mercado libre.

Observe que al punto del precio máximo el costo de producción de una unidad adicional es mayor que
la valoración marginal por cada unidad, de manera que se están produciendo unidades que no se debeŕıan
estar produciendo, traduciéndose en una pérdida de eficiencia.

30.3.2. Precios máximos

Definición 50 [Precio máximo]. Def́ınase un precio máximo como aquel precio ”techo.a partir del cual no
se puede empezar a cobrar más allá por tranzar una determinada mercanćıa o servicio en un mercado. Es
decir, se puede cobrar un precio menor a este, pero no uno mayor.

Figura 30.7: Precio mı́nimo en dos supuestos distintos

Note que en el primer caso (izquierda) el precio máximo impuesto se encuentra por debajo del precio de
equilibrio del mercado, de manera que se genera que al nivel del precio máximo impuesto, la demanda sea
mayor que la oferta, de manera que en el mercado se ofertará una menor cantidad del bien o servicio tranzado
que las unidades que se generaŕıan en un supuesto de libre mercado.

Ejercicio 111 [Equilibrio de mercado y precios máximos2]. Considera la siguiente función de demanda de
gasolina entre los residentes de Cambridge:

Qd = α+ βPg + γPt

donde Pg es el precio de la gasolina y Pt es el precio de un boleto de metro de ida.

2Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (2 puntos) ¿Qué signo esperaŕıas que tenga γ? Proporciona una intuición económica.
→ γ debeŕıa ser positiva porque los viajes en metro y la gasolina son sustitutos: si es más barato tomar el
metro, entonces menos personas usarán su automóvil y, por tanto, disminuirá la demanda de gasolina.

2. (3 puntos) Supón que α = 10, β = −2, γ = 1, y Pt = 1, y que la oferta está dada por

Qs = 10 + Pg

Resuelve el precio de equilibrio P ∗ y la cantidad de equilibrio Q∗. En un gráfico xy, dibuja las curvas de
oferta y demanda, y muestra el equilibrio de mercado.
→ La oferta y la demanda están dadas por:

Qd = 11− 2Pg, Qs = 10 + Pg

En equilibrio:

Qd = Qs ⇒ 11− 2Pg = 10 + Pg ⇒ P ∗ =
1

3
, Q∗ =

31

3
pg

qg

s

d

q∗g

p∗g

3. (5 puntos) Supón que el precio del boleto de metro disminuye a P ′
t = 0,5. Resuelve el nuevo precio de

equilibrio P ∗′
y cantidad Q∗′

. ¿Cómo se comparan con los valores anteriores? Proporciona una intuición
económica. En un gráfico xy, dibuja las curvas de demanda antigua y nueva, y muestra los equilibrios
antiguo y nuevo.
→ La nueva función de demanda es:

Qd = 10,5− 2Pg

La oferta sigue siendo:
Qs = 10 + Pg

pg

qg

s

d

q∗g

p∗g

p′∗g

q′∗g

d′
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En equilibrio:

Qd = Qs ⇒ 10,5− 2Pg = 10 + Pg ⇒ P ∗′
=

1

6
, Q∗′

=
61

6

Una disminución en el precio del boleto de metro reduce la demanda de gasolina. En el precio de equilibrio
anterior P ∗, hay un exceso de oferta porque la demanda ha disminuido. Por tanto, el mercado se ajusta con
una cáıda en el precio hasta que la demanda coincide con la oferta.

4. (5 puntos) Regresa a la curva de demanda original donde Pt = 1. Supón que la oferta disminuye a:

Qs = 5 + Pg

Resuelve el nuevo precio de equilibrio P ∗′
y cantidad Q∗′

. ¿Cómo se comparan con P ∗ y Q∗? Proporciona una
intuición económica. En un gráfico xy, dibuja las curvas de oferta antigua y nueva, y muestra los equilibrios
antiguo y nuevo.
→ La demanda es:

Qd = 11− 2Pg

y la nueva oferta:

Qs = 5 + Pg

En equilibrio:

Qd = Qs ⇒ 11− 2Pg = 5 + Pg ⇒ P ∗′
= 2, Q∗′

= 7

pg

qg

s

d

q∗g

p∗g

s′

p′∗g

q′∗g

Una disminución en la oferta implica que al precio de equilibrio anterior P ∗ hay exceso de demanda. Por
tanto, el mercado se ajusta con un aumento en el precio hasta que la demanda coincide con la oferta.

5. (5 puntos) Supón que en respuesta a la disminución en la oferta, el gobierno impone un precio tope sobre
la gasolina. En particular, supón que el gobierno fija un tope de precio P̄ menor que el valor de equilibrio
obtenido en el inciso 4. Bajo esta poĺıtica, ¿el mercado de gasolina está en equilibrio? Si la respuesta es
negativa, muestra si hay exceso de demanda o de oferta. En un gráfico xy, muestra lo que sucede en el
mercado bajo esta poĺıtica.
→ Bajo esta poĺıtica, el precio está por debajo del precio de equilibrio, por lo tanto hay exceso de demanda:
como la demanda es decreciente, entonces al precio P̄ se tiene que Qd > Q∗′

; y como la oferta es creciente,
entonces a ese precio se tiene Qs < Q∗′

, por lo tanto Qd > Qs.
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pg

qg

s

d

q∗g

p∗g

s′

p′∗g

q′∗gqs qd

p

30.4. Externalidades

El objetivo de las secciones anteriores ha sido dejar en evidencia que el mercado por śı solo es capaz
de obtener las cantidades y precios que maximicen los excedentes del consumidor y productor. Más allá de
esto, cualquier otra intervención en el mercado (impuestos, subsidios, precios mı́nimos o máximos) crearán
distorsiones que conllevarán a situaciones distintas de las que se alcanzaŕıan bajo el libre mercado sin inter-
vención.

Esto, sin embargo, cambia frente a la presencia de externalidades, puesto que la aparición de las exter-
nalidades, tanto positivas como negativas, conlleva a que haya un punto óptimo que es distinto al punto
de equilibrio que normalmente se produciŕıa bajo el libre mercado, por lo cual, sin la intervención en el
mercado, no se estaŕıa alcanzando ese óptimo social. Es bajo estos escenarios, que en efecto la intervención
es los mercados puede generar una mejoŕıa social con respecto al punto que se encontraŕıa bajo el mecanismo
del libre mercado.

Definición 51 [Externalidades]. Def́ınase externalidad como el efecto no compensado que surge a partir de
las transacciones que ocurren entre terceros y que no es asumido por ninguna de las partes involucradas
directamente en esa transacción.

Definición 52 [Externalidad positiva]. Def́ınase una externalidad positiva como un efecto positivo que recae
sobre un tercero ante una transacción u operación llevada a cabo entre partes que no asumen el costo de
dicho efecto.

Figura 30.8: Una externalidad positiva

Definición 53 [Externalidad negativa]. Def́ınase una externalidad negativa como un efecto negativo que recae
sobre un tercero ante una transacción u operación llevada a cabo entre partes que no asumen el costo de
dicho efecto.
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Figura 30.9: Una externalidad negativa
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Para concluir este caṕıtulo, suponga un mercado como el siguiente: Ahora, supóngase que en dicho

Figura 30.10: Un mercado en equilibrio

mercado, hay una externalidad negativa con un costo marginal social (CMS) asociado que es mayor al
costo marginal privado del productor, de tal manera que se ve aśı: Nótese entonces que la presencia de

Figura 30.11: Un mercado en equilibrio pero con una externalidad negativa presente.

externalidades (positiva como negativa) lo que hace es que surja un punto óptimo distinto al punto de
equilibrio al que llegaŕıa el mercado por śı solo, porque los costos sociales no son todos incorporados en los
costos privados de la producción.

De esta manera, mediante impuestos piguvianos (en el caso de las externalidades negativas) o subsidios
(para las externalides positivas) se podŕıa ajustar dicho mercado para alcanzar el óptimo.
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Figura 30.12: Un mercado con externalidad negativa en el óptimo social por medio de un impuesto piguviano.
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Caṕıtulo 31

Repaso de pre-cálculo

1

31.1. Álgebra

31.1.1. Fórmulas notables

(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

(x− y)2 = x2 − 2xy + y2

x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2)

x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2)

(x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

(x− y)3 = x3 − 3x2y + 3xy2 − y3

(x+ a)(x+ b) = x2 + (a+ b)x+ ab

(ax+ b)(cx+ d) = acx2 + (ad+ bc)x+ bd

31.1.2. Leyes de potencias

a0 = 1

a1 = 1

an · an = am+n

an

am = an−m

(an)m = an·m

(abc)n = an · bn · cn

(ab )
n = an

bn

a−n = 1
an

(ab )
−n = ( ba )

n

m
√
an = a

n
m

31.1.3. Leyes de radicales

n
√

a
b =

n
√
a

n√
b

n
√
ab = n

√
a n
√
b

n
√
am = ( n

√
a)m

n
√

m
√
a = n·m

√
a

1Extráıdo de Sullivan, 1997 y Mena González y Rodŕıguez Ramı́rez, s.f.
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31.1.4. Funciones

Definición 54 [Función]. Sean X y Y dos conjuntos no vaćıos de números reales (si fueran complejos entonces
seŕıa una función compleja); una función de X en Y es una regla o correspondencia que asocia cada elemento
de X a un único elemento de Y. El conjunto X es el dominio de la función mientras que el conjunto Y es el
codominio de la función. Para cada elemento x ∈ X el elemento correspondiente y ∈ Y es la imagen o valor
de la función en x. El conjunto de todas las imágenes de los elementos del dominio es el rango de la función.

Definición 55 [Función creciente y decreciente]. Dada una función real f : Df → R, si ]x1, x2[⊆ Df tal que
a, b ∈]x1, x2[ donde a < b si:

f(a) < f(b) f es una función estrictamente creciente en ]x1, x2[.

f(a) > f(b) f es una función estrictamente decreciente en ]x1, x2[.

Definición 56 [Función positiva y función negativa]. Dada una función real f : Df → R, si ]a, b[⊆ Df tal que
∀x ∈]a, b[ si:

f(x) < 0 f es una función negativa en ]a, b[.

f(x) > 0 f es una función positiva en ]a, b[.

31.2. Función polinomial

Definición 57 [Función polinomial]. Una función polinomial se define como:

f : R → R; f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a2x
2 + a1x+ ao (31.1)

donde an, ..., a0 ∈ R, an ̸= 0 y los exponentes de la variable x son números reales.

31.2.1. Función constante

Definición 58 [Función constante]. Def́ınase una función constante como:

f : R → R; f (x) = a0 (31.2)

31.2.2. Función lineal

Definición 59 [Función lineal]. Def́ınase una función lineal como:

f : R → R; f (x) = a1x+ a0 (31.3)

con a1 ̸= 0

31.2.3. Función cuadrática

Definición 60 [Función cuadrática]. Def́ınase una función cuadrática como:

f : R → R; f (x) = a2x
2 + a1x1 + a0 (31.4)

con a2 ̸= 0

31.2.4. Función cúbica

Def́ınase una función cúbica como:

f : R → R; f (x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 (31.5)

con a3 ̸= 0
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31.3. Factorización de polinomios

1. Comprobar siempre si existe factor común (monomio o polinomio que está en común en todos los términos
del polinomio original).

2. Verificar la cantidad de términos en el polinomio.

Binomio: verificar si es:

• Diferencia de cuadrados: determinar que cada término del binomio tenga ráız cuadrada.

x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

• Suma-diferencia de cubos: determinar que cada término del binomio tenga ráız cúbica.

x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2)

x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2)

3. Trinomio: de la forma ax2 + bx+ c, con a, b, c ∈ R ∧ a ̸= 0.

Trinomio cuadrado perfecto

Inspección

Fórmula general

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

Donde b2 − 4ac = ∆

• ∆ > 0 ⇒ se puede factorizar; hay dos ceros distintos (x1 ̸= x2):

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)

• ∆ = 0 ⇒ se puede factorizar; hay dos ceros iguales (x1 = x2):

ax2 + bx+ c = a(x− x1)
2

• ∆ < 0 ⇒ no se puede factorizar en los números reales.

4. Polinomio en una variable: aplicar

División sintética

Teorema del residuo (para determinar los ceros del polinomio)

Teorema del factor (para determinar los factores del polinomio)

5. Polinomio en varias variables

Agrupar términos con alguna caracteŕıstica en común.
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Caṕıtulo 32

Repaso de cálculo

1

32.1. Derivación

32.1.1. Derivada por definición

Definición 61 [Derivada]. Def́ınase la derivada de una función f en un número a, denotada con f ′(a), es:

f ′(a) = ĺım
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(32.1)

siempre y cuando este ĺımite exista. Nótese que si x − a = h, entonces x = h + a y aśı f(x) = f(a + h) y
cuando x se aproxima a a, h se aproximará a 0. Entonces se puede enunciar, equivalentemente, la definificón
de una derivada como:

f ′(a) = ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
(32.2)

32.1.2. Derivabilidad y continuidad

[Teorema] Si una función f es derivable en x = c entonces es continua en dicho valor. Atención*: esto
no es cierto en sentido contrario; es decir: que una función sea continua en x = c no significa,
necesariamente que sea derivable en dicho valor.

[Teorema] Si una función no es continua en x = c, entonces no es derivable ne dicho valor. Una función
f no es derivable en x = c si:

La gráfica tiene tangente vertical

Es discontinua

Si hay una esquina (pico) pronunciada o sutil

32.1.3. Reglas de derivación

f(x) = c⇒ f ′(x) = 0

f(x) = x⇒ f ′(x) = 1

f(x) = xn ⇒ f ′(x) = nxn−1

(cf(x))′ = cf ′(x)

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x) (sean f y g funciones derivables)

(f(x)− g(x))′ = f ′(x)− g′(x) (sean f y g funciones derivables)

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) (sean f y g funciones derivables)

( f(x)g(x) )
′ = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

(g(x))2 (sean f y g funciones derivables)

1Extráıdo de Mena González, 2017 y Sancho Mora, 2014
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32.1.4. Derivada de funciones especf́icas

[sen(x)]′ = cos(x)

[tan(x)]′ = sec2(x)

[cot(x)]′ = −csc2(x)
[ax]′ = axln(a)

[loga(x)]
′ = 1

xln(a)

[cos(x)]′ = −sen(x)
[sec(x)]′ = sec(x)tan(x)

[csc(x)]′ = −csc(x)cot(x)
[ex] = ex

[ln(x)]′ = 1
x

f : [−1, 1] → [−π2 ,
π
2 ]; f(x) = arcsen(x) ⇒ f ′(x) = 1√

1−x2

f : [−1, 1] → [0, π]; f(x) = arccos(x) ⇒ f ′(x) = −1√
1−x2

f : R →]−π2 ,
π
2 [; f(x) = arctan(x) ⇒ f ′(x) = 1

1+x2

f : R →]0, π[; f(x) = arccot(x) ⇒ f ′(x) = −1
1+x2

f :]−∞,−1] ∪ [1,+∞] → [0, π]− {π2 }; f(x) = arcsec(x) ⇒ f ′(x) = 1
|x|

√
x2−1

f :]−∞,−1] ∪ [1,+∞] → [−π1 ,
π
2 ]− {0}; f(x) = arcssc(x) ⇒ f ′(x) = −1

|x|
√
x2−1

Definición 62 [Regla de la cadena]. Dadas dos funciones derivables f , g , se tiene que:

[f(g(x))]′ = f ′(g(x)) · g′(x) (32.3)

32.1.5. Primer y segunda derivada

32.1.5.1. Primera derivada: monotońıa

Sea f una función derivable en I =]a, b[:

Si f ′(x) > 0 para todo x ∈ I entonces f es creciente en I.

Si f ′(x) < 0 para todo x ∈ I entonces f es decreciente en I.

Si f ′(x) = 0 para todo x ∈ I entonces f es constante en I.

32.1.5.2. Segunda derivada: concavidad

Sea f una función cuya segunda derivada existe en I =]a, b[:

Si f ′′(x) > 0 para todo x ∈ I entonces la gráfica de f es cóncava hacia arriba (convexa) en I.

Si f ′′(x) < 0 para todo x ∈ I entonces la gráfica de f es cóncava hacia abajo (cóncava) en I.

32.1.6. Regla de L’Hôpital

Considere dos funciones f , g derivables con g′(x) ̸= 0 en un intervalo abierto I con c ∈ I (excepto
posiblemente en c). Si

ĺımx→c f(x) = ĺımx→c g(x) = 0

ĺımx→c f(x) = ĺımx→c g(x) = ±∞

Es decir, se tienen la forma indeterminada 0
0 o bien ∞

∞ entonces:

ĺım
x→c

f(x)

g(x)
= ĺım
x→c

f ′(x)

g′(x)

El teorema aplica para ĺımites laterales o bien si x → ±∞ siempre y cuando se mantenga la forma indeter-
minada.
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32.1.7. Convexidad y concavidad

Definición 63 [Función convexa]. Sea f una función univariable definida en el intervalo I. f es entonces una
función convexa si ∀a ∈ I , b ∈ I , λ ∈ (0, 1):

f((1− λ)a+ λb) ≤ (1− λ)f(a) + λf(b) (32.4)

Entonces una función univariable definida en un intervalo es convexa si ningún segmento ĺıneo que une
dos puntos en la gráfica nunca queda por debajo de la gráfica.

Figura 32.1: Una función convexa

Definición 64 [Función cóncava]. Sea f una función univariable definida en el intervalo I. f es entonces una
función cóncava si ∀a ∈ I , b ∈ I , λ ∈ (0, 1):

f((1− λ)a+ λb) ≥ (1− λ)f(a) + λf(b) (32.5)

Entonces una función univariable definida en un intervalo es cóncava si ningún segmento ĺıneo que une
dos puntos en la gráfica nunca queda por encima de la gráfica.

Figura 32.2: Una función cóncava
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32.2. Funciones en varias variables

32.2.1. Diferenciales

Definición 65 [Derivada parcial]. Sea f : D ⊆ Rn → R una función escalar en n variables reales, de manera
tal que

z = f(X) = f(x1, x2, ..., xn)

entonces la derivada parcial de f respecto a xi existe si y solo si existe el ĺımite:

Dif (X) = ĺım
h→0

f(x1, ..., xi−1, xi + h, xi+1, ..., xn)− f(x1, ..., xn)

h

Es decir, que si

g(xi) = f (x1, ..., xn)⇒Dif (X) = g′(xi)

Hay varias maneras de denotar la derivada parcial de f respecto a xi:

Dif (X) = Dxi
f (X) = fxi

(X) = fi(X) =
∂f

∂xi
(X)

Definición 66 [Derivadas parciales de orden superior]. Sea f : D→ R una función escalar en n variables reales
y sean n1, n2, ..., nk ∈ {1, 2, ..., n}. Se denota la derivada de orden k de f como:

∂kf

∂xnk
...∂xn3∂xn2∂xn1

=
∂

∂xnk

(...
∂

∂xn3

(
∂

∂xn2

(
∂

∂xn1

))...)

También se escribe:
∂kf

∂xnk
...∂xn3

∂xn2
∂xn1

= fn1,n2,n3,...,nk

∂kf

∂xnk
...∂xn3

∂xn2
∂xn1

= fxn1
,xn2

,xn3
,...,xnk

∂kf

∂xnk
...∂xn3∂xn2∂xn1

= Dn1,n2,n3,...,nk

∂kf

∂xnk
...∂xn3

∂xn2
∂xn1

= Dxn1 ,xn2 ,xn3 ,...,xnk
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Fundamentos matemáticos

Dado que la economı́a es el estudio de encontrar los mejores usos posibles para los recursos escasos, la
optimización sujeta a restricciones será una constante a lo largo de la formación económica.

33.1. Nociones básicas sobre la optimización

Suponga un contexto de teoŕıa del consumidor donde se busca maximizar el mayor nivel de utilidad posible
sujeto a una restricción presupuestaria dada. Para el caso de dos bienes, una restricción presupuestaria tiene
la forma:

p1x1 + p2x2 = m

Recuerde que la función de utilidad no es más que una conveniente representación matemática de las pre-
ferencias del consumidor. En particular, lo que permite la figura de la función de utilidad son dos cosas
particularmente relevante para nuestros efectos:

1. Asignar un orden de relación a las distintas posibles combinaciones de bienes que conforman una determinada
cesta de consumo (x, y).

2. Introducir el instrumental matemático para la manipulación de las preferencias de los consumidores.

Si una función de utilidad lo que hace es valorar o ”hacer un ranking”de las preferencias del consumidor
(utilidad ordinal), entonces debe ser necesariamente que, ante una canasta de dos bienes, entonces: U(x, y) =
k, donde k es una constante cualquiera. Es decir, que una determinada combinación de bienes x y y, debe
generarmente un cierto nivel determinado de utilidad, por lo que en realidad lo que tenemos con las funciones
de utilidad son niveles de utilidad, o en términos más matemáticos y formales: las funciones de utilidad son
curvas de nivel.
Es aśı que entonces el problema de maximización del consumidor (y en general cualquier problema de
maximización con restricciones) se traduce en encontrar la cesta o combinación de bienes, insumos, etc., que
genere el mayor nivel de utilidad, producción, etc.
Es aśı que, en búsqueda de la función de utilidad con un mayor de nivel de utilidad posible, nos encontramos
con que la curva de indiferencia que representa un mayor nivel de utilidad posible, es aquella que sea
tangente a la restricción presupuestaria.
Observe que existen dos grandes posibilidades de asequibilidad de canastas dada una restricción: existen las
canastas asequibles y las canastas no asequibles. El problema de la maximización u optimización consisten
en alcanzar la máxima canasta asequible posible.

33.2. El argumento del arbitraje

Una de las maneras más intuitivas para entender la optimalidad, es por medio de los cambios en las
situaciones iniciales. Si una persona o consumidor tiene una cierta dotación inicial (por el momento asúmase
que la dotación es equivalente a un cierto nivel de ingreso por ahora indeterminado m) a partir de la cual
decide adquirir una determinada cesta o conjunto de consumo, pregúntese: ¿ante algún cambio en que afecte
el estado inicial, cambiaŕıa el consumidor sus decisiones iniciales?

391
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Figura 33.1: Posibles casos de funciones utilidad alcanzables (u1 y u2), inalcanzables (u3) y no óptimas (u1).

Figura 33.2: Posible asequibilidad dada la restricción.

Si ante el cambio en su situación el consumidor se percata de que ahora existe una nueva combinación de
consumo que le otorga un mejor o diferente nivel de utilidad, entonces este consumidor debeŕıa ajustar sus
decisiones de consumo ante las nuevas circunstancias.
Entonces, un conjunto de consumo se sabe que es óptimo, una vez que no sea posible encontrar otras
combinaciones de consumo que otorguen un mayor nivel de utilidad. Por lo tanto, entiéndase que el examen
o prueba de optimalidad consiste en la imposibilidad de encontrar una cesta de consumo que mejore la
utilidad actual.
De ahora en adelante, cuando se hable de cambios marginales o infinitesimales o pequeños, por ejemplo en la
variable x, se usará la notación dx. Entonces, suponga la siguiente situación: una persona consumidora tiene
unas determinadas preferencias que generan una cierta función de utilidad que depende de dos productos:
x y y. Ahora, esta persona adquiere entonces una combinación de consumo inicial dada su dotación inicial
(ingreso). Dicha combinación de consumo (x, y), en particular, implica un consumo positivo tanto de x como
de y. Ahora, suponga que esta persona consumidora desea cambiar su comportamiento: desea redistribuir un
poco de su ingreso, para consumir más de x, sin embargo su ingreso no ha cambiado, por lo que para poder
consumir más de x, tendrá que dejar de consumir de y.
Entonces, si se tiene un ingreso de m, se sabe que el consumo de x aumentará en dm

px
y el consumo de y

disminuirá en dm
py

.

Ahora, dado que los consumos de los bienes de x y de cambiarán, pues entonces es aśı que U(x, y) también
tiene que cambiar, ¿pero cuánto cambiará? Cambiará:

∆U = UMgdx+ UMgdy (33.1)

Sucede que entonces el cambio en la utilidad por el aumento en el consumo de x será de UMgx · dmpx y el

cambio en la utilidad por la reducción en el consumo de y seŕıa de UMgy · dmpy .

Por lo tanto, sabiendo en cuánto cambia el consumo de x y el de y, el cambio neto en la utilidad de la persona
consumidora ha de ser el siguiente:

∆U = UMgx · dm
px

+ UMgy · dm
py

(33.2)

O en otras palabras:

∆U = dm(
UMgx

px
+
UMgy

py
) (33.3)

Por lo tanto, si el cambio neto en la utilidad total es positivo, significa que el ajuste (rellocation) en el
consumo de x y de y, trajo una mejoŕıa para la persona en términos de utilidad, significando aśı que entonces
la decisión inicial no era óptima porque siempre hubo otra posible combinación que le generaŕıa una mejor
situación en términos de utilidad.
De tal manera que, la única manera en que la decisión inicial de consumo podŕıa ser óptima, es si el cambio
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neto en la utilidad total es no-positiva, es decir, menor o igual que cero.
Por lo tanto:

∆U ≤ 0 (33.4)

Es decir, que si la decisión de consumo inicial no fuera óptima, pequenos, infinitesimales aumentos en el
consumo de x aumentaŕıan la utilidad total de esta persona, incentivándola pues a seguir aumentando el
consumo de x mientras deja de consumir y. Ahora, si esto es tan evidente, ¿podŕıa esta persona seguir
indeterminadamente aumentando su consumo de x? La respuesta es no.
Recuerde que una de las caracteŕısticas de las utilidades es que existen utilidades marginales decrecientes:
esto es, que al aumentar el consumo de una mercanćıa x, aśı consecuentemente también ha de disminuir la
utilidad marginal de la siguiente unidad consumida de esa mercanćıa.
Por ende, este proceso de arbitraje no puede continuar indefinidamente, porque con cada unidad adicional
de x consumida, aśı también es cada vez menor la utilidad que genera esa unidad adicional. Por ende,
este proceso continúa hasta que los cambios en las utilidades marginales se igualen, por lo que se sabe que
necesariamente en el óptimo debe ser que:

UMgx

px
=
UMgy

py
(33.5)

A esta ecuación se le conoce como la condición de no arbitraje, e implica que en el óptimo, la persona
consumidora no ha de tener incentivos para modificar su decisión de consumo, y si recibiera una unidad
adicional de ingreso (dotación), seŕıa pues indiferente entre invertirla en consumir más de uno o de otro bien.

33.3. El problema de la programación

El problema económico de la maximización consiste en hallar una distribución de recursos escasos de
manera ajustada a unos fines determinados o concretos para un momento particular. Matemáticamente, esto
se traduce a determinar o encontrar los valores de ciertas variables que están sujetas a ciertas restricciones
de manera que se maximice la función dada. Este planteamiento matemático del problema económico gene-
ralmente es conocido como el problema de la programación matemática.

33.3.1. Planteamiento formal del problema de programación

El problema de la programación es pues el de encontrar o escoger valores para n variables x1, x2, ..., xn
llamadas variables instrumentos, las cuales se encuentran representadas por el siguiente vector columna:

x⃗ =


x1
x2
...
xn

 (33.6)

conocido como vector instrumento, el cual es un vector en un espacio Eucĺıdeo de n dimensiones En.
Este vector es asequible si y solo si satisface todas las restricciones impuestas al problema de maximización,
y el conjunto de todos los vectores asequibles forma un conjunto de oportunidad X, el cual a su vez, es un
subespacio de En.
La función objetivo es un resumen matemático del objetivo del problema. Es una función de valor real de
las variables instrumentos:

F = F (x⃗) = F (x1, x2, ..., xn) (33.7)

La cual, se asume, es continuamente diferenciable.
Entonces, el problema general de programación matemática es pues entones escoger un vector
instrumento del conjunto de oportunidad X, que maximice el valor de la función objetivo:

máx
x⃗

F (x⃗)

sujeto a x ∈ X⃗
(33.8)

donde X⃗ es un subconjunto de espacio Eucĺıdeo En.
Generalmente, aunque esto no siempre será aśı, en los problemas de programación clásica, las restricciones
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son tipo ecuaciones, en contraposición a inecuaciones:
g1(x) = g1(x1, x2, ..., xn) = b1
g2(x) = g2(x1, x2, ..., xn) = b2

...
...

...
gn(x) = gn(x1, x2, ..., xn) = bn


en donde las funciones g1(x⃗), g2(x⃗), ..., gn(x⃗) son funciones n dimensionales continuamente diferenciables de
las variables instrumentos, y se conocen bajo el nombre de funciones restricción, y los parámetros b1, b2, ..., bn
son números reales llamados contantes de las restricciones.
Ahora, de una manera más sencilla, la expresión matricial de las restricciones puede ser escrita de forma
vectorial:

g(x⃗) = b⃗ (33.9)

en donde g y b son los vectores columna n dimensionales: g(x⃗) =


g1(x1, x2, ..., xn)
g2(x1, x2, ..., xn)

...
gn(x1, x2, ..., xn)

 , b⃗ =


b1
b2
...
bn

 .

Por lo tanto, los problemas clásicos de programación (maximización) consisten en maximizar
una función objetivo dada sujeta a restricciones de igualdad:

máx
x⃗

F (x⃗)

sujeto a g(x⃗) = b
(33.10)

Todo lo visto anteriormente resume los problemas de programación clásicos de tipo lineal, en donde las
restricciones son de tipo ecuaciones, es decir, igualdades. Sin embargo, también en común toparse con pro-
blemas de programación (maximización) no lineal, en donde ahora pueden aparecer dos nuevos tipos de
restricciones:

1. Restricciones de no-negatividad
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ..., xn ≥ 0 (33.11)

Que en forma vectorial se puede representar:
x⃗ ≥ 0 (33.12)

En donde 0 es un vector columna de 0’s.

2. Restricciones de tipo inecuaciones


g1(x) = g1(x1, x2, ..., xn) ≤ b1
g2(x) = g2(x1, x2, ..., xn) ≤ b2

...
...

...
gn(x) = gn(x1, x2, ..., xn) ≤ bn

 (33.13)

Que en forma vectorial se puede representar:
g(x⃗) ≤ b⃗ (33.14)

Aqúı las funciones g1(x⃗), g2(x⃗), ..., gn(x⃗) se asume que son funciones continuamente diferenciables y las cons-
tantes restricción b1, b2, ..., bn se asume que son números reales dados.
Por tanto, los problemas de programación no lineal consisten en maximizar una función obje-
tivo dada mediante la elección de variables no negativas sujetos a restricciones de desigualdad.

máx
x⃗

F (x⃗)

sujeto a g(x⃗) ≤ b, x⃗ ≥ 0
(33.15)

Se asume que en los problemas de programación con n variables instrumento y m restricciones, tanto el
número de variables n, como de restricciones m, es infinito y espećıficamente n > m, y la diferencia n −m
es conocido como el número de grados de libertad del problema de maximización.
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33.4. Método de los multiplicadores de Lagrange

El método de los multiplicadores de Lagrange es uno de los métodos de resolución de problemas de pro-
gramación lineal más poderosos. Para introducir este método, piense en el caso más básico de maximización
con un grado de libertad, en donde hay dos variables y una sola restricción:

máx
x1,x2

F (x1, x2)

sujeto a g(x1, x2) = b
(33.16)

Asúmase por el momento que existe en efecto una solución local para el problema, y dicha solución tiene la
forma: x∗ = (x∗1, x

∗
2), en el cual en particular, la derivada no está indefinida. Este supuesto es:

∂g

∂x2
(x∗) ̸= 0 (33.17)

Entonces, dado el supuesto anterior, debe ser que el diferencial total ha de ser:

dg =
∂g

∂x1
dx1 +

∂g

∂x2
dx2 = 0 (33.18)

Ajustando, dicha expresión queda de la forma:

dx2
dx1

= −
∂g
∂x1

∂g
∂x2

(33.19)

Y despejando x2 en términos de x1 queda:

x2 = −
∂g
∂x1

∂g
∂x2

x1 (33.20)

O sea:
x2 = h(x1)

dh

dx1
= −

∂g
∂x1

∂g
∂x2

Sabiendo este valor de x2, se abre una posiblidad nueva con respecto al problema de optimización: plantear
el problema de optimización sin restricción de la forma:

máx
x1

F (x1, h(x1)) (33.21)

Una condición de primer orden para obtener un máximo local seŕıa entonces:

dH

dx1
=
∂F

∂x1
+
∂F

∂x2

dh

dx1
= 0 (33.22)

Tomando la función objetivo F (x1, x2), y haciendo su derivada total:

dF =
∂F

∂x1
dx1 +

∂F

∂x2
dx2 (33.23)

Igualando el diferencial total a 0, se obtiene:

0 =
∂F

∂x1
dx1 +

∂F

∂x2
dx2 (33.24)

Y de lo anterior, se obtiene que la pendiente de la función objetivo es:

dx2
dx1

∣∣∣∣
contorno

= −
∂F
∂x1

∂F
∂x2

(33.25)

Sin embargo, la pendiente de la función de restricción es:

dx2
dx1

∣∣∣∣
restricción

= −
∂g
∂x1

∂g
∂x2

(33.26)
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Por lo tanto, una condición de primer orden para encontrar un máximo implica entonces la tangencia en la
solución, en la cual la pendiente del contorno (función objetivo) ha de ser igual a la pendiente de la función
de restricción:

dx2
dx1

∣∣∣∣
contorno

=
dx2
dx1

∣∣∣∣
restricción

(33.27)

Note que esta restricción es una condición muy similar a la idea de la condición de no arbitraje. La pendiente
de la función objetivo (contorno de la función) es una relación entre los cambios marginales de las variables
instrumentos en cuestión, que dependiendo del contexto, pueden interpretarse estas variables instrumento
como bienes, factores de producción, ocio y trabajo, etc., de manera que se está ante una valoración subjetiva
de bienes o de insumos por parte de un agente o empresa, lo cual debe ser igual a la valoración objetiva
(relación de precios del mercado).
De no cumplirse esta igualdad, se estaŕıa frente a un escenario en el cual cambiando ligeramente las canti-
dades de las variables instrumentos, se obtendŕıa una mejora de la utilidad o de los beneficios o de lo que
sea la variable objetivo. Cuando no haya igualdad entre estas pendientes no habrá igualdad entre la valo-
ración objetiva y la valoración subjetiva de las variables instrumentos, de forma que cabŕıa buscar mejores
posiciones o resultados vendiendo o comprando (intercambiando) la asignación inicial (dotación) de dichas
variables instrumentos hasta que no sea posible seguir mejorando.
Es decir, que el único punto o momento en el cual no habŕıa un incentivo para cambiar la asignación de las
variables instrumentos será cuando las valoraciones subjetiva y objetiva sean iguales y coincidan, puesto que
toda posiblidad de ganancia ya habrá sido agotada.

Definición 67. Extremos con restricciones: sea f : D ⊆ Rn → R una función escalar y sean g1, g2, ..., gp fun-
ciones D → R funciones escalares tal que:

R :g1(X) = 0 ∧ g2(X) = 0 ∧ ... ∧ gp(X) = 0

se dice que {(X 0) es un:

Máximo local sujeto a las restricciones R si:

f(X 0 + h)− f(Xo) ≤ 0, donde X0 ∈ R ∧X0 + h ∈ R ∧ h ≈ 0⃗

Máximo local estricto sujeto a las restricciones R si:

f(X 0 + h)− f(Xo) < 0, donde X0 ∈ R ∧X0 + h ∈ R ∧ h ≈ 0⃗

Mı́nimo local sujeto a las restricciones R si:

f(X 0 + h)− f(Xo) ≥ 0, donde X0 ∈ R ∧X0 + h ∈ R ∧ h ≈ 0⃗

Mı́nimo local estricto sujeto a las restricciones R si:

f(X 0 + h)− f(Xo) > 0, donde X0 ∈ R ∧X0 + h ∈ R ∧ h ≈ 0⃗

A los extremos sujetos a restricciones también se le conoce bajo el nombre de extremos condicionados,
restringidos o ligados.

Definición 68. Multiplicadores de Lagrange: sean f , g1 , g2 , ..., gn funciones D ⊆Rn → R. Se dice entonces la
función de Lagrange (o lagrangeano) L : D →R asociada a f bajo las restricciones:

g1(X⃗) = 0, g2(X⃗), ..., gp(X⃗) (33.28)

corresponde a:
L(X⃗) = f (X⃗) + λ1g1(X⃗) + λ2g2(X⃗) + ...++λngn(X⃗) (33.29)

donde los parámetros λ1, λ2, ..., λn son los llamados multiplicadores de Lagrange.
Entonces, optimizar una función z = f(X⃗) bajo las restricciones g1(X⃗), g2(X⃗), ..., gn(X⃗) es equivalente a
optimizar la función de Lagrange (lagrangeano) L.

Es decir, f (X0) es un punto cŕıtico crt́ico con restricciones entonces existen λ1, λ2, ..., λn tales que:

∂f

∂xi
(X0) + λ1

∂g1
∂xi

(X0) + λ2
∂g2
∂xi

(X0) + ...+ λp
∂gp
∂xi

(X0) = 0

o lo que es lo mismo, X0 es un punto cŕıtico condicionado si es solución del sistema:
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Lx1(X) = 0

Lx2(X) = 0
...

Lxn
(X) = 0

g1(X) = 0

g2(X) = 0
...

gn(X) = 0

33.5. Criterio de la segunda derivada con restricciones

Existen numerosos criterios que permiten clasificar los puntos cŕıticos en un problema de maximización o
programación. En particular, para el contexto económico es fundamental comprender el criterio de la segunda
derivada.

Definición 69. Considere el problema de optimizar z = f(X) bajo las restricciones: g1(X) = 0, g2(X) =
0, ..., gp(X) = 0. Y sea:

L(X) = f (X) + λ1g1(X),+λ2g2(X) + ...++λpgp(X)

el lagrangeano correspondiente.
Suponiendo que X0 es un punto cŕıtico, entonces X0 es solución al sistema:

Lx1
(X) = 0

Lx2
(X) = 0

...
...

Lxn
(X) = 0

g1(X) = 0

g2(X) = 0
...

...

gn(X) = 0

Se obtiene que:

d2L = d2f + λ1d
2g1 + λ2d

2g2 + ...+ λpd
2gp

y las restriciones gm(X) = 0 generan el siguiente sistema:


∇g1(X0) · dX = 0

∇g2(X0) · dX = 0
...

∇gp(X0) · dX = 0

entonces, después de aplicar las condiciones anteriores a d2L(X0) se obtienen los siguientes criterios:

Si ∀dX ≈ 0⃗, d2L(X0) < 0 ⇒ f(X0)es un máximo local

Si ∀dX ≈ 0⃗, d2L(X0) > 0 ⇒ f(X0) es un mı́nimo local

Si d2L(X0) cambia de signo siendo dX ≈ 0⃗ entonces f(X0) es un punto silla condicionado. Es decir, si
d2L(X0) > 0 algunas veces, pero otras veces d2L < 0.

Si ∃dX ≈ 0⃗, d2L(X0) = 0, entonces no hay criterio para clasificar el punto X0.
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33.6. Optimización en economı́a

33.7. El caso de más de una variable de elección

Usualmente, la optimización aprendida hasta ahora, ha consistido en funciones con una única variable de
elección, es decir, con funciones de la forma y = f(x). Sin embargo, en la teoŕıa microeconómica es necesario
dar el paso hacia formas funcionales cuyas funciones objetivos involucren dos o más variables de elección.
Para empezar, siempre es recomendable primero estudiar el caso más básico, una función objetivo con dos
variables de elección de la forma z = f(x, y), las cuales son todav́ıa graficables. Una generalización al caso
de n variables de elección implica perder la posiblidad de graficar estas funciones, por lo que primero se
empezará viendo el caso de dos variables.

33.7.1. Valores extremos en funciones de dos variables

En las funciones de una única variable de elección, un valor extremo (máximo o mı́nimo) usualmente es
presentado como la cima o el valle de una función en una gráfica de dos dimensiones. Ahora, con funciones
de dos variables de elección de la forma z = f(x, y) se pasará a gráficas de tres dimensiones.

Figura 33.3: En el primer diagrama el punto constituye un máximo mientras que en el segundo constituye
un mı́nimo.

33.7.2. Condición de primer orden

Para una función z = f(x, y) la condición de primer orden necesaria para un extremo (ya sea un máximo
o un mı́nimo) es dz = 0. Pero dado que ahora z es una función con múltiples variables indepedientes, dz es
ahora un diferencial total. Aśı que la condición de primer orden es

dz = 0 para arbitrarios valores de dx y dy ambos distintos de cero (33.30)

Un extremo ha de ser un punto estacionario, y en un punto estacionario, dz es una aproximación al verdadero
cambio ∆z, el cual debe ser cero para arbitrarios dx y dy, ambos distintos de cero. Aśı, en un caso de dos
variables, el diferencial total seŕıa

dz = fxdx+ fydy (33.31)

Para poder satisfacer la condición dz = 0 es necesario y suficiente que las dos derivadas parciales fx y fy
sean simultáneamente iguales a cero. Aśı, dicha condición se puede replantear de la siguiente manera:

fx = fy = 0 ∨
[
∂z

∂x
=
∂z

∂y
= 0

]
(33.32)
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33.7.3. Condición de segundo orden

33.7.3.1. Concavidad y convexidad

33.8. El Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

33.8.1. Un ejemplo en dos variables

1Considere un consumidor cuyas preferencias sobre canastas de bienes (x, y) ∈ R2 están dadas por la
función de utilidad de tipo Cobb-Douglas:

(x, y) = xθy1−θ

con θ ∈ (0, 1). Sea m el ingreso del consumidor y px, py los precios unitarios de los bienes x, y respectivamente.
Suponga que, por un tema de escasez, el consumidor no puede consumir más de de x del bien x.

1. Plantee el problema de optimización del consumidor.

2. Escriba el Lagrangiano asociado al problema de optimización.

3. Derive las condiciones de primer orden usuales.

4. Plantee la condición de holgura complementaria y analice los diferentes casos bajo los cuáles esta se cumple.

Solución

1. El problema del consumidor es:

máx
(x,y)∈R2

xθy1−θ

sujeto a pxx+ pyy = m

x ≤ x

(33.33)

2. Sean λ, µ,∈ R, constantes con µ ≥ 0 (por el teorema). El lagrangiano asociado al problema es:

L(x, y, λ, µ) = xθy1−θ + λ(m− pxx− pyy) + µ(x− x)

3.
∂L
∂x

: θ(
y

x
)1−θ − λpx = 0

∂L
∂y

: (1− θ)(
x

y
)θ − λpy = 0

∂L
∂λ

: m− pxx− pyy = 0

∂L
∂µ

: x− x ≥ 0

4. La condición de holgura complementaria es:

µ(x− x) = 0

A partir de la cual, nace la posibilidad de analizar casos:

a) Caso: x− x = 0 ∧ µ = 0
Note que esto implica que x = x. Es decir, que el consumo de x es exactamente igual al máximo que fue
impuesto por la restricción adicional, sin embargo, dado que µ = 0, la utilidad marginal por consumir
una unidad adicional de ese bien restringido es 0, entonces la restricción no es vinculante, porque el
consumidor de todos modos ya consumı́a en el nuevo punto de la restricción, y no tiene interés en
consumir más allá de ese punto, por lo que la restricción adicional no está condicionando realmente al
consumidor.

1Ejemplo tomado de OrtegaBarrantes.



400 CAPÍTULO 33. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS

x∗ = x

y∗

y

x

b) Caso: x− x = 0 ∧ µ > 0 Note que esto implica que x = x. Es decir, que el consumo de x es exactamente
igual al máximo que fue impuesto por la restricción adicional, sin embargo, dado que µ > 0, la
utilidad marginal por consumir una unidad adicional de ese bien restringido es positiva, por lo que el
consumidor śı obtendŕıa una utilidad adicional por consumir más de ese bien adicional, sin embargo
ya está consumiendo lo más que puede, que es x, por lo que en este caso la restricción śı es vinculante.

x∗ = x

y∗

y

x

c) Caso: x− x > 0 ∧ µ = 0 Note que esto implica que x ≥ x. Es decir, que el consumo de x es menor al
máximo que fue impuesto por la restricción adicional, de modo que a pesar de que haya una restricción
adicional no afecta en lo absoluto a este consumidor, porque él desea consumir menos de lo que se
impuso como máximo a consumir que es x.
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xx∗

y∗

y

x



402 CAPÍTULO 33. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS



Caṕıtulo 34

Un algoritmo para los problemas de
maximización en economı́a

1 El siguiente es un somero repaso de pasos o instrucciones a seguir para encontrar los óptimos a un
problema de maximización con restricción:

1. Escoger una entrada cualquiera del vector de bienes, insumos, etc., xk.

2. Resolver la ecuación: f
′(x⃗)
xi

= f ′(x⃗)
xk

para cada variable xi en términos de xk, xi(xk)
i=n
i=1 .

3. Evaluar xi(xk) en la restricción del problema y resolver para xk(p⃗, k), en donde k es el término constante
al cual está igualada la restricción del problema, la cual variará dependiendo del contexto del problema de
maximización.

1Véase Zevelev, 2017
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Caṕıtulo 35

Funciones homogéneas y el teorema
de Euler

35.1. Funciones homogéneas

Definición 70 [Funciones homogéneas]. Una función f : Rn → R es homogénea1 de grado k si:

f (λx) = λkf (x) ∀λ ∈ R (35.1)

En otras palabras:

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λkf(x1, x2, . . . , xn) ∀λ ∈ R (35.2)

Importante: todas las funciones lineales son homogéneas de grado 1, mas no todas las funciones homogéneas
de grado 1, son lineales. Por ejemplo: f(x, y) =

√
xy es homogénea de grado 1 mas no lineal.

Por ejemplo, en economı́a, las funciones de beneficios y de costos derivadas de la función de producción,
son homogéneas. Lo mismo pasa con las funciones de demanda derivadas de las funciones de utilidad.

Aśı, por ejemplo, una función de la forma y = axk, es homogénea de grado k. Una función de la forma
y = x3 + 3x2 no es homogénea. En el caso de las funciones multivariables, por ejemplo, y = axk11 x

k2
2 x

k3
3 es

homogénea de grado k1 + k2 + k3. Es decir: una suma de monomios de grado k, es homogénea de grado k,
mas una suma de monomios de diferentes grados no es homogénea.

¿Por qué son importantes las funciones homogéneas en economı́a? Piense, por ejemplo, en una función
de producción homogénea de grado 1:

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λf(x1, x2, . . . , xn)∀λ > 1

Si se toma λ = 2, esto significaŕıa que si la empresa duplica simultáneamente todos los insumos empleados
para producir, esto duplicaŕıa la cantidad de producción total generada. Si fuera el caso que λ = 3, al
triplicar simultáneamente todos los insumos, el producto total final también se triplicaŕıa. Aśı, esta función
de producción exhibiŕıa retornos constantes a escala.

Pero, si la función de producción fuese homogénea de grado k, con k > 1, entonces diŕıamos que la función
exhibe rendimientos crecientes a escala, lo cual signicaŕıa que al multiplicar por un escalar λ simultáneamente
todos los insumos de la producción, la producción creceŕıan en un factor mayor que λ.

Por el contrario, si la función es homogénea de grado k con k < 1, se dice que exhibe rendimientos decre-
cientes a escala, por lo cual, al magnificar todos los insumos simultáneamente en un factor λ, la producción
creceŕıa en un factor menor que λ. [Teorema de Euler] Si f : Rn → R es una diferencial en x y homogénea
de grado k, entonces ∇f (x) · x = kf (x).

Demostración. F́ıjese x. Considere la función H(λ) = f (λx). Esta es una función compuesta, H() = f ◦G(λ),
donde G : R → Rn tal que G(λ) = λx.

Haciendo la regla de la cadena:

DH(λ) = DF (G(λ))DG(λ)

Si se evalúa la expresión anterior cuando λ = 1 se obtiene que:

1Consulte Sobel, s.f.
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DH(1) = ∇f (x) · x (35.3)

Por otro lado, se sabe por lo homogeneidad que H(λ) = λkx. Diferenciando la expresión del lado derecho se
obtiene que:

DH(λ) = kλk−1f (λx) (35.4)

Y, evaluando λ = 1 se obtiene que:
DH(1) = kf (x) (35.5)

Y, haciendo la igualación DH(1) = DH(10 finalmente se comprueba el teorema:

∇f (x) · x = kf (x) (35.6)

Una función de costos homogéa de grado 1 implica que si los costos de todos los insumos empleados en
la producción se multiplican por un factor λ, costos totales se multiplican por un factor λ,

Las funciones de demanda de la persona consumidora son homogéneas de grado 0, lo cual quiere decir que,
dada una función de demanda que depende depende de precios e ingreso xk(P⃗ ,m), si tanto los precios como
el ingreso son multiplicados por un factor λ, entonces la restricción presupuestaria se mantiene intacta.
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Arrow, K., Chenery, H., Minhas, B., & Solow, R. (1961). Capital-Labor Substitution and Economic Effi-

ciency. The Review of Economics and Statistics, 43 (3), 225-250. %5Curl%7Bhttps://www.jstor.
org/stable/1927286?origin=crossref%7D

Arrow, K., & Debreu, G. (1954). Existence of an Equilibrium for a Competitive Economy. Econometrica,
22 (3), 265-290. %5Curl%7Bhttps://www.jstor.org/stable/1907353?origin=crossref%7D

Berck, P., Sydsaeter, K., & Strom, A. (2005). Economist’s Mathematical Manual (4.a ed.). Springer.
Dixit, A. K. (1990). Optimization in Economic Theory (2.a ed.). Oxford University Press.
Gao, F. (2016). Monopoly. %5Curl%7Bhttp://www.sfu.ca/∼gaofengg/monopoly.pdf%7D
Geanakoplos, J. (s.f.). Kenneth Arrow’s Contributions to General Equilibrium. %5Curl%7Bhttps://www.

econometricsociety.org/sites/default/files/inmemoriam/arrow geanakoplos.pdf%7D
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