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Teoria del Consumidor
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La teoria del consumidor esta asentada sobre dos grandes bloques tedricos: la teoria de las preferencias
y la teoria de la utilidad.
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Capitulo 1

Preferencias

1.1. Preferencias y eleccion

El punto inicial para estudiar el problema de la decisién de los individuos es considerar una conjunto de
posibilidades (mutuamente exluyentes entre si) alternativas a partir de las cuales el individuo puede escogelﬂ
Llamesele a este conjunto X. Actualmente, existen dos principales aproximaciones para estudiar el problema
de la decisién de los individuos:

= Un abordaje mediante la imposicién de axiomas en las preferencias de la persona y partir de dichos
axiomas considerar cudles son las consecuencias que se derivan a partir de ese conjunto axiomas para
la toma de decisiones de las personas. Este primer acercamiento al tema de la decisién individual es la
manera mas tradicional de estudiar el problema.

= El segundo abordaje consiste en tratar el comportamiento de las decisiones del individuo como un
elemento primitivo y a partir de dicha primitiva se proceden a hacer asunciones. Dichas asunciones o
supuestos se conocen bajo el nombre de: axioma débil de las preferencias reveladas y axioma fuerte de
las preferencias reveladas.

1.1.1. Primer abordaje: Relaciéon de preferencias

En este primer enfoque, los objetivos de la persona se resumen en una relacién de preferencias, la cual
se denota por 7Z. Una relacién de preferencias - es una relacién binaria en el conjunto de alternativas X,
permitiendo la comparacién de alternativas z,y € X. La expresion z =~ y se lee "z es al menos tan preferido
como y”. A partir de -, se pueden extraer otras dos importantes relaciones sobre X:

1. La relacién de preferencia estricta >, definida por:
T-YyS Ty pero no YT
y se lee "z es preferido a y”.
2. La relacién de indiferencia -, definida por

r~y&S Ty ademas Yy x

Uno de los supuestos mas importantes en la teoria microeconémica es que las preferencias de las personas son
racionales. La hipétesis de la racionalidad esta representada en dos supuestos bésicos acerca de la relacién
de preferencia =: completitud y transitividad.

Definicion 1 [Racionalidad de las preferencias/. Una relacién de preferencias - se dice racional si posee las
siguientes propiedades:

= Completitud: Vz,y € X, se tiene que = 77 y o y 77 & 0 ambas.

= Transitividad: Vz,y € X, se tiene que, si z 7~ y y y = z, entonces x 7 2.

1Véase Mas Colell et al., 1995y Jehle y Remy, [2000
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Asumir que la relacién de preferencias es completa indica que la persona tiene bien definida su preferencia
entre dos posibles alternativas. Este axioma indica que la persona ya ha llevado a cabo un proceso de definir
claramente sus preferencias de manera ordenada, de tal manera que siempre ante un par de alterantivas,
siempre sepa cudl alternativa es la que mas le conviene. De esta manera, ante cualquier conjunto de posibles
alternativas, la persona unicamente tomaria decisiones ya premeditadas.

Por otro lado, el axioma de la transitividad implica que es imposible presentarle a la persona una secuencia
de pares de alternativas en las que sus preferencias se contradigan.

Este par de axiomas son sustanciales, sin los cuales no se podria sostener importantes porciones de la
teoria econémica.

Si entonces la relacién de preferencias - es racional, entonces se tiene que:

Proposicidn 1. 7 es tanto irreflexiva (x 7 = nunca se sostiene) y reflexiva (six 7~ y y y 7 z, entonces = 77 2).

Demostracion. Por el axioma de completitud, z = 2 Vz € X. De ahf que Zz € X tal que x > x. Suponga
que x >~ y v y > z, entonces tiene que ser que: x = y - z. Se tiene entonces que z > z y por ende >~ es
transitiva. (Ver demostracién de la tercera propiedad). O

Proposicion 2. ~ es reflexiva (x ~ x Va), transitiva (si x ~ y y y ~ z, entonces x ~ z) y simétrica (si x ~ y,
entonces y ~ ).

Demostracion. Dado que z 7 x Vo € X, entonces © ~ = Vo € X también. Por ende ~ también es
reflixiva. Suponga que x ~ y v y ~ z. Entonces, x ZZ y, y 2~ 2, y 7 ¢ y z 27 y. Por transitividad, esto implica
que z 77, z y asi z 7Z x. Por tanto z ~ z y por ende ~ es transitiva. Suponga que t ~yyasix Zyyy 2 T.

Porende y zx vy z 7y y asi y ~ x. Por tanto ~ es simétrica. O
Proposicion 3. Si x =y 7 z, entonces x > z.

Demostracion. Dado que y > z implica y 77 z, la transitividad implica que = 77 z. Suponga que z 2Z . Dado
que y = z, la transitividad implicaria que y - z, pero esto contradeciria el hecho de que = > y, y por tanto
no se puede tener que z - x, y por ende tiene que ser que = > z. O

1.1.2. Segundo abordaje: Reglas de la eleccion

En este segundo abordaje, el comportamiento de las decisiones es el principal objeto de la teoria del
consumidor. Dicho comportamiento es representado mediante una estructura de elecciones. Una estructura
de elecciones (B, C(-)) consiste de dos elementos:

= B es una familia de conjuntos no vacios de X. Esto significa que cada elemento de B es un conjunto
B C X. A cada elemento B € B se le llama un conjunto presupuestario. Los distintos conjuntos
presupuestarios en B son una lista exhaustiva de todas las posibles elecciones concebibles que puede
tomar el agente.

= C(-) es una regla de eleccidn, es decir, una correspondencia o relacién que asigna un conjunto no vacio
de elementos C'(B) C B para cada conjunto presupuestario B € B. Cuando C(B) contiene un tnico
elemento, ese elemento es la eleccién del individuo de entre todas las alternativas en B. Si C(B) contiene
més de un elemento, cada uno de esos elementos en C'(B) representa las posibles alternativas que el
agente puede elegir.

Al utilizar este abordaje, es menester imponer restricciones razonables sobre el comportamiento decisional
del agente. Una de estas restricciones se conoce como el axioma débil de las preferencias reveladas.
La idea es que mediante estas restricciones, las decisiones tomadas por el agente denoten un cierto grado de
consistencia en sus elecciones.

Definicion 2. Axioma débil de las preferencias reveladas La estructura de elecciones (B, C(+)) satisface el
axioma débil de las preferencias reveladas si se sostiene que, para algin B € B, con x,y € B, se tiene que
x € C(B), entonces para cada B’ € B con x,y € B’ y y € C(B’), también se debe tener que x € C(B’).

Lo que dice el axioma débil es que, si se escoge x dado que y esté disponible como eleccién, no
puede haber otro conjunto presupuestario en donde, estando nuevamente disponibles x y y, se
escoja y por encima de x.



Capitulo 2

Utilidad

2.1. Funcion de utilidad

Definicion 3 [Funcion de utilidad ]. Definase una funcién de utilidad como una funcién de valor real w :
R — R que representa la relacién de preferencias =, si V2, ' € R7, u(2?) > u(z!) & 2° 7 2t

Una funcién de utilidad es una manera conveniente de resumir informacion contenida en las relaciones de
preferencias del consumidor. En particular, el uso de las funciones de utilidad representa una ventaja para
poder emplear herramientas matematicas como el uso del calculo.

Se considera que las relaciones de preferencias vistas anteriormente, son la manera mas primitiva de repre-
sentar las preferencias del consumidor, y la funcién de utilidad es simplemente una representaciéon o resumen
de la informacién transmitida por la relaciéon de preferencia.

A continuacién, una definicién maés formal sobre las funciones de preferencia:

Proposicion 4. Considere una relacién de preferencias racional 7. Si u(z) = u(y) implica x ~ y y si u(x) >
u(y) implica que x > y y entonces u(-) es una funcién de utilidad que representa .

Demostracidn. Suponga que u(xz) = u(y) = = ~ y y u(z) > u(y) = x > y. Luego, suponga que x ~ y. Si
x =y y ademds es el caso que y > x, pues entonces esto implica que x ~ y, y por lo tanto u(x) = u(y). Pero,
si x = y pero y /x, entonces esto implica que u(z) > u(y). O

Proposicion 5. Si X es finito y 7 es una relacién de preferencias racional en X, entonces existe una funcién
u: X — R

Demostracion. O

2.2. Utilidad como una nocién ordinal

Dado que una funcién de utilidad revela informacion sobre el ordenamiento de las preferencias de un
consumidor, es que entonces se dice que la utilidad es una nocién meramente ordinal. Esto quiere decir que
la informacién maés valiosa que revela una funcién de utilidad es cémo ordena distintos conjuntos de consumo.

Por ejemplo, suponga una canasta de consumo (z1,y;) que se llama canasta 1 y otra (x2,y2) que se llama
canasta 2. Asi, suponga que un agente prefiere estrictamente la canasta 1 a la 2, lo cual quiere decir que
(z1,91) = (22, 92)-

Si este ese el caso, debe ser entonces el caso de que, la utilidad que genere consumir la primer canasta,
sea superior a la utilidad que genera consumir la segunda canasta, por lo que entonces u(z1,y1) > u(x2,y2).

Ahora, recuerde que una funcién de utilidad es una funcién de valor real u : R — R que representa la
relacién de preferencias 77, si V2%, 2' € R, u(2%) > u(z!') < 2° = 2'. Entonces, volviendo al ejemplo de
dos canastas 1 y 2, entonces que (x1,y1) > (22,y2) implica que, la funcién de utilidad que representa dichas
preferencias u = f(x,y) entonces cumple que f(x1,y1) > f(x2,y2).

Esto quiere decir que, si se ubicaran las canastas en un espacio geografico, como un plano cartesiano, la
canasta 1 estarda mas alta que la canasta 2, pues la primera tiene asociado un mayor nivel de utilidad que la
segunda. Asi pues:
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U1

U2

LT
'.2 T

1

Lo cual es lo mismo que cuando en dos dimensiones se comparaban dos x’s y se veia cual tenia una mayor

y. Ahora, la variable dependiente es la utilidad, y por eso se dice u = f (X ), lo cual es una generalizacién:
Z1
T2

u es una funcién de utilidad que depende de un vector de bienes | . |, donde el caso més general serian n

Tn
bienes y el caso mas basico graficable seria que la utilidad depende de dos bienes, de forma que la funcién
serfa simplemente u = f(z,y) o equivalentemente u = f(x1,x2).

Pasar a una generalizacién de n bienes implica perder la posibilidad de ver una representacion grafica
de la situacién, asi como un mayor nivel de abstraccién matemaética.

2.3. Restriccion de presupuestaria

2.3.1. Caso de n bienes

Definase una restriccion presupuestaria para n bienes como una inecuacién de la forma:
n
m > Zpifﬂi (2.1)
i=1

En donde se tiene un vector de bienes & = [x1, z3, ...z, con n entradas y cada uno de los z; bienes tiene un
respectivo precio p;. Observe que la restriccién presupuestaria no es mas que la suma de los precios de los
bienes multiplicados por las respectivas cantidades consumidas de cada bien.

Sea m el ingreso del consumidor, entonces este ingreso debe ser mayor, o como minimo, igual al gasto total
en bienes del consumidor. Note que la restriccién presupuestaria no mas que una inecuacion entre el ingreso
y el gasto.

Por medio del teorema de Karush-Kuhn-Tucker, esta restriccién presupuestaria en casi la totalidad de casos
pasa a ser una ecuacién, de manera que serd m&s comun toparse con una restriccién presupuestaria de la
forma:

m=3pi, (2.2
=1

Cuando la restricciéon presupuestaria se cumple con igualdad, se tiene que el consumidor gasta todas sus
unidades de ingreso en consumo, lo cual es una idea muy importante que serd recurrente a lo largo de la
economia.

2.3.2. Caso de dos bienes

Derivacion general 1 [Restriccion presupuestaria con dos bienes]. Asumiendo que la restriccién presupues-
taria se cumplird con igualdad en casi la totalidad de los casos, definase una restriccién presupuestaria para
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RP3D .
RP2D

2 bienes (x,y) como una ecuacién de la forma:
m = Py + pyy (2.3)

En donde m, p., py son valores constantes exégenos que representan el ingreso, el precio de x y el precio de

y respectivamente.
Note que al ser m, p, valores constantes, se tiene una funcién lineal con una sola variable independiente
) s My ) ’

de manera que esta ecuacién se puede representar con una funcion lineal de la forma y = mx + b.
Observe que:

m = Pz + Pyy
Dicha ecuacién se puede despejar en términos de y:

Nota 2. La idea es derivar una expresién de la forma y = f(-), para as{ poder tener una funcién de y en
funcién de x y poder graficarla como las funciones de toda la vida.

m — Pzt =pyYy
m — P
Py
m - Pz
— — = y
Dy Dy

Observe que la restriccion presupuestaria, despejada en términos de y, es una funcion lineal con pendiente
negativa de la forma —%. Es decir, que en una funcién de 2 bienes, la restriccién presupuestaria se puede

Y
ver como una funcién lineal cuya pendiente es la relacién entre los precios de los productos x y y.
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Capitulo 3

Maximazacion de utilidad sujeto a
una restriccion presupuestaria

Los problemas de maximizacion de utilidad sujetos a una restriccién presupuestaria pueden ser resueltos
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange si las curvas de indiferencias son convexas y hay
solucion interna. Adicionalmente, también se puede utilizar el metodo de Karush-Kuhn-Tucker para resolver
estos problemas de forma més general.

3.1. Caso de n bienes

Derivacion general 2 [Karush-Kuhn-Tucker para maximizar una funcién de utilidad: soluciones internas y

—

de esquina/. Suponga un consumidor que presenta una funcién de utilidad de la forma: u(X), la cual se
n

desea maximizar dada una cierta restriccién presupuestaria de la forma m > E p;x;, entonces, se tiene el
i=1
siguiente problema que describe la maximizacién de su utilidad:

max u(X)
T1,X2y.-4yTn

n
sujetoa m > Zpixi
i=1

De esta forma, se puede plantear el siguiente lagrangeano para resolver el problema de maximizacion.

L:u(z, 2, ..., Tpn) + A(m — Zpﬂz)
i=1

O, andlogamente también se puede plantear de la siguiente manera:

L:u(zy, T,y Ty) — )\(Zpixi —m)
i=1

En adelante, se va a trabajar con la primera versién del lagrangiano recién presentado. Por el teorema
de Karush-Kuhn-Tucker debe cumplirse:
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a—£§02>6u7(x)—/\p1§0 x1 M—/\M =0
0z 0x1

oL ou(Z) ou(T)

Oxy — 0 0xo )\p2 <0 T2 |: 0xo )\p2 0
oL ou(Z) ou(T)

Ooxy, — 0 oz, Apn <0 " [ oz, APn 0
a—l:>0:>m— En ix; >0 Alm— En x| =0
a)\ - Z=1 p'L (R ’L=1 pl 3 -

Dos preguntas importantes:

= ; Gastard todo su ingreso? — suponga que no. De esta manera m — Zpixi > 0, lo cual, por la dltima
i=1
condicién de holgura complementaria que A = 0, por lo que debe ser cierto que:
UMg,, <0
UMg,, <0
A=0= 1. (3.1)
UMg,,K <0

Pero si hay al menos una mercancia con utilidad marginal positiva (un bien) habria una contradiccién.
Es decir, que cuando el individuo desea unidades (monotonia) entonces debe ser que A > 0 Am =

n
E Pil;.
i=1

. ., . . . . du(X) , ou(X) _
= ;Solucién de esquina? — considere un x; cualquiera, debe cumplir “ow; < 0. Ahora suponga lim,, ¢ pr
. ou(X) . sy
00 pero si — =55 l«;—0 — pj < 0y se generarfa una contradiccién.

Asi entonces el consumo de una unidad marginal se aprecia inmensamente y es consumida por un actor

econémico. Asi z; > 0 A % — p; = 0. Note que si todas las mercancias (que el individuo considera)

satisfacen estas propiedades, las condiciones de primer orden se reducen a:

du(X) _
8.171 - )\pl
u(X)
Do = Ap2
u(X)
. = APn

n
m = E DiZq
i=1

Entonces, siguiendo el argumento del arbitraje, debe ser que para dos mercancias cualesquiera j,k, debe

cumplirse que:
ou(x) Ju(T)
R V)
bj Pk
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Y dado que A = A entonces se tiene que:

ou(Z u(Z
8$J _ Oxy
DPj Pk
Se llega a la condicién de optimalidad de que:
Ou(T)
oz - &
= ou(®) i
Oz

A se puede interpretar como el monto en que £ aumentaria si la restriccién presupuestaria se relajara en
una unidad, es decir, si aumentara el ingreso en una unidad. En otras palabras, es la utilidad marginal del
ingreso; es lo que se llama un precio sombra, o sea, la utilidad marginal ”perdida.2sociada a la restriccion
interpuesta.

Esto quiere decir que de no estar la restriccién interpuesta, bajo condiciones normales (por monotonia) el
agente econémico querria consumir mas, sin embargo, con motivo de la restriccién interpuesta en el ingreso,
debe conformarse con una cierta cantidad consumida, y se estan dejando de consumir unidades que, de no
ser por la restriccién, se consumirian.

La solucién a estos problemas de maximizacién se llaman funciones marshallianas de demanda.
Estas funciones se caracterizan porque dependen de los precios de todos los bienes de la funcién
de utilidad y del ingreso. \ se puede interpretar como el monto en que £ aumentaria si la restriccién
presupuestaria se relajara en una unidad, es decir, si aumentara el ingreso en una unidad. En otras pala-
bras, es la utilidad marginal del ingreso; es lo que se llama un precio sombra, o sea, la utilidad marginal
"perdida.?sociada a la restriccién interpuesta.

Esto quiere decir que de no estar la restriccién interpuesta, bajo condiciones normales (por monotonia) el
agente econémico querria consumir mas, sin embargo, con motivo de la restriccién interpuesta en el ingreso,
debe conformarse con una cierta cantidad consumida, y se estan dejando de consumir unidades que, de no
ser por la restriccién, se consumirian.

Ejemplo 1 [Funcion de Elasticidad de Sustitucion Constante (CES)]. Suponga un vector de n bienes de
la forma: X = [x1,22,...,%,]. Una funcién de utilidad de la forma de elasticidad de sustitucién constante
dependiente de n bienes tiene la siguiente forma:

-1

P

n
u(Z) = Zaix;p
i=1

Originalmente, la funcién CES fue concebida como una funcién de produccién E| ante las limitaciones oca-
sionadas por trabajar con funciones de tipo Cobb-Douglas y de complementos. En su forma original esta
funcién fue planteada de la forma:

V =A[6K "+ (1—08)L "% (3.2)
En donde:
= v es un pardametro (neutral) de eficiencia
= p es el pardmetro de sustituciéon
= § es el parametro de distribucién

Problema del consumidor:

-1

n e n
MLy, oy, .z, WT) = Zaix;p sujeto a m > sz'l"i N p>1,p# 0
i=1 i=1
-1
n P n
L= Zaixi—p + A m—Zpixi
i1 i=1

1 Arrow y Debreu, [1954
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=1_1q

oL 1 (& )\’ . -1, =l 1
—<0= — iy ? —pa;z? = Ap1 <0 — ;) T —paa? Tt = Ap| =0
o = p (Z;M ) Pty T =T (;MZ ! e
oL 1 (< > 1 &
i P — " —pasal = Apy <0 i 27 —panal Tt = Apa| =0
By = p (;a z; ) POy P2 < T2 [ P (; oz ") POy D2
=13
oL -1 (& )\’ —1 -
3 <0=> — <Z o4, p) -—panxﬁ_l—)\pn <0 Ty l(z ;x; 9)7171 . —panxﬁ_l — )\pn‘| =0
Tn P i=1 e
Note que:
oL ou()
— = - A =UMg,, — X
o, [ o pl] (UMgy, — Api]
aL n n
=< _ . < _ | =
a)\_Oim ;ple_o )\[m iz_;pm] 0
Caso1: A=0
UMg,, <0
A=0= <. (3.3)
UMg;, <0

= SiA = 0 las utilidades marginales de todas las n mercancias serian < 0.

Esto querria decir, contrario sensu, que ningin bien tendria utilidad marginal positiva, es decir, ninguna
de las n entradas del vector de productos 7, seria un bien. Sin embargo, note lo siguiente.
Suponga que tomamos un bien cualquiera, digamos j, de los n bienes que conforman el vector de productor
Z, y suponga que queremos ver cémo cambia la utilidad u, ante una variacién en el consumo del bien j, es
decir, quisiéramos ver su utilidad marginal:

o -1 (<& ’
—=— ax; - —pajz; "
dzj  p <; o ) P

i —p—1 n _71_1
Qu (@) _ pajx; ’ (Z aix¢p>
i=1

Zj

ou(d) _ (ZM )

. p+1
T, q;j

—1
71

Habiendo obtenido cuédl es la utilidad marginal con respecto al bien j, suponga que quisiéramos oberservar
como se comporta esa utilidad marginal cuando el bien x; tiende a cero, es decir, cuando no se tiene nada
del bien z; y se va a aproximar a empezar a tener un poco de ese bien, entonces planteamos el siguiente
limite:

=1_4
P

aj Z a;x; ’
. Ou(T) i=1
lim =

Ij%O J]] $5+1
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Es decir:

Ij*}O x]

Es decir, que cuando el consumo de x; es nulo, y se va a consumir la primera unidad de ese bien, la
utilidad marginal ”se dispara.® infinito. Esto quiere decir que la primera unidad consumida del bien z; es
valorada infinftamente y vale muchisimo.

Esto entonces entraria en contradicciéon con el supuesto de que Bg—g) < 0, de manera que no se podria
sostener que x;, y con ello todas las n entradas del vector Z, deben ser bienes y con ello tener utilidades
marginales positivas.

Aun mas, siguiendo el supuesto de que las preferencias han de ser monétonas, es decir que ”més siempre
es mejor”, esto en términos de utilidad se traduce a que, entre mas se consuma de algin bien o de todos los
bienes, necesariamente la utilidad total ha de aumentar respectivamente.

Esto se puede percibir de manera incluso ain maés intuitiva observando que la funcién de utilidad tiene
la forma de una sumatoria, lo cual se puede interpretar como que mientras mas consuma de cada uno o al
menos de un solo de los bienes Z, mayor debera ser la utilidad total.

Entonces

)
()f

. Ou (D) D2
lim =00 =
x;—0 .IJ
ou(X) _
T, - rn

Y por tanto, para dos bienes cualesquiera se puede establecer la condicién de optimalidad:

1
Tk [0 %% 02 +p
l‘j Oéjpk

Ahora, habiendo caracterizado a xj en el éptimo, se procede a evaluar en la restriccién presupuestaria:
D
n n Olkpj e
=Y pre=m=3 e (22) 7,
k=1 k=1 iPk
pj ﬁlp n Qg T+p 1+P I 1
:>m:xj ; Zpk p7k :>m:$] Za +p +p

J k=1
m
. I;vf _ -
pj |t 1+p ™
(%') Pk
k=1

A partir de cambiar los valores para p en la demanda marshalliana de un bien para una funcién de
utilidad de elasticidad de sustitucién constante (CES), se obtienen distintos casos:

= p =0 — Cobb-Douglas

e Demostracion. Tomese la funcién CES como fue concebida originalmente:

=K+ (1—68)L "] 7
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Aplicando logaritmos a ambos lados se obtiene que:
Inu=Iny[6K?+(1- 5)pr}’71
Recuerde que: loga® = b - log a, entonces:

~ In—[6K" + (1 -6)L7"]
p

Inu

Ahora evaliase en el limite cuando p — 0

_ —p _ —p
i Inw — 1 2K 4 (1= 0)L77]

p—0 p—0 p

_ 0 _ 0
Inu — In —y[6K° + (1 —0)L"]

0

Inl

Inu=——

nu 0

lnuz9

0

Es decir que evaluar el limite cuando p — 0 genera una forma indeterminada %, lo cual puede ser
resuelto mediante la aplicacién de la regla de L’Hopital:

_ —p _ —p
o K 4 (1= 8)L ]
p—0 P

Entonces:

f(p) =In—y[6K™7 + (1 -6)L™"]

/ 1 - -
= A[-0KPInK —(1-6)L™"InL
=10 = — g 1K K — (1= )L )
Flp) = —/[6K "InK + (1—6)L7] Flp) = SK"InK+(1—06)L "L
P)= T 5K + (1 — 6)L—7] P)= " SK 2 + (1—0)L 7]
9p)=p=4g'(p) =1
Entonces, aplicando la regla de L’Hopital:
Inu = lim JKi[ézlfiiEt%:p]lnL] o= SK°InK +(1-9)L°InL]
50 1 T PR+ (1-0)L9]
InK+(1-46)InL
:>lnu:6n (=9 =hu=ImK+(1-0)InL

0+1—96
=hu=InK®+InL"°
=Inu=InK%. L'
s elnu _ nK%.L1°

cu= K6 . Llfé

[}
= p = 0o — Complementos perfectos

= p = —1 — Sustitutos perfectos
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3.2. Caso de dos bienes

Derivacién general 3 [Multiplicadores de Lagrange para una funcion de utilidad de dos bienes]. Suponga un
consumidor que presenta una funcién de utilidad de la forma: u(z,y), la cual se desea maximizar dada una
cierta restriccién presupuestaria de la forma m = p,x + p,y, entonces, se tiene el siguiente problema que
describe la maximizacion de su utilidad:

max u(x,y)
Yy

S.a. M = P, T+ PyyY (3.5)

De esta forma, se puede plantear el siguiente lagrangeano para resolver el problema de maximizacién.
L:u(z,y) + A(m — pex — pyy)
O, andlogamente también se puede plantear de la siguiente manera:
L:u(@,y) — Mpaz + pyy —m)

En adelante, se va a trabajar con la primera version del lagrangiano recién presentado. Ahora, dado el lagran-
giano que representa el problema de optimizacién del consumidor, se tienen las siguientes condiciones de primer orden
asociadas al problema de maximizacion:

0L Ou(w,y) _

G = A =0 (3.6)
oL Ou(z,y) - B

oL

a.m—pzx—pyy—o (3.8)

Note que una vez planteado el lagrangiano, las condiciones de primer orden consisten en las derivadas par-
ciales del lagrangiano con respecto a cada una de las variables que conforman los bienes dentro de la funciéon
de la utilidad y posteriormente la derivada parcial con respecto al multiplicador de lagrange A. Note que
de las condiciones de primer orden resulta un sistema con la misma cantidad de ecuaciones que variables
por encontrar (recuerde que m, ps,p, son valores constantes dados exdgenamente y que no interesa hallar
exactamente en estos modelos.

Es importante que note que son las derivadas parciales de la funcién de utilidad con
respecto a cada una de las variables de las que depende la utilidad, asi que en realidad estamos obteniendo
céomo cambia la funcién de utilidad ante un cambio en la cantidad consumida de x y de y respectivamente.
En otras palabras, estamos encontrando las utilidades marginales con respecto a x y y respectivamente.
Observe que de las ecuaciones anteriores, se pueden hacer los siguientes arreglos algebréicos:

ou(z,y) . Ou(z,y)
ox 0

oL UM
—:Ung:)\pw(@igx:)\
afE Pz

Y por otro lado:
oL UM
UM, = Mpy & =298 — )
6:0 Dy

Y, teniendo dos igualdades con dos variables (x,y), se puede hacer la siguiente evaluacién o igualacién de A,
de tal manera que queda la siguiente igualdad:

UMg, UMy,

Dz Dy

Y, haciendo un despeje se puede obtener lo siguiente:

UMg.  pa.
UMg, by

UMg, _ UMg,

x

(3.9)
Note que la condicién de optimalidad implica A = , lo cual econémicamente se podria
interpretar de la siguiente manera:

Si se altera el consumo de uno de los bienes, el consumo del otro bien también debe cambiar, suponiendo
que se gasta todo el ingreso. Asi:
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= Sise reduce (aumenta) el consumo de x en pi, entonces habria una disminucién (subida) en la utilidad
x

de Mgz
P

= Si se aumenta (reduce) el consumo de y en pi, entonces habria una subida (disminucién) en la utilidad
Y
UM
de =2,
Py

= Por lo tanto, el cambio total en la utilidad tras el ajuste en el consumo de ambos bienes seria de
Au = % — %. Por tanto, note que si:
x y

e Au >0«
bien x aumenta la utilidad total y se querrla substituir y por X, para consumir mas X.

UM UM
U];/Ig“” X = UMgT > = =% 1o cual implica que aumentar el consumo del

OAu<O<:>UMgI

bien y aumenta la utlhdad total y se querrla substltmr X por y, para consumir mas y.

UM UM
- D =" UMg’ <= =% 1o cual implica que aumentar el consumo del

UM
o Au=0« YMe UMy _ o UMgs
Pz Py Pz

consumo entre los bienes x y y, no cambia la utlhdad total, por lo cual debe ser que ya se estd
maximizando y no harbfa ningin incentivo a sustituir ninguno de los bienes por el otro.

UM
= 229 o cual implica que cambiar o redistribuir el

Ahora, jqué hemos hecho? Note que este problema de optimizacién se ha venido trabajando sin una
funcién de utilidad particular, sino que s6lo hemos venido utilizando una funcién de utilidad genérica de la
forma u(x,y). Pronto veremos formas concretas y recurrentes de funciones de utilidad muy comunes, pero
por el momento estamos trabajando con una funcién de utilidad general.

Es asi, que las operaciones algerbaicas anteriores nos han permitido encontrar una condicién de optimalidad
general para los problemas de maximizacién de funciones de utilidad en dos variables sujetas a una restric-
cién presupuestaria.

Note que esta condicién de optimalidad consiste en una igualdad entre la relacién de utilidades marginales
de x y y, y la relaciéon de precios entre los precios de x y de y.

El lado izquierdo de la condiciéon de optimalidad se conoce como la tasa marginal de sustitucion de x y
dey (TMS,,). Esta expresién es una relacién que nos permite comparar cémo se comporta la utilidad del
consumidor ante cambios en el consumo de x y de y.

En resumen: la tasa marginal de sustituciéon nos indica como se comporta la relaciéon marginal de
sustitucion entre los bienes x y y.

3.2.1. Transformaciones monotonamente crecientes

Dado que ya se tiene un panorama de la utilidad como una funcién que depende de bienes, y cémo
esta es una nocién primordialmente ordinal, se puede entonces introducir las transformaciones mondtonas
crecientes.

Suponga que se quiere escalar la funcién de utilidad utilizando una funcién estrictamente creciente f,
donde f’(-) > 0. Es decir, se usa:

W(l‘,y) = f(U(.’E,y))

Esto, sin embargo, no alteraria el problema de maximizacién de utilidad sujeto a una restricciéon presu-
puestaria, puesto que de igual manera se llegaria a la siguiente condicién de optimalidad:

Wz_f/ s Y U:v_Um

Wy fHxy)) - Uy Uy

Por lo cual se confirma de manera algebraica que en efecto la nocién ordinal es lo tinico que importa
en las funciones de utilidad, puesto que aunque se cambie la escala de la funcién de utilidad mediante otra
funcién (siempre y cuando sea una funcién creciente estrictamente en todo su dominio) entonces el conjunto
de consumo 6ptimo no se vera alterado.
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fig:testl

fig:test2

3.2.2. Funcion de Elasticidad de Sustitucion Constante (Constant Elasticity
Substitution)

Observe que para el caso particular de dos bienes, una funcién de utilidad de la forma CES tiene la
siguiente forma:

(anz? + ozgyp)% (3.10)

Es importante indicar que serd comin toparse con que esta funcién de utilidad CES pueda verse de la
siguiente manera:

o=

U(z,y) = (az” + (1 — a)y”) (3.11)

Es decir, que serd muy comun toparse con que los a’s de la funcién de utilidad han de sumar uno en
total (a1 + a3 =1 as =1 — a;). Sin embargo, esto no siempre necesariamente serd asf.
Una transformacion mondétona creciente que puede ser de utilidad para tornar la funcién de utilidad CES
cuyos exponentes no sumen uno en una que si sume uno, seria la siguiente:

Ux,y) = (a2 + asy’)?

Vie,y) = (012 +a29)7]" = Viw,y) = (12 + aoy?) (3.12)

Entonces, la maximizacién de una funcién de utilidad Cobb-Douglas para dos variables dada una res-
triccién presupuestaria de la forma m = pyz + p,y serfa de la siguiente forma: [enhanced, breakable, skin
first=enhanced, skin middle=enhanced, skin last=enhanced] Se tiene el problema de maximizacién:

mix (ora” + azy")%
oy

s.t. m =p.T + pyy

(3.13)

Porlotanto, sepl
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1

L = (a1z” + agy”)? + A(m — pex + pyy)Ylascondicionesdeprimerorden : (3.14)

8£ 1 1_1
— =0= - (2" +agy”)? - (pay?™") — Ap, =0
1_
& oy’ (0naf + any?)? T = Ay, (3.15)
p—1 P pyp 1
o XY (12”4 aoy’) -
Dy
oL
N =0=m=p,z+p,y (3.16)
Es asi que entonces planteando que A = A:
1 11 1 11
a2’ (x4 agyP)? T awy? T (aqa + anyf)? (3.17)
Despejando queda:
ezt az?) L p,
=— (3.18)

anyP~Hazzltagy?)r | Py

Observe que la ltima ecuacién no es mas que la condicién de optimalidad genérica para el consumidor que

indica que: TM Sy, = g—z. O sea, la relacién entre las utilidades marginales ha de ser igual a la relaciéon de
© Y

precios. Simplificando:

—1
az? _ Dz
-1
asy’ Dy

Por lo tanto, para este caso, la condicion de optimalidad se simplifica a que:

-1
(ﬁp _asps
) Q1 Py

i (3.19)

@I:(%%y“
Yy alpy

Ahora, despejando para x:

1

=y (anx) o (3.20)

Q1 Py

Entonces, sustituyendo x en la tercera condicién de primer orden (la restriccién presupuestaria):

Q2Pg piil
m=py | Y| —— + Dyy
1Py
=1
2Py \ 7~
m:y<py+pm <<a1p) ))
y

m M

. Y
T
m+m(@ﬁ) )

Solo queda resolver para x:

1

(042]9:6)”1
(py+p ((M)» o
z Q1Py
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Ejercicio 1 [Un problema del consumidor y sus dptimos]. Suponga que existe un consumidor que solo compra
dos bienes, x y y, v sus preferencias estan representadas por U(x,y) = 0lnxz+ (1 —0)lny. Asuma que 6 = i
y que el consumidor tiene un ingreso de 100 000 colones.

= Si el precio inicial de ambos bienes es 1 000 colones, ;cudl es el consumo éptimo de estos bienes? Dibuje
sus resultados en un gréfico.

Note que a la funcién de utilidad propuesta se le puede aplicar una transformacién monotdnica. De
este modo:

U(z,y) =0lnz+ (1 —0)lny

=Inz? +Iny'~?

0 1-6
eU(ac,y) :elnx +lny

0
V(x,y) :elnx . elny
:xe .y170

Con lo cual, se obtiene una funcién de utilidad Cobb-Douglas. Por tanto, utilizando los resultados
previamente obtenidos, se obtiene.

M.
P
M m
y :1—9.i
( )py

Finalmente, usando 6 = i m = 100000, p, = 100000 y p, = 100000, se obtiene:

1100000
M
—_— . :2
2 100 2
1\ 100000
M
=(1-2). =

Y ( 4) w000 P

Gréficamente esta situacion se ve asi:

100

75

25 100

3.2.3. Funcion de Utilidad: Cobb-Douglas
3.2.3.1. El caso de n bienes

Suponga un vector de n bienes de la forma: X = [x1, 22, ..., y]. Una funcién de utilidad de la forma de
Cobb-Douglas dependiente de n bienes tiene la siguiente forma:

n
wx1, T2,y ey Ty = Hmf‘
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Para una funcién de utilidad de la forma Cobb-Douglas definida para n bienes, se procede a obtener la

siguiente funcién de demanda marshalliana general dada una restriccién presupuestaria de la forma m >
n

g pix;: Se tiene el problema de maximiacion:
i=1

n
s.t. m> szﬂfz
i=1

Setieneellags

(3.21)

L =TI, 28 + X(m — Y., piz;) Procediendoconelprocesode K arush — Kuhn — Tucker

oL

a—xl<0:>a1z -1 | Ix(“ Ap1 <0 1oqzf? -1 | Ixo" Ap1] =
oL 1 1

— <0= axxd?” ||xa’—)\ <0 oanxs®” ||xo‘ -\
D 2T9 o D2 29 Pz

8[, n—1 n—1
P S <0 = apatn! H i = Ap, <0 N (e H i — App] =0
n i=1 i=1

3/3 n—1 n—1
a2 > 0= apadnt H i —Ap, <0 T [op H i — App] =0
i=1 i=1

oL -
a5 S0=m- Zm,<o A[m—zpm]:o

i=1
Considere la utilidad marginal de un bien cualquiera i:

Tt
[2ad} i
UMg,, = == [T

Observe como se comporta el limite de la utilidad marginal cuando z; tiende a cero:

n

a;

, ;T )

lim —% I | =00
:E]'—>O xX;

i=1

De manera que, como ya se habia demostrado anteriormente, cuando se tiene muy poco, casi nada del
bien, este se valora muchisimo (ya que la utilidad marginal estd dando infinito) por lo que no puede ser que
las utilidades marginales sean negativas o iguales a cero sin que haya una contradiccién.

De esta manera se sabe que se gasta todo el ingreso y la restriccién presupuestaria se cumple con igualdad.
Asi mismo, en una funcién de utilidad de tipo Cobb-Douglas, el consumo de ningin bien del vector Z puede
ser cero, ya que dada la forma multiplicativa de la funcién de utilidad, si uno de los bienes no se consume,
toda la utilidad seria cero, asi que de todos los bienes se consume en una cantidad positiva. Por ende, no
hay solucién de esquina.

Ahora, tome dos bienes cualesquiera, j y k, de manera que entonces, T'M .S j, seria:

T

TMS;) = —2 """
S
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fig:test1 )
fig:test2

n
Q5 [
T sz
TMS., — — =1
J,k = n

« Qg
k s
CEkI I K3

i=1
AT
=TMS;), =2
QR
Recuerde la condicién de optimalidad del consumidor:
Tk _ Di
QT Pk
LT
z), = D1 QK5
P

Sabiendo la forma que tiene xj en el 6ptimo, se puede evaluar en la restriccién presupuestaria:

n
_ Dj kT
=Y (22
k=1 J

n
m DjOETy
1 Y
n
m = % Z (677
A
ajm o :E;M

— =
Dj E Qg
i=1

3.2.3.2. El caso de dos bienes
Observe que para el caso particular de dos bienes, una funcién de utilidad de la forma Cobb-Douglas

tiene la siguiente forma:

U(z,y) = =%y’ (3.22)

Es importante indicar que serd comun toparse con que esta funcién de utilidad Cobb-Douglas pueda

verse de la siguiente manera:
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Ulz,y) =2y~ (3.23)

Es decir, que serd muy comun toparse con que los exponentes de de las variables de la funcién de utilidad
han de sumar uno en total. Sin embargo, esto no siempre necesariamente serd asi.
Una transformacién mondétona creciente que puede ser de utilidad para tornar la funcién de utilidad Cobb-
Douglas cuyos exponentes no sumen uno en una que si sume uno, seria la siguiente:

U(z,y) = 2°y”
atB atp
Viey) =z y 7 (3.24)

Entonces, la maximizacién de una funcién de utilidad Cobb-Douglas para dos variables dada una restric-
cién presupuestaria de la forma m = p,x + p,y seria de la siguiente forma:

Se tiene el problema de maximizacion:
méx x%y”?
T,y

s.t. m =p.r+ pyy

( ) Porlotanto, s
3.25

L = x%? + A(m — p.x + pyy)Ylascondicionesdeprimerorden : % =0= ar® 1y’ — \p, = 0= (3.26)
oL a, B—1 a, B—1
ETyZO:ﬁxy —Apy =0= Bz%Y ™ = Ap, (3.27)
oL
oA
Observe que de las primeras dos condiciones de primer orden se obtiene que:
a—1,8
Y (3.29)
Pz
a, B—1
Py™ (3.30)
Py

Es asi que entonces planteando que A = A:

axaflyﬁ _ ﬁxayﬂfl

3.31
Pz by ( )
Despejando queda:
a—1,p
=gk (3.32)
Bxy Dy

Observe que la tltima ecuaciéon no es mas que la condicion de optimalidad genérica para el consumidor que
indica que: TM S, , = %. O sea, la relacion entre las utilidades marginales ha de ser igual a la relacién de
precios. Simplificando:
az(e—1=(a))y (=(F=1)) s
8 B Dy

owc_ly1 _ &

8 Dy

Por lo tanto, para este caso, la condiciéon de optimalidad se simplifica a que:

QY _ Pz

B o (3.33)

Ahora, despejando para y:
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x
_ P fr (3.34)
Dy @
Entonces, sustituyendo y en la tercera condicién de primer orden (la restriccién presupuestaria):

Pz Bx
m = p,x =
Dz +py(py o )

m = paz + Pz
«

m = pxx(]- + g)

a—l—ﬁ)

=X

)

Finalmente, se concluye que la demanda Marshalliana de x es:

m = pya(

Pa(

Q
e

am M
—— =z 3.35
Y, recuerde que:
Pz P
y =222
Dy @

De manera, que la demanda Marshalliana de y debe ser:

Py pola+tfB)

_pif _am
Py %(Oz—l-ﬂ)

_ P am

Y

M _ pm
Yy o= piy(a B (3.36)

Note que se han encontrado las demandas marshallianas de x y y para el caso de una funcién de utilidad
de la forma Cobb-Douglas. Esto no es mas que un caso particular del caso general de n variables que fue
resuelto primeramente.

Los exponentes « y 3 se dice que representan la importancia relativa que el consumidor asigna respectiva-
mente a cada uno de los bienes a la hora de decidir su consumo.

A continuacién una representacion para ilustrarse. Suponga: U(x1, x2) = 2%y'~%. Note que evidentemente
a+ (1 —a) =1, o sea que la suma de los exponentes es igual a 1, pero no se sabe exactamente cudnto es «
nil—a.

Ejercicio 2 [Funcion de utilidad... ;Cobb-Douglas?]. Encuentre las demandas totales de un consumidor
representativo con la siguiente funcién de utilidad

u(z,y) =2Inx + 3lny

Observe que a esta funcién de utilidad u se le pueden aplicar las leyes de logaritmos para que se parezca
a un tipo de funciones ya conocida: la funcién de utilidad Cobb-Douglas:

u(z,y) =lnz? +Iny3
=In (x2y3)
o(z,y) = ") —eIn(2?y°)
v(z,y) =2y’

Y a partir de aqui ya se puede trabajar la funcién conocida. Hay dos posibilidades:
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Figure 1: Consumer's Optimal Choice
Xz
20

Figure 2: Demand for Good 1 Figure 3: Demand for Good 2

D1 P2
10 ) 10
8 ; g
& &
4 z. 4 a
2 - 2
0 5 10 15 20 X1 0 5 10 15 20 X2

Figura 3.1: Caso particular Cobb Douglas: o = 0,5/m = 75|p; Aps =5

Figure 1: Consumer's Optimal Choice

Figure 2: Demand for Good 1 Figure 3: Demand for Good 2
D1 P2
a 10

10
af \ 8
\ “
ab \ & \
4 N - 4

2 — 2

Figura 3.2: Caso particular Cobb Douglas: a = 0,25|m = 75|p; Aps =5

Figure 1: Consumer's Optimal Choice
Xz
20

Figure 2: Demand for Good 1 Figure 3: Demand for Good 2

D4 D2
10 . 0
N |I
8 8
& &
. 8 a @
4 a
2 2 s
0 5 10 15 20 X1 0 5 10 15 20 X2

Figura 3.3: Caso particular Cobb Douglas: a = 0,75|m = 75|p; Aps =5

= Una primera opcién es normalizar la funcién v para que sus exponentes sumen 1, lo cual se harfa
mediante una transformacién mondtona creciente.
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Y se sabe que en el 6ptimo:

TMSS, , =TMSM,,,

- UMg, _ Dz
UMg, py
2o8-lys  p,
331 by
102~ p,
By p,
2y _Px

3z py

* _33: ‘Pz
=,

Y sustituyendo en la restriccion presupuestaria:

M =Py + Pyy
m =p,T Jr%( )
2pg
3z -
m =pzT + xzpz

m =p.x <1 + 3)
2
_ 243
m =pzT <2>
_ 5
™
Gl
2m

— M

oDz

Luego, evaluando ™ en y*

*

3z py
2py

3 (E;”) De
=
3(8) w
R

6m
:10py

M _3m

Opy

= Trabajar la funcién tal y como esta actualmente
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Se sabe que en el éptimo:

TMSS, , =TMSM,,,

UMg, _Pa
UM g, _py
20y°  pa
3a%y®  py
901 -2y3-2 D
3 _py
2y _Px
3 py

o =3 P

2py

La cual es la misma condicién arribada anteriormente, por lo cual se llegara a las mismas demandas
marshallianas.

Es importante tener presente cuéles son las demandas marhallianas genéricas de la funciéon de utilidad
Cobb-Douglas:

M am
v _pm(a+ﬂ)
yM = pm

py(a+B)

Y con esto, no es necesario hacer el desarrollo completo para estos casos, sino que con ver la funcién de
utilidad sin la transformacién de la normalizacién de los exponentes v(z,y) = 23> se puede ver directamente
que:

M 2m
C(243)p.
3am
yM =
(2+3)py

Ejercicio 3 [Funcidén de utilidad Cobb-Douglas con transformacion /m,(mo’to'n,/ﬂ/. Suponga que tiene la si-
guiente funcién de utilidad

Uz,y) =0lnz+ (1—-60)Iny
Donde 0 < § < 1.

Note que esta es equivalente a una Cobb Douglas; se puede aplicar la siguiente transformacion para
verlo.

:eQInx+(1—0) Iny

W(z,y)

W(:C, y) :(39 In we(lfe) Iny
Wz, y) e’ e~
W (z,y) =2’y ="

Encuentre el éptimo del consumidor en este caso.

méx Wz, y)
.y

2Ejercicio tomado de ACCG



3.2. CASO DE DOS BIENES

sujeto a

Pox+Pyy<m

Utilizando la maximizacién de Lagrange (se maximiza la utilidad)

L=W(a,y)+A(m— Pux — Py)

donde A es denominado el multiplicador de Lagrange. En el caso econémico, este multiplicador indica cémo

afecta la existencia de la restriccion al valor 6ptimo de la utilidad.
Aplicando derivadas parciales para maximizar

L W,
oL _ W, = AP, = 020" Dy(1=0 _\p, =0= —Z =)\
ox P,
oL W,
o Wy—)\Py:(l—O)y_eaje—)\Py:O:—;’:/\
AL

a:Pﬁx—l—Pyy:m

de las primeras dos derivadas parciales podemos igualar el valor de lambda para obtener la condiciéon éptima

(TMS = restriccién presupuestaria)

Ahora bien, sustituyendo con los valores de las derivadas

ex(e_l)y(l_e) P.L

(1-0)y % P,

T

_ B
-3
_ B

-0z P

8

<

Despejando el valor de y

(1-0)xP,

Y= 9P,

e inyectandolo en la restriccién presupuestaria tenemos

(1-— H)me]
Pox + P, { =m
Y P,

0P,z + (1 —0)Pox = 0m

I*

om
P,
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donde z* es la demanda marshalliana de x y retomando el valor de y

donde y* es la demanda marshalliana de y.

Note que cada una de las demandas de los bienes dependen tnicamente de su propio precio. La
elasticidad cruzada de demanda es cero, es por esto que las Cobb-Douglas no son apropiadas para
representar bienes sustitutos o complementos.

Ejemplo 2 [Una transformacion mondtona 4til]. jQué sucederfa si la funcién de utilidad fuera de la forma

U(x,y) = 2%y? ? — En primera instancia se puede normalizar la funcién de la siguiente forma

2

V(z,y) = 277y7 = ody

(NI

Vea que los exponentes de la funcién ahora suman 1 y el procedimiento seria exactamente igual al reali-
zado anteriormente cond y ( 1 — 6 ). Por lo tanto, los resultados de las demandas marshallianas serian

L_(A=5)m _m
Y =7p, T2,
. m

T Top.

FEjercicio J [Funcion de utilidad... ;Cobb-Douglas?]. Para cada nivel de precios e ingresos encuentre la
demanda marshalliana de la siguiente funcién de utilidad

2 3
u(zy,x2) =\ 27 x5

Observe que a esta funcién de utilidad u se le pueden aplicar las leyes de logaritmos para que se parezca
a un tipo de funciones ya conocida: la funcién de utilidad Cobb-Douglas:

8
=
8
N onjeo

u(xy, xe) =

n
N—
[N

8
oo
8
D enjeo

I
/~ /? —
=
w&
=
~—

8
ol e
&
=
N—

Recuerde las demandas marhallianas genéricas de la funcién de utilidad Cobb-Douglas:

M am
Y e+ B)

yM _ pm
py(a + )

Y con ver la funcién de utilidad sin la transformacién de la normalizacién de los exponentes u(z1,x2) =

1 3
(xf 1210) se puede ver directamente que:

oM : lm3
5(5+15) pe
3
yM: m3

10 (% + E)py
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Ejercicio 5 [Funcion de utilidad Cobb-Douglas con restricciones (1,([’1:(?7:()71,(1,[6(. Eduardo consume solamente
dos bienes: mascarillas (bien 1) y alimentos (bien 2). Las preferencias de este individuo pueden representarse
por medio de la funcién de utilidad: °

U(z) = z129

Para intentar racionar el consumo de mascarillas, el gobierno impone un impuesto del 300 % sobre cada
unidad consumida, solo aplicable a partir de la undécima mascarilla comprada. Es decir, las primeras 10
mascarillas que se compran no pagan el impuesto, pero si lo hacen de la undécima en adelante.

a) Plantee las ecuaciones que representan la restriccién presupuestaria que enfrenta Eduardo. Note que son
dos restricciones presupuestaria, una para x; < 10, y otra para x; > 10.

— Tenemos dos bienes 1 y 2. Y que a partir de la undécima unidad de z1,t; = 3. Denotamos el ingreso

como m. Entonces para x; < 10 :

ZL’1P1 +£E2P2 S m

Para x; > 10 :

Pix1 + Poxs + 3P, (.Z‘l — 10) <m
= 4Pz + Poxs < m+ 30P;

Sabemos que la restriccién se cumplird con igualdad. Para graficarlas, podemos despejar x5 :

- m P
=5, p"

_ m+30P 4P
2= "

b) Grafique ambas rectas presupuestarias en un mismo gréfico, indique cudles son sus pendientes y
explique por qué la restricciéon de presupuesto tiene esta forma especifica.

— La restriccidn se quiebra a partir del punto en donde las mascarillas se vuelven mas caras. A partir
de la undécima mascarilla, se debe sacrificar mucho mas consumo de alimentos para conseguir una unidad
mas de mascarillas. Por eso la pendiente pasa de -1 a -4 .

T2

I

c¢) Plantee el problema que enfrenta este consumidor y obtenga las funciones de demanda marshalliana.
Note que se tienen que calcular los casos para cuando la persona compra menos de 10 mascarillas, 10
mascarillas o més de 10 mascarillas.

— El problema del consumidor es maximizar su utilidad sujeto a su restricciéon presupuestaria.

3Ejercicio tomado de ACCG
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Para ;1 < 10 :

max U = T1X2 S.a.1m = I1P1 + .TQPQ
L=x120+ )\ (m — 1P — Z‘QPQ)

CPO:

oL T2
— =2 — AP =0= = —
81'1 T2 ! P1
oL T
—— =3 - AP =0=> )= —
81’2 i 2 = P2
Ty X 2o Py

= — = — = =
oY

oL

azm—aﬁlPl—ngg:O
= m = x9P + zo P :>J}*—£
= Taln Py ) 2= 3p,
=t =
17 aop

Para x1 = 10 : Tenemos que z] = 10, entonces la restriccién presupuestaria luce asi:

m = 1OP1 + a:2P2

En este caso, el problema del consumidor para maximizar su utilidad es simplemente gastar todo el
ingreso que le queda en x5 :

N JZ* - m — 10P1
2 P2
Para x; > 10 :
max U =z1x9 s.a. m=4z1P; +x:P — 30P;
L=xz120+ X (m —4x1 Py — 2o Py — 30P1)
CPO:
OL T2
—— =29 —4AP i =0= )= —
6$1 2 ! 4P1
oL T1
— =01 - AP =0= )= —
61‘2 i 2 P2
T2 T T2 P
= — = — = =
P, B YT 4P
oL
a :m—4m1P1 —LL'QPQ —30P1 =0
=m=1x9FP +x9P, —30P;
. m+30P
27 2P,
gt m+3OP1& ~ m+30P
'™ 9p, 4P 8P,

3.2.4. Funcion de Utilidad: complementos perfectos
3.2.4.1. El caso de n bienes

Suponga un vector de n bienes de la forma: X = [x1, 22, ..., ;). Una funcién de utilidad de la forma de
complementos perfectos (Leontief) dependiente de n bienes tiene la siguiente forma:

wlzy, o, ..., ] = min{ayz1, asxa, ...anTy, }
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Para una funcién de utilidad de la forma de complementos perfectos (Leontief) definida para n bienes, se
procede a obtener la siguiente funcién de demanda marshalliana general dada una restriccién presupuestaria

de la forma m > Z pix;: Se tiene el problema de maximizacién:

i=1

max min{aix1,asxs, ...anT, }
xT

s

n
s.a m > E Dii
i=1

(3.37)

Tome en consideracion que las funciones de Leontief no son diferenciables, por lo que no les es posible
aplicar el procedimiento de Karush-Kuhn-Tucker para encontrar sus demandas Marshallianas.

Como nota académica: se le recomienda consultarﬁ : Monge, Marco Vinicio. 2021. <Funciones
De Leontief En Dos Variables. Una Nueva Perspectivas. Andlisis Econdmico 36 (93):159-66. https://doi.org/10.24275 /uam/«

Sin embargo, este ’obstaculo’ es facilmente superable conociendo el hecho de que la condicién de optima-
lidad de las funciones de Leonfief, se obtiene a partir de una igualacién de todos sus argumentos internos.
Es asi que entonces, en el 6ptimo:

a1T1 = A242 = ... = ApTy (338)
Por lo tanto, para dos bienes cualesquiera j,k, se tiene que la condiciéon de optimalidad indica que:
a;T; = Tk

Por lo que, despejando:
AT

T =
J .
a;

Por lo tanto, sustituyendo en la restriccién presupuestaria, se obtiene que:

n
Z ATl
j=1 ’

—— =2} (3.39)

3.2.4.2. El caso de dos bienes
Se tiene el problema de maximizacion:

méx  min{az1,asws}
z,y

S.a M = P T + pyy

4Monge, 2021
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fig:testl

fig:test2

Se sabe que en el éptimo se debe cumplir la condicién de optimalidad:

a1r] = agxy (340)

Por lo tanto, despejando para x1:

a2X2

X1 =
a

Y en la restriccién presupuestaria:

m =p1T1 + P22

asx
=m =p1(z—12) + P22

biaz
= m =xo(——= + p2)
ai
m
b1 =2
a2’ + P2

Por lo tanto,

as m
Ty =— | —F——
ap \ a2 +p2

QoM
r ="
Q2D +ayps
m
1 =—"""@a;._
D1+ Gip2

Asi, aproximadamente, se ven las funciones de demanda por bienes complementarios:
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¥

Price of Good X

Price of Good

Quantity Demanded of X at P, Quantity Demanded of Y at P,

Figura 3.4: Funciones de demanda marshallianas en una funcién de utilidad de bienes complementarios entre
si.

3.2.4.3. Cémo graficar curvas de indiferencia para bienes complementarios

Ejemplo 8 [Niveles de utilidad para bienes complementarios].

» Grafique la funcién de utilidad u(z,y) =
min(z,y) + « para u = 2,4,6.

Primeramente, resulta conveniente hallar el rayo que se obtiene al igualar los argumentos de la funcién
min(x,y). Este rayo serd de especial importancia para poder determinar las dos regiones en las que el

comportamiento de la funcién de utilidad cambia. De este modo, se tiene que el rayo corresponde a
T =1y.

A partir del rayo, se pueden plantear los diversos casos para la funcién de complementos. Observe que

por encima del rayo de igualdad, las y siempre seran mayores que las x, y por debajo del rayo las x
siempre seran mayores que las y.
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Y
y=2z
O"
y>x Lt y<x
K
min(z,y) ==z o min(z,y) =y
0= u=y+x
u=x+x K
u = 2zx
0"‘
"‘
“"
.
K
K
T

Luego, note que, para la regiéon que esta por encima del rayo, la funcién de utilidad se convierte en
u(x,y) = = + x = 2z. Por otro lado, para la regién que estd ubicada por debajo del rayo, se cumple
que la funcién de utilidad corresponde a u(z,y) = = + .

Finalmente, basta sustituir los valores de u por 2, 4 y 6, para las regiones que estan por debajo y por
encima del rayo. De esta manera, observe que por encima del rayo, dados los tres valores de utilidad
dados hacen que se tenga:

u(zx,y) =2z
2=2zx=1==z
4=2x=2=z
6=2x=3==x

Por ende, por encima del rayo, para los valores de x = 1,2, 3 se tendran lineas verticales. Asi:

us

<
|
8

y>T U y <z

Para el caso que esta por debajo del rayo, dados los tres valores de utilidad dados hacen que se tenga:

u(z,y) =z +y
2=z+y=>2-x=y
d=x4+y=4—-—z=y
6=x4+y=6—z=y

Por ende, por encima del rayo, para los valores de z = 1,2, 3 se tendran funciones lineales con pendiente
negativa. Asi:
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)

Ejercicio 6 [Un caso particular de complementos p(zrjf(%c//o,‘ Considere la siguiente funcién de utilidad:

U = min(ax, By)

Derive las funciones de demanda:

— Primeramente, se elabora el grafico de las curvas de indiferencia.

1. Paso 1: Se igualan los componentes dentro de la funcién del minimo para encontrar la ecuacién del
rayo. La ecuacion del rayo es la siguiente:

5Ejercicio tomado de ACCG
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y

X

Figura 3.5: Casos posibles a partir de la ecuacién del rayo

2. Se dibujan las curvas de indiferencia. Los vértices de las curvas de indiferencia de la funcién de Leontief
se encuentran en el rayo que sale del origen del grafico.

Se sabe que:

= Cuando (y > %) = U(z,y) = min(azx, fy) = ax

= Cuando (y < %) = U(z,y) = min(az, By) = By

Con la informacién anterior se pueden graficar las curvas de indiferencia:
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y

X

Figura 3.6: Curva de indiferencia para una funcién de utilidad de complementos perfectos

3. Paso 3: Se calculan las funciones de demanda Se igualan los componentes dentro de la funcién del
minimo y se sustituyen en la restricciéon presupuestaria. La ecuacién de la restricciéon presupuestaria
es la siguiente:

Pox+ Py =

Se sustituye (y = % ) en la restriccién presupuestaria:

Al sustituir z* en (y = %) se obtiene:

_ <g) _Bm
Y=\B) BP, +ap,
- am
- BP, + aPy

*

Y
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3.2.5. Funcion de Utilidad: sustitutos perfectos
3.2.5.1. El caso de n bienes

Derivacion general J [Sustitutos perfectos con n bienes/. Suponga un vector de n bienes de la forma: X =
[€1,x2, ..., z,]. Una funcién de utilidad de la forma de complementos perfectos (Leontief) dependiente de n
bienes tiene la siguiente formas:
n
u[zy, Xoy ey Tp] = Zaixi
i=1

Para una funcién de utilidad de la forma de sustitutos perfectos definida para n bienes, se procede a obtener
la siguiente funciéon de demanda marshalliana general dada una restriccién presupuestaria de la forma m >
n

E p;x;: Se tiene el problema de maximizacion:
i=1

n
max g a;r;
z ‘
=1
n
s.a m > g DiTi
i=1

Se tiene el lagrangeano de la forma:

L= Z a;x; + A(m Zplﬂcz

Se plantean las siguientes condiciones de primer orden:

%<O¢a1 Ap1 <0 ryfa; — Ap1] =0
83:1
a—£<O:>a2—)\p2<0 Talaz — Apa] = 0
81'2
0L s an—Dpn <0 anlan—Apa] = 0
0xy,

8£ n
oy S0=m- szxz xn[;pixi]=0

Ahora, piense en dos grandes posiblidades para un par de mercancias j y k cualesquiera:

1. Siak<)\pk:>mk:()

ST

2. Six; > 0 entonces tiene que ser que a; = Ap; = 74 =
J

De esta manera, se puede observar que si x; > 0 A z; = 0 tiene que ser que:
a; ag
4 o Ok
Dj Pk
O, en otras palabras:
;i pi
R ]
Qg Pk
De manera que entonces se presentan los siguientes casos:

n s TSM;; > Bi
Dj I Pk
ay! 0 si 3 xp tal que TSM,;; < % (3.41)

Indeterminado si TSMjy = 2t
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3.2.5.2. El caso de 2 bienes

fig:testl .
fig:test2

Derivacion general 5 [Sustitutos perfectos con 2 bienes/. Se tiene el problema de maximizacién:

max x4y
T,y

S.a M = P T + pyy

Entonces:

M = E[O,I%[ si sl pg=py
nosiop<p
Mientras que:
0 si pe <Dy
yM = €0, 2 si s opo=py
% si Pz > Dy

Observe que estas funciones de demanda por bienes sustitutos son algo particular: requieren una cierta
interpretacion geométrica. Para estos efectos, témese un ejemplo concreto numérico. Suponga que se tiene
un ingreso de 80 unidades, el precio del bien z es 4 y el precio del bien y es 3.

Nota 7. Dado que los bienes son sustitutos perfectos entre si, simple y sencillamente se va a consumir aquel
bien que sea més barato y en este caso 4 > 3, por lo tanto, se gasta todo el ingreso en el bien y de la forma
y:pﬂy=>y=%:>y:20.

Ahora, note que mientras que p, < p,, el consumo del bien x serd = 0, y la tnica forma en la que
se empazaria a consumir x es hasta en tanto p, = p, y en este caso las demandas no tendrian un valor
determinado concreto, serfan un rango, lo cual se puede observar en el tramo constante de ambas funciones
de demanda, que representan los tramos en que los precios de ambos bienes son idénticos y no habria una
tnica posible forma de ”sustituir.*tre ellos.

Lo mismo para y, si p, > p; entonces y = 0 lo cual se puede observar por el tramo vertical en la demanda
de y.

Note que para ambos bienes las funciones de demanda tienen 3 tramos:
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Price of Good X

Price of Good Y

Quantity Demanded of X at P, Quantity Demanded of Y at P,

Figura 3.7: Caso particular bienes sustitutos: m = 80,p, = 4,p, = 3

1. Un primer tramo vertical cuando la cantidad demandada es 0 a raiz de que el otro bien es méas barato
y se consumo todo del otro.

2. Un segundo tramo horizontal cuando ambos bienes valen lo mismo y puede consumirse un rango de
posibles combinaciones entre ellos, asi que la cantidad demandada no es un niimero especifico sino una
posibilidad de valores.

3. Un dltimo tramo que adquiere la forma de las demandas tradicionales ya conocidas que respetan la ley
de la demanda, ya que a medida que disminuya el precio, aumenta la cantidad demandada y viceversa.
Este seria el tramo aplicable cuando el bien en cuestién tiene un precio menor que el otro y se consume
todo de este.

Ejercicio 7 [; Complementos? ;Sustitutos?]. Sea U una funcién de utilidad tal que U(z,y) = min(z,y) + «
a) Grafique las curvas de indiferencia para U =2, U =4y U = 6.

Recomendacién: En general, para graficar las curvas de Leontief es 1til escoger y analizar
valores arbitrarios de z y y. Ademads, es conveniente marcar los rayos definidos al igualar los argumentos
de los minimos y maximos presentes en la funcién de utilidad.

Tenemos que U = min(z,y) + z, igualamos los argumentos del minimo y marcamos el rayo y = x.

Por encima del rayo, y > x, entonces:

U=min(zr,y) +z =2z
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Note que, por encima del rayo, el bien y no aporta a la utilidad, por lo que se vuelve en cierto sentido
un bien neutral. (Por eso las curvas de indiferencia por encima del rayo son verticales)

Por debajo del rayo, y < x. entonces:

U=min(z,y) +x=y+zx
sy=—a+U

Note que, por debajo del rayo, los bienes se comportan como sustitutos perfectos con una tasa marginal
de sustitucién de -1 . (La pendiente de las curvas de indiferencia es -1 ) Para construir la curva de
indiferencia (CI) de U = 2, se pueden evaluar, por ejemplo, los puntos (1, 1), (1,2),(1,3) y (2,0).
Para U = 4, se pueden evaluar (2,2),(2,3) y (3,1).

Para U = 6, se pueden evaluar (3,3),(3,10) y (5,1).

(Estos puntos se marcaron en rojo)

b) Analice las posibles soluciones segun las diferentes rectas presupuestarias:

(a) Caso P, > P, : la pendiente de la RP serfa mayor a la de las CI. El punto éptimo estarfa en el
vértice, donde escoge consumir cantidades iguales de z y y.

Las demandas de los bienes son: x = Pﬁl_Py Y = P.HI—P?/'

(b) Caso P, = P, : la pendiente de la recta presupuestaria (RP) serfa m = _P—P“” = —1, la misma
L Y

pendiente que la de las curvas de indiferencia. Por lo tanto, todos los puntos donde coincide la RP con

la mayor CI son puntos 6ptimos.
Las posibles demandas de los bienes son: x = ozpi, y=(1- a)PL, con o € [%, 1].
z Y
(c) Caso P, > P, : la pendiente de la RP serfa menor a la de las CI. Tendriamos una solucién de
esquina donde solo se consume del bien z. Es intuitivo ya que x es mas barato.

Las demandas de los bienes son: z = PL, y =0.

3.2.6. Funciones de utilidad cuasilineal
3.2.6.1. FEl caso de n bienes

Una funcién de utilidad cuasilineal en n variables tiene la forma:

w1, T2, ..oy ] = ax1 + f(z2, ..., Tp) (3.42)

De esta manera, en una solucién interna (es decir, no de esquina), la demanda por el(los) bien(es) no-
lineal depende de precios y no de ingreso, de manera tal que las variables no lineales no tienen efecto ingreso,
unicamente efecto sustitucion.

Dado que las funciones de utilidad son un caso de composicién de funciones, estdn compuestas por
variables lineales y alguna otra variable inserta en alguna otra funcién que puede variar, de manera que
podrian haber muchos ejemplos.

Ejemplo 4 [Funcion cuasilineal en n bienes].
UX) =1 + Zln(mz) (3.43)
i=2

De manera que para obtener las demandas éptimas de dicha funcién de utilidad y para el subsecuente
problema de maximizacion, se tiene el siguiente problema de optimizacién sujeto a una restriccién presu-
puestaria:

max xq + In(x;)sujeto a m = DiT; 3.44
4 1+ Y In(a;)suj > (3.44)

i=2 i=1
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Y el correspondiente lagrangiano seria:

L=x1+ Zln x;) + A(m me (3.45)

=2

Se plantean las siguientes condiciones de primer orden:

87[:<O=>1—)\p1<0 .’1}1[1—)\]?1]:

al’l
oL 1 1
0:>——)\p2<0 x1[— — Ap2] =0
Oxo T2
oL 1 1
— <0= ——-Ap, <0 Tp[— —Apn] =0
Tn Tn Tn,
oL 2

a)\_O:m szxl )\[m—Zpixi]zo

Examinando la tltima condicién de holgura complementaria:
Caso A =0

Note que si A = 0 las utilidades marginales de todos los bienes X serfan iguales o menores a 0, por lo que no
n

serian bienes y no se consumiria nada. Por monotonia, esto no se acepta y tiene que ser que m = E DTy

i=1
por ende se gasta todo el ingreso.
n

Caso A £0AmMm = Zpixi
i=1
Ahora, sabiendo que se toma todo el ingreso, témese el bien xy:

Iim 1=1

11‘)0
Note que la utilidad marginal del bien x; cuando su consumo tiende a cero, esta tiende a 1, es positiva y
constante. Por lo tanto, note las siguientes posibilidades:
TMSS,,; <TMSM;

Caso x1 =0=TMSS, ; <TMSM;;
Entonces se consume 0 del bien z;, y sabiendo que su demanda marshalliana es 3 = 0, entonces se tiene:

n
UX)=>In(z;)
i=2
Note que ahora la funcién de utilidad queda expresada en términos de los biens i = {2, n}, los cuales, entre

si, son todos idénticos (se comportan matemdticamente igual). De modo que ahora procede a conocer la
funcién de demanda marshalliana para estos bienes. Témese dos bienes cualesquiera, j y k.

1
TMSS;, = TMSM;, = 2 =22

Tr Dk
T )
INE/ )
T Pk
= Tk — &xj
Dk

Evaluando en la restricciéon presupuestaria:

m = Zpkxkém Z%—axj
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n
= m= ijl”j = m = (n—1)p;z;
k=2

m M

- — = I
pj(n—1) 7

Note que sélo se ha examinado el caso para el cual 1 = 0. Ahora se procede a examinar el caso restante:
Caso: 1 —Ap; =0
Note que esto implica que:

De esta manera, se puede proceder a comparar.®! bien z; con algin otro bien j cualquiera. Se procede a
estipular la condiciéon de optimalidad.

1
TMSS,; = TMSM, ; = +— = 2
= D

Tj

D1
= Tj = —

Dj

Evaluando en la restricciéon presupuestaria:

n n
m = pi1Ti1 +ijmj #m:Zp]/ﬂ
j=2 i P
= m=pir1+ Zm
j=2
=m=px+(n—1)p

=m =pi(x; —1)

m
= —+1= x{w
Y4
Ejercicio 8 [Otra funcidn cuasilineal en n bienes|.
o n x:
U(X) = o121 + E Olill 1
=2 g

De manera que para obtener las demandas éptimas de dicha funcién de utilidad y para el subsecuente
problema de maximizacion, se tiene el siguiente problema de optimizacién sujeto a una restriccién presu-
puestaria:

1

n 1-= n
max a1z + Zai i rsujetoa m = sz‘fﬂi (3.46)
X i=2 T

1

=1

Y el correspondiente lagrangiano seria:

n 1—0 n

€

L=aix1+ E (o7 1 Z_ p + A(m — E pi.’L‘i) (3.47)
1=2 =1
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Se plantean las siguientes condiciones de primer orden:

oL
8761§02>041—)\P1§0 xy a1 — Ap1] =0
1-+-1 1-1-1
oL 1 Ty ° 1 Ty °
=< — a2 _ < — Dap2 | =
8x2 <0= (1 0)052 1_% )\pg <0 o [(1 O_)Ozg _% ] 0
1-1-1 -1
oL 1 n ° 1 n °
7656 SO#(I*g)anxl_l —Ap, <0 xn[(l )07’x_110

8£ n n
a—ASOém—;pixiSO )\[m—;pimilz()

Recurriendo a la ultima condicién de primer orden y su respectiva condicién de holgura complementaria
nace entonces la posibilidad de analizar casos:
Caso: A =0
Observe que si A = 0 ningun bien tendria utilidad marginal positiva, de modo que ni siquieran serian bie-

nes, serian males o neutros y no se consumiria nada de ningin bien, lo cual es contrario al supuesto de la
n

monotonia y por ende X\ # 0. Esto permite concluir, contrario sensu, que m = Z pix; v por ende se gasta
i=1
todo el ingreso.
n
Caso: A £0Am = Z p;x; Considere el bien z; y su respectiva condicién de holgura complementaria:
i=1
X1 [a1 — )\pl} =0

Recuerde que esto, de manera detallada es:

Que en otras palabras es:

Es decir:

Observe que nacen dos posibilidades:
T = 0
En cuyo caso, no se consume nada de x1:
A partir de lo cual se deduciria que:

?Oq:/\pl
«

= L=
P1

Note que UM ¢y, = a1,y
lim a1 =
x1—0
Es decir, que cuando x; tiende a ser cero, y se va a recibir la primera unidad de ese bien, la utilidad marginal
se mantiene constante, en oposicién a casos anteriores en donde la utilidad marginal tendia hacia infinito.
De modo que aqui cabe un andlisis distinto.

Entonces:
1
n .1:17;
_ )
u(an ,.’En) - (673 1_ 1
1=2 o
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Con respecto a los bienes i = {2,n}, se tiene la condicién de holgura complementaria, para un bien i, de

la forma:
1-1-1

1 x, °
i |[(1—==)ai———— = Ap;| =0
2 | (1= ) e

Observe que entonces nace la posibilidad de dos casos:

Caso z; =0
En este caso, el consumo del bien x; seria nulo, cero. Y otro caso que seria:
-1
2l
Caso: (1 — %)Ozi—‘l,—; —Ap; =0

En este caso, haciendo el mismo analisis realizado para el bien x1, observe que:

1. g7t
lim (1 — ,)aizil =00
x;—0 o 1-— =

De manera que para los bienes ¢ = {2,n}, no cabe la posibilidad de que el consumo de estos bienes sea 0,
puesto que la utilidad marginal cuando el consumo de estos tiende a 0, la utilidad marginal tiende a infinito,

de manera que el consumo de los bienes i = {2,n} debe ser positivo.
Por tanto, tomando dos bienes cualesquiera j, k, se tiene que en el 6ptimo:

(1% o 5
1

_ b 7 D

17771 === ay T

Pk 1 Pk
(//) =7

1
{,C i Tr \ 7 (69 01
Oék Zj Lk Ty QP
appi \° appi \°

k k kDj
é—<]> ézk—( ]) T

Ty 5Pk 5Pk

Evaluando en la restricciéon presupuestaria:

o
o
m = Zpkfkém Zpk((aﬁ;i) xj)

Y por tanto:

Ahora, el caso faltante:

a; —Ap1 =0
Témese entonces el bien x; y otro cualquiera x;:

a po_ s n
-1 D -1 D;
1 oz x J
(1- ;)O‘J 1—1 (1 J)O‘J 1=
1
a1 p1 A1 D1
o;
— Dy Qj Py
x?
J
N 1 _ a;5P1 M _ (Oéjp1>
7 oapj Qa1p;
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Evaluando en la restricciéon presupuestaria:

ij<“fp1 )°

n
m=pir1 + ijxj =m = p1T1 +

= = op;
i\ <~ @
1
=y + <—) S p (L)
o1 — D
J
n
m= (87D ofp) .
CU{VI = =2 o = (_ajp1>
b1 ! ai1pj

3.2.6.2. El caso de dos bienes

Una funcién de utilidad cuasilineal en n variables tiene la forma:

w(z1,2) = axy + f(x2) (3.48)

Unitsof Good 2

Units of Goad 1

Figura 3.8: Una funcién de utilidad cuasilineal en dos bienes

Ejemplo 5 [Funcion cuasilineal en dos variables]. Considere la funcién de utilidad w(x1,z2) = 21 + In zs.

= Encuentre la funciéon de demanda de los dos bienes. No considere casos de esquina.

Se tiene el siguiente problema de maximizacién:

méx w1 + In(xg)sujeto a  m = p1z1 + pazs (3.49)
Z1,T2

Y el respectivo lagrangiano seria:
L =z +In(z2) + A(m — p1o1 — pax2)

Y se plantean las siguientes condiciones de primer orden:

L 1
a—=0$1—)\p1=0=>1=/\p1$—=>\
6:131 P1

OL 1 1 1
— =0=>——Ap=0=> — =App,=> —— =\
Oz T2 T2 Tap2

oL

v =0=>m—p171 — p272

OA
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Y planteando A = X entonces:

61

1 _ 1
p1 Tap2
M P1
Ty = —
2 b2

Note que el bien no lineal encuentra su demanda marshalliana directamente del planteamiento de la
condicién de optimalidad TMSSy, z, = TMSM. Y evaluando en la restriccién presupuestaria:

1
m = p1T1 + p2e = M = P121 +M<p>

ps

=m=piz1+p1 = m=p(x;+1)

m m
> —=1+1l=——-1=x

b1

M
p1

Observe que la funcién de demanda del bien x5 no depende de m, es decir, es un bien que ante eventuales
cambios en el ingreso, permanece constante (no tiene efecto renta o efecto ingreso), sin embargo el bien
x1 si depende de m, de forma que si tendria eventualmente un efecto ingreso.

Ejercicio 9 [Funcién de utilidad cuasilineal en dos
r+Iny— 1.

variables|. Considere la funcién de utilidad u(z,y) =

= Encuentre la funciéon de demanda de los dos bienes. No considere casos de esquina.

Se sabe que en el 6ptimo se tiene que cumplir la condicién de optimalidad TM SS, ,, = TM SM, ,,, por
lo que entonces:

UMG; _ps
UMg, py
1
‘:’szl
y-1 Py

P A
1 Dy
@y—lzp—x
Dy

e yM :p—x—kl
Py

Observe que de la condicién de optimalidad planteada, se obtiene una expresiéon que no depende del
consumo del otro bien z, por lo cual esta es la funciéon de demanda marshalliana del bien y. Esta
funcién de demanda tampoco depende del ingreso, puesto es el bien no lineal en la funcién de utilidad.

Ahora, para encontrar el bien z se evalia la expresién de y encontrada en la restriccién presupuestaria.
Asi:

m =pzT + pyy
=M =pg& + Dy <px+1>
Py
-+
S m =p.x _l,_%(plpy)
pq
< M =PzX + Py + Py
& M — Py =P2T + Py
S m—py =py(x+1)
=4 m— Py =xr+1
Dz
PN T

2
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Ejercicio 10 [Funcion de utilidad cuasilineal con un pardmetro]. Encuentre la demanda marshalliana de la
siguiente funcién de utilidad

u(z,y) =AIn(1+2)+y
En el 6ptimo se sabe que:

TMSS, , =TMSM,,,

UMg, p.
UMg, py
A
Itz _ Pz
1 Dy
A _Da
1+z py,

A

ﬁzl—i—x

Dz
%_1: M
Pz

Y sustituyendo en la restriccion presupuestaria:

M =PaT + PyY

A
m =p, ( ppy - 1> +pyy

x

A - Mx
— (pyp) t pyy

x

m=%<Ap;;pz>+pyy

m =Apy — pz + pyy
m — Apy + pz =pyy
m— Apy +ps _ M
Py

FEjercicio 11 [Funcidn de utilidad cuasilineal en dos bienes]. Obtenga la demanda marshalliana para la
siguiente funcién de utilidad y considere los casos de solucién de esquina.

w(@,y) =2vz +y
Primero hay que comprobar si existe la posibilidad de que haya solucién de esquina
= Bien x

1
UMg., :Z Ex_

1

[N

Nl

x
Se examina el limite de UM g, a medida que z tiende a 0.

1
lim UM g, = lim —
z—0

z—0 xr2

=00
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Esto significa que cuando se tiene muy poco o nada del bien z, la primera unidad que se consuma
generaria una utilidad marginal positiva e infinita, por lo cual, se querria consumir ese bien y no
tendria sentido consumir 0 del mismo, y por lo tanto, no puede haber soluciéon de esquina para el bien
X.

= Bieny

UMg, =1

Se examina el limite de UM g, a medida que y tiende a 0.

lim UM g, = 11'1%
y—

y—0

=1

Dado que el limite de la utilidad marginal del bien y es constante, es posible que haya solucién de
esquina para el bien y.

Asi, habria que analizar casos:

o yYM=0n2M = o
@

se gasta

todo en x

oyM;éO

Se procede a obtener las demandas marshallianas con normalidad. Se sabe que en el éptimo:

UMy, _py
I _m
1 Dy
1 P
l'% _py
Py _ 1
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Evaluando en la restricciéon presupuestaria:

m =pyY + PaT

2
p
m=pyu+pe (2)

Py
2
(]

2

p
m=pyy + -~
Dz
Py
m— L =p,y
Dz
Dy
Mpz—py,
Pax :y
Dy
2
MPy — Py —yM
PaDy

Ejercicio 12 [Otra funcion de utilidad cuasilineal con un pardmetrol. Encuentre la demanda marshalliana
de la siguiente funcién de utilidad

u(z,y) =Aln(1+2z)+y
En el 6ptimo se sabe que:

TMSS, , =TMSM,,

UMgs _pa
UMg, py
_A
14z :&

1 Dy
A ps
1+z py

A
Py =1+=x
Pz
A
py_l M
Dz

Y sustituyendo en la restricciéon presupuestaria:

M =pPzx + PyY

A
m =p, ( ppy — 1) + pyy

x

Apy — pa
m =p, <yp> + Dyy

o (2)
m =Apy — pz + pyy
m — Apy + pz =pyy
m — Apy + P M
by
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Ejercicio 13 [Funcion de utilidad cuasilineal con complementos]. Considere la funcién de utilidad w(z,y) =
z + min(z, y).

= Encuentre la funcién de demanda de los dos bienes. No considere casos de esquina.

En esta ocasién deben plantearse casos segin sea menor x o y o incluso que sean iguales.

u(z,y)= xt+ysiz>y
relacién de precios. Con ello, se obtiene que las demandas marshallianas corresponden a:

Y) = =2rsiz < . . . . .
{u(m y) T TSy Luego, dada la anterior funcién de utilidad, considere cada posible

Ejercicio 14 [Suma de Zogaritmo,@ﬂ/. Considere la siguiente funcién de utilidad:

u(z,y) =lnz +In(y — 1)
x>0ANy—1>0

Derive las funciones de demanda marshallianas a partir de la funcién de utilidad dada.

Se sabe que en el éptimo debe cumplirse que:

TMSS,, =TMSM,_,

z _D
& L=
y-1 Py
SVl b
x Dy
@y—lz&x
Dy
@y:&aH—l
Dy

Y evaluando en la restriccién presupuestaria:

M =Pz - T+ Py Y

x
M =pgz T+ Py - (pm +1)
Dy

Dz +py)
21

M =Py T + P + Py
M — Py =Pz + P2
m — py =2pzx
m—Py M
2Dz

Y por lo tanto:

6Tomado de Chaves, Con y Guevara (2022)
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y:p—merl
Py
Pz [T — Dy
oyl <>+1
Dy 2p;
@y:%<m_py>—|—l
Py 2ps
m
y=" B i1
Dy
@y:m_py+2py
2py
o M:m—i—py
2py

Ejercicio 15 [Funcidn de utilidad cuasilineal en dos b?fen(a. Considere la siguiente funcién de utilidad:
u(z,y) =aln(l+z)Iny
a€RT

Derive las funciones de demanda marshallianas a partir de la funcién de utilidad dada.
Se sabe que en el éptimo debe cumplirse que:

TMSS, , =TMSM,.,

alny

14+x _pi
aln(l4x)

Yy py

aylny _ Pz

a(l+a)in(1+z) p,
Ejercicio 16 [Una funcion de utilidad (hﬁf(zr(%n//(ﬂ/. Considere la siguiente funcién de utilidad:
U(z,y) =lnz +1n(y — 1)

(x>0)A(y>1)

Se utiliza la condicién de optimalidad para encontrar las demandas marshallianas:

UM, Py
UM, P,
lz P
/y—-1) By
y-1_F5

r P,

r = (y—1)Py

Py

*

Se sustituye x en la restriccién presupuestaria para encontrar y*.

m = Ppx + P,y
(y—-1P
m= o | O 4 By
y =
2P,

"Ejercicio tomado de ACCG
8Ejercicio tomado de ACCG
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Al sustituir y* en z = (y_;x)Py, se obtiene el siguiente resultado.
- P
l‘* — m Yy
2P,

Ejercicio 17 [Funcién de utilidad cuasilineal: solucion interna y de (isquimﬂ/. A continuacion se derivan las
funciones de demanda a partir de la siguientes funciones de utilidad:

U(z,y) = aln(l + z)In(y)
aeRT

Primeramente, se debe evaluar si existen soluciones de esquina. Para determinar esto se utilizan los limites
de las utilidades marginales cuando el bien correspondiente tiende a cero.

1
UM, = a = lim — —q eR*
1+ =01+ x

UM¢:1:H%1:16R+
( S

Por lo tanto, existen tres casos para encontrar las demandas marshallianas, ya que puede haber solucién
de esquina para el bien = o el bien y.

Caso 1: (x=0)A (y #0)
Las demandas marshallianas serian las siguientes:

¥ =0
. m
y—Py

Esto significa que todo el ingreso se destina al consumo del bien y.
Caso 2: (x #0) A (y =0):
Las demandas marshallianas serian las siguientes:

y =0
. m
= —

P,

Esto significa que todo el ingreso se destina al consumo del bien x .
Caso 3: (x #0) A (y #0)
Se utiliza la condicién de optimalidad para encontrar las demandas marshallianas:

UM, P,

UM, P,

(%) _»

1 P

«_ abPy— P
xT Px

Se sustituye x* en la restriccién presupuestaria para encontrar y*.

m = Pyx + Pyy
aP, — P,
m =P, (%)—l—Pyy
«_ m—abP,+ P,
Y _—Py

9Ejercicio tomado de ACCG



68CAPITULO 3. MAXIMIZACION DE UTILIDAD SUJETO A UNA RESTRICCION PRESUPUESTARIA



Capitulo 4

El problema de minimaizacion del
gasto

Los problemas de minimizacién del gasto o el ingreso sujeto a una restriccion presupuestaria pueden ser
resueltos mediante el método de los multiplicadores de Lagrange si las curvas de indiferencias son convexas
y hay solucién interna. Adicionalmente, también se puede utilizar el metodo de Karush-Kuhn-Tucker para
resolver estos problemas de forma més general.

Para efectos préacticos: lo que hay que hacer para encontrar las funciones de demanda hicksianas, lo que
se puede hacer es evaluar la condicién de optimalidad encontrada durante el proceso de resolucién de las
demandas marshallianas y en la funcion de utilidad. Esto va a permitir obtener una funcién que depende de
precios y de la utilidad.

4.1. Caso de n-bienes

Derivacion general 6 [Minimizacion del gasto con n insumos/. Suponga un consumidor que presenta una

funcién de utilidad de la forma: u(X), la cual se desea maximizar dada una cierta restriccién presupuestaria
n
de la forma m > E p;x;, entonces, se tiene el siguiente problema que describe la maximizacion de su

i=1

utilidad:

n

min Zpixisujeto a u<u(X) (4.1)

L1,T2,--+,T N
=1

De esta forma, se puede plantear el siguiente lagrangeano para resolver el problema de maximizacion.

Por el teorema de Karush-Kuhn-Tucker debe cumplirse:

E:Zpixi—kz\(f—u)

i=1

69



70 CAPITULO 4. EL PROBLEMA DE MINIMIZACION DEL GASTO

Por el teorema de Karush-Kuhn-Tucker debe cumplirse:

1o} DiZ; . 0 DiZ; -
9L oo lz} 1 _A2uX) [2 ] NX)
8%1 - 8$1 8x1 - o axl 8x1 o
0 Di%; . 0 piT; R
o _, lz ]Aaum@ ) [E_J ]Aaum L
O0xy — 0xo oxr1 — 2 0o 0xo o
0 DiZ; 0 DiZq N
oL lg ]_Aau<X><0 . lg ]_Aaum i,
Oxn — oxy, Oxy ! 0xy, o, |
g—f<0:>u()?)—u§0 /\[u()Z')—u =0

Para este caso igualmente se pueden hacer todas las consideraciones anteriores sobre las posibilidad de
casos de esquina y soluciones interiores de manera andloga. Las condiciones anteriores se pueden reformular
de la siguiente manera:

du(X) Su(X) |
=< - < - =
9 ; 0=p A 81’1 <0 1 lpl A axl 0
c Au(X) Au(X) |
=< - < - =
61'2 0= py A ax2 <0 o [pg A 8x2 0
oL Au(X) Au(X) |
= < D\~ _ _
o, = 0=p,— A oz, = 0 T lpn A oz, 0
oL > .
=< < B _
8)\_0:>U(X) u<0 )\[u(X) ul 0

La solucion a estos problemas de minimizacién se llaman funciones hicksianas de demanda, también
llamadas demandas compensadas . Estas funciones se caracterizan porque dependen de los precios de
todos los bienes de la funcién de utilidad y de la utilidad.

Entonces, si se descarta la posibilidad de soluciones de esquina, las condiciones de optimalidad pueden
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resumirse de la siguiente manera:

ou(X)

p1— A 8331 =0
ou(X)

bz A 81'2 =0
ou(X)

n A =0

Ahora, toméndose dos bienes cualesquiera j y k puede observarse que:

Pk

4 >- = =3
ou(X) ou(X)

al‘k
Ou(X)

__ 9%

e ouX)
Ba:k

71

Observe que la condicién de optimalidad a la que se llega para obtener funciones de demanda hicksianas es
la misma que para obtener las funciones de demanda marshallianas. La diferencia es que ahora, al evaluar
la condiciéon de optimalidad en la restriccién del problema, se hace en la funciéon de utilidad y no en la
restriccién presupuestaria (por lo que irénicamente no serfa la funcién restriccién) dado que esta restricciéon

presupuestaria es la funcion objetivo que se desea minimizar.

Al evaluar la condicién de optimalidad en la funcién restriccién que es la funcién de utilidad, se obtendra
una expresién que depende de los precios y de la utilidad, por lo cual termina siendo una expresién distinta

a lo que se llega en las funciones de demanda marshallianas.

4.2. Caso de 2 bienes

4.3. Funcion de Elasticidad de Sustitucion Constante

Para la funcién de utilidad CES, la condicién de optimalidad T'MSS; ;, = T M SM; ;. implica que

1
T+p
Lj

P
PrO
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Por lo tanto, para obtener la funcion de demanda hicksiana se evaltia esa condicién de optimalidad en la
funcién de utilidad. De esta manera:

u(X) = (Z am) p

n i . -\ 7
o
Su= : J ;
(e () )

4.3.1. Funcion de Utilidad: Cobb-Douglas
4.3.2. Funcion de Utilidad: complementos perfectos

4.3.3. Funcion de Utilidad: sustitutos perfectos

4.4. Funcion de utilidad indirecta

La utilidad que se ha venido estudiando puede ser expresada en términos de los precios y el ingreso, esto
mediante la funcién de utilidad indirecta. Formalmente se tiene:

Definicion 4. Definase la funcién de utilidad indirecta v como
u=v(x1,To,...,Tp) =0 [w{”(m,ﬁ%xéw(m,ﬁ), . ,mfy(m,ﬁ)] = (m,p)

Esta funcién de utilidad indirecta se obtiene como resultado de evaluar los niveles 6ptimos de las variables
de decision (los niveles de consumo de cada mercancia) en la funcién objetivo, es decir, la funcién de utilidad.

De esta forma, se concluye entonces que la funcién de utilidad indirecta es una funcién que depende de
los precios y el ingreso, dado que, al evaluar las funciones de demanda marshallianas (las cuales a su vez
dependen del precio y el ingreso) en la funcién de utilidad, entonces la utilidad quedard en términos de
precios e ingreso. Asi pues, para el caso de dos variables:

0(Pa, Py, ) =Igé}JX{u(fc, Y) s.a pzx+pyy =m}
=u(z™(m, pz,py), y™ (m, pz, py))

Ejemplo 6 [Funcion de utilidad indirecta: caso Cobb-Douglas|. Note que en la funcién de utilidad Cobb-
Douglas se obtenia el siguiente nivel 6ptimo de consumo al maximizar la utilidad

M am

;] = —=
Py
1=1

J

Ahora, ese nivel éptimo de consumo (es decir, la expresién de la demanda marshalliana encontrada para el
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bien j) debe ser evaluada en la funcién de utilidad original, por lo tanto:

n

w(X) = H J:?j

j=1
a;
n
ajm
su=][ | —m
e}
=\ P E ag
k=1
(%1 g Qp
arm Qom apm
Su=|—— | — s | ——
P1E Qg ng Qg Png Qi
k=1 k=1 k=1
r o Qg Qn

m a \ m s\ m an\ "
n
D1 D2 Pn

Note que la principal diferencia respecto de las funciones marshallianas es que las funciones de
demanda hicksianas dependen de los precios de los bienes y de la utilidad, mientras que las marshallianas,
ademas de depender de los precios de los bienes, dependen del ingreso.

4.4.1. Teorema de la envolvente

Del problema de maximizacién de utilidad sujeto a una restriccion presupuestaria se obtiene el siguiente
planteamiento:

mix u(x,y)s.a. M= p,T + pyy (4.2)

De esta forma, se puede plantear el siguiente lagrangeano para resolver el problema de maximizacion.
L: U(:L', y) + /\(m — Pz — pyy)
A partir de la solucién de este problema, la funcién de utilidad indirecta se definia como:

v(m, p) = v(m, pz, py) :H;éyx{u(m,y) s.a M =Dpyr+ p,y}

IVI(

:u(xM(piEvpyvm)7y pznpyam))

Sin embargo, a partir de esta funcién de utilidad indirecta, suponga que en esta ocasién se quisieran obtener
las condiciones de primer orden en funcién de los pardmetros, es decir: el ingreso, el precio de x y el precio
de y. De esta manera el lagrangiano nuevo seria:

L = u(@™ (pg,py,m), y™ (pz, py, m)) + A(m — pa™ — p,y™)
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Y las condiciones de primer orden respecto de los parametros serian:
oL Ou 0zM Ou oyM Oz™M oyM
= _ (=2 bt M1op, = —p, 2
om (835 om ) * (8y om ) * ( Pe e T P om >
Ou 0zM Ou oyM OzM oyM
_<('")xam)+(3 om )*A A( mpyam)
Ou 0zM Ou oyM Oz™M oyM
=AT (axam) i (ay om ) A (‘Pwm ‘pyam>

ou O0z™M @6@ Y 3xM_)\ oyM
Or Om Oy Om P Py om

— At (83 /\ng> o | (8“ /\py) o™

om dy om
M M

ox 0
= At (UMgs = Aps) 5+ (UMg, — \p,) éLm

oL Ou 0x™M ou OyM M ozM oyM
o=\ +\| = +A| =2 —pe—— — Dy
Opa Oz Opy 9y Opa Opz Opa
M M M M
:%ax +@6y _)\xM_)\max _/\pyay
Oz Op, Oy Opy Ops  Ops

[ 0Ou ozM ou oyM M
= (G me) G (5w B e

M

0 oM
= (UMgy — A\ps) S + (UMg, — Ap,) 22— — Xz

Opz Opz
M

oL ou 0zM ou oyM Oz o oyM

> =\ +\ 5 AP — — Y —py

Opy Ox Opy Oy Opy Opy Opy
Ou 0xM  Ou oyM \ Ox™M

=t o+ — s
Oz Opy Oy Opy P Opy

ou 9zM ou oyM M
= (G ee) 5y + (5w By

Ejercicio 18 [Funciones de utilidad, demandas y ga,sf(ﬂ/. Considere las preferencias por los bienes x; de un
consumidor que tiene una restriccién presupuestaria.

=M = Apy

n
U(x1,22,...,Zn) =21 —|—Zln(aji) Vi=2,...,n
1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.
2. Halle la funcién de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la funcién de minimo costo.

— Comprobar si hay soluciéon de esquina:
Si lim,, 0 UM,; = oo entonces no hay solucién de esquina para x;

Note que:
limg, o UM, = limg, 0 1 =1#00 (puede pasar que 21 =0 )
lim,, 5o UM; = hm,%_w =~ =00 Vi=2,...,n (no hay solucién de esquina para X; Viconi=2,...n)

Maximizando la utlhdad
Problema del consumidor:

IEjercicio tomado de Casasola (2024)
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’ n n n
maxy,; v {Zi+ ) _oInwi} som =3 " pixi = p1aey + ), Pii
El lagrangeano asociado es:

di:1—=Ap1 =0
dg:i—/\pgzo

x2

dj:i_f)\pj:()
dk: 1’—)\]);9:0

dp i L = App =0
dy:m—pizy — Y0 o piw; =0

Solucién interna (z; >0 Vi=1,2,...,n)
Combinando d; con d; se obtiene que
+ = Bl =" =L (pora este caso la cond opt. coincide
5 fi j

Inyectando esto en zy se tiene

n
m— p121 —Zpl <p1) =0

im NP
n
= m — p1&1 —Zpl =0
=2
=m-px;—(n—1)pp =0
m — (n—1)p
b1

T = (marshalliana de x; )

;Cuando z; > 07? %>0:>pml>n—l
Dado que:

n
u(xy,...,xn) = a1 +Zlnxi
i=2

—(n—-1 n
= 0 (P, Pr) = m(’;)pl +> In (?) (utilidad indirecto)
1 Fary i

Minimizando el gasto
Problema del consumidor:

n n
gnzg {plxl + szmz} s.0o u=ux1+ Zlnmi

i=2 i=2
El lagrangcano asociado es:
L:prxi+ > pxi+A(a—x1— > ,Inw)

o plf)\:()
CPO \

a]:pjfx—jfo

OzK:pK*ﬁ:O
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Combinando z; con z; se obtiene que:

Inyectando esto en z) se tiene

Dado que G = p1z1 + Y 1o Dil

n
G (t,p1,...pn) = p1u—p1 Z In (]71) + (n—1)p; (funcién de minimo gasto)
— pj
j=2

Solucién de esquina (z1 =0 A ;>0 Vj=1,...,n)
Si M<n-—l=x=0 A m=37 ,pr; A u=3;
Combinando d; A dj, se tiene: T+ = Z—’;
Se Ilega a m = Z?ZQ prxr = m = (n—1)Pyay = x = (n_ﬁ (marshalliano)

Inyectando la cond opt en la funcién de utilidad se tiene

(cond opt.) Inyectando esto en m = -7, p;z;

u= Zl (p’“X’“)

u=(n-—1)Inpr+ (n—1)Inzy — Zlnpj = x5, = et~ (P Inpet3 i, Inp;
=2

U(m7p27"'apn Zln<n_1pk):(n—1)[h'l( ) ln n—l Zh’lpk
G ('1_1,7]")27 . ,pn) = Zpkeuf(nfl) lnpk+2?:1 1I1p]‘
k=2

Ejercicio 19 [Funciones de utilidad, demandas y gast(E]/. Considere las preferencias por los bienes z; de un
consumidor que tiene una restriccién presupuestaria.

U(xy,xa,...,2,) :fo‘

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas para todos los bienes.
2. Halle la funcién de utilidad indirecta.

3. Obtenga la funcién de minimo costo.

Solucion

ubM; 0‘]’37;1 [T = p; 2 agp; . L
TMS = = S =~ = — = ——= (condicién de optimalidad)
L T | L S T A

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Al inyectar la condicién de optimalidad en la restriccién presupuestaria se obtiene la demanda marsha-
lliana:

n
0PI T am
m = E —) @x‘jzi‘;
j Pj D k=1 %

Al inyectar la condicién de optimalidad en la funcién de utilidad se obtiene la demanda hicksiana

g

% s rn She1 ok
ﬁ Ly h U= (% b ﬁ ar\™ L U= [ (%Z)
k=1 ay J -

o
ka k=1

j=1 <PJ Zk 1O‘k> - (k:l

ap n &
S ak 1 n Z ak
— k k=1 n —_— k=1
) = e T (2) 7 st 1 (2) 7
— a ak

k=1 k=1

:::

V(map17"'apn

NE
N—————
iy

|

®

E s

|2
L}Q

Ejercicio 20 [Funciones de utilidad, demandas y gasf(E]/. La funcién de utilidad de un individuo esta en
funcién de n bienes segun la siguiente ecuacion:

U(ml,xg,...wn):$1+Zln(gci—1) con V&; >0 j=1,...,n

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas para todos los bienes.
2. Halle la funcién de utilidad indirecta.
3. Obtenga la funcién de minimo costo.

— Si se maximiza la utilidad
El inciso dice x; > 0V por lo que sélo interesa solucién interna.

maxg,v; {xl + Zln (x; — 1)} s.am=pir, + Zpixi

i=2 =2
a: :ElJern i —1) +)\<m p1T1 — ZPz%)
=2
alzl—)\ple p%z
cPO
ak:m_1 Ap; =0 IM—Apkfo

axim—pirr = Yil,piwi =0 Apj=

Combinando d; con d; se obtiene que:

1
=2 g2
o1 P pj+1

Inyectando esto en zy se obtiene la demanda marshalliana
n
m—pix; — > _pj(p1+1)=0
j=2
m—piz1 — (n—1)p —ij =0

m—(n—1)p1 — > _oD;
D1

xr1 =

3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Inyectando x; = p?j_l en la funcién de utilidad se obtiene la demanda hicksiana:
J

u=x1+21n<pl_> =z :u—(n—l)lnp1+21npj
j=2

pj =

V(m7p17"'apn) =

m—(mn-1p—>." ,p; & m—(n—1)p —>."_, p;
( )p1 = > oD 3 <?> _ ( )P1— D51 P N
j

b1 p1

(n—1)Inp; — Zlnpj

Jj=2 Jj=2

j=2 j=2 J

= G (Up1,.-.,pn) =p1 |u—(n—=1)Inpr+Y Inp;| +(n—Dp1+ > _p;

=2 =2

Ejercicio 21 [Funciones de utilidad, demandas y ga,st(ﬂ/. Considere las preferencias por los bienes x; de un
consumidor que tiene una restriccién presupuestaria.

Uy, 29, a0) = »_In(z;)
=1

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

2. Halle la funcién de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la funciéon de minimo costo.

1.
n n
maxmiw{zmxi} s.am}Zpixi AN x; 20 Vi=1,...,n
i=1 i=1
1 n
UM;=— = lim UM;=c0=2; >0=>UM; >0=>m= ) p
€T x;—0 i1
Entonces

4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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n n
MaT i g Inx; s.am= g Pi;
i=1

i=1
L = znjlnwz +A ( zn:pz%)
i=1

dl’j:?_)‘pjzo
cPy dxk=%—/\pk=0
dy=m-=>" pz;=0

x] = — = .Tj (m,p17«~~7pn)

U(m7p17"'7pn Zln (np )
J

v(m,p1,...,pn) =nlnm —nlnn — Zlnpj
j=1

mmg pzx,sau—g Inz;

z;Vi

S 1plxz+)\( = >  Inz)
cPo dy, : ngr)\l =0

dy : pk-i-)\l =0
Bi_z % B g = p—J:c]

e = m e Pk

ulenxk éU—Zln <xj)

n

u = Z lnp; +Inz; — Inpy]
k=1

u=nlnp; +nlnz; — Zhﬁp;C

uw—nlnp;+ Y ,_;Inpy
n

lnxj =

u—n lnpj+27;:1 Ipg
ekt — g

ufnlrnpj+2;cl:1 npk B
Trj=e¢e " :xj(uvplv"'vpn)

79
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G” (ﬂvplv"' 7pn) = ijmj

n
ufnlnpj+EZ:1 npk
* — —— e
G (u7p17"'7pn): E Pje "

Jj=1

Ejercicio 22 [Funciones de utilidad, demandas y ga,st(. Considere las preferencias por los bienes x; de un
consumidor que tiene una restriccién presupuestaria.

n
U(zy,22,...,2p) = Hx;“ con Zai =1
; i=1
1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.
2. Halle la funcién de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la funcién de minimo costo.
Solucion

UM; _ Pj
UM, Py

— (27
~ [

il

n

-1 - i a;

Uy = o) Hm =z, xl Hx =z, sz
=1

i#1 £l

TMS;), =

n
= L Qi
UM; = o5 sz

=1

— (e7)
UMy = apx,, Ha:

1 a
xr P.
TMS,), = —Hl =
gLy, Hi:l x> By
o b

OZij

TR = x; — condicién optimalidad

Marshallionas

OékP
m = ;kakim ZP’“ o, P z;

M=
o

OékP' Pix;
mzz jxj:>m=—J J
Iy .

=~
Il

1

5Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Hicksianas

ap Py L L
xp = ——x; — condicién optimalidad
Oéij
n
— Qg
v=]]=
k=1

n Oékpl :|ak
u = —T
IR
he1 Qi Pk
_ P.J‘%}Ekkl% & [akrk
u = -
(&%} el Pk

k=1
Utilidad indirecto
v=][x"
j=1

n T o n Yy (e %} n «a i

_ J N b/} _ J

vinre o= I e T3] = oIl 3]

7j=1 j=1 j=1

Funcién minimo gasto

) n = n P, ag
G, Py,....P)=S P 2% TT |
(u, P, ) Z P 11 o

j=1 k=1
G (a, P P)—aﬁ &akia’-
sy L1y dn) — ax : j
k=1 Jj=1
n Pk ag
G(u,P,...,P,) =14 —
(U, 1, 5 ) ukl;[l |:Oék:|

Ejercicio 23 [Funciones de utilidad, demandas y g(wt(. Considere las preferencias por los bienes x; de un
consumidor que tiene una restriccién presupuestaria.

n
U(z1,22,...,2n) = :L'%sz
i=2
1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.
2. Halle la funcién de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la funcién de minimo costo.

6Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Solucion

u= a3t [[; @
L:ai [Ty mi+ Am—prey — 30, piy]
L 2951HZ 2Ti —Ap1 =0
aslHl le Ap; =0
,C.Tk leZ 21’17)\}’)]@-:0
LN\ :m — plwl — > iz =0

2w11_[1 2121 pil
Hz 2 Ti Pj

cond.opt.

. i#]
2rji _ Pr .
zl Dj = ‘mJ - 2p L1
551 Hz 2 T4
77¢
zln o Ts
k
ik =z, = Ly
Pk Pk

m=p1x1 + Y p_o PkTh
m=pr1z1 + (n— 1)pjz;
m=pz1+(n—-1)- %plxl
pe (143 5) =
pxi(l4+n)=m

I = 2m marshalliana
1 p1(1+n)

. _m
T3 = p;0+n)
2m 2 n m 2m 2 m n-l n -1 4mntt n -1

V(m,p1,..-,Pn ) [pl(l-&-n)} Hj:2 p;(+n) [p1(1+n)} (1+n> Hj:z p; = PZ(n+1)n it Hj:g p; Hicksianas

p1

u= a3 [[j_ 29T
n—1 (p1 1 n
u = J? T 5 e
141 ( 2 ) 7, p; I

9 n—1
Y (E) H; 2 P —I;LJrl

1 +1
2 \" n n+1
= n+1 =
= (pl) HJ 2 Pj

n—

1. = P1 uﬁ 2 "+1 Hn T
J 2p; p1 j=2Dj

n-1 ., n n—1
) 9\ wrl e P11 2\ nFt 1
B _ 2 1 P & I | EES
G(u’ph._'7pn)—plu B ( ) Hp] +Z 27-5 1 (p1> pj

D j=2 j=2 j=2
Ejercicio 24 [Funciones de utilidad, demandas y ga,st(. Considere las preferencias por los bienes x; de un

consumidor que tiene una restriccién presupuestaria.

n

U(xy,22,...,2,) =H(x1 — 1)

=2

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

2. Halle la funcién de utilidad indirecta.

3. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

4. Obtenga la funcién de minimo costo.

"Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Solucion

n n

u:H(xl—l)xiéu:(zl—l)n_lnxi

i=2 i=2
m—pi1ry — Zpil‘il

i=2
Loy =(n—1) (21— 1)" [[\yzi — Ap1 =0
Ly (g — 1)"71 H;::ég z; —Ap; =0

i)

Ek : (xl — 1)n_1 H;;:é% €T; — )\pk =0
Ly:m—pizy— Y opiti =0

n—2 n
(n—1) (93_11* 1) [Tico @i
T1 — 1)n H%Q i

L:(xq —1)"_1Hmi+)\

=2

cP0

(CIE Vil § APH

i£] _ Pioy Tk _ Pi = D ,
@ 7 = 2 = pr = Tk = DiT; (cond opt entre x; A xp,
i£k

m—p1x1 =, o PeTE =0

m = P11 — 3o Pz =0

m—piz1 — (n—1)p;z; =0
m—plxlf(nfl)pfﬁ(zlfl):()
m—2p1x1 +p1 =0

n _ m+p
17 2py

n o__ p1i m+pi
X oy ( 2p1 1)

o = Pig.
k pr T

zj = ﬁ (z; —1) ( cond opt. entre x1 A x;)

cond.opt
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uw=(z; —1)"" H Tp
k=2

n
1 _
u=[(z; — 1) pjz;]" Hpk !
k=2

n—1 n
p1 1
= {(xi—n” ] I1»x
(n—1) Pt
n—1 n
- (x _ 1)2(17,—1) P1 H -1
! n—1 Py
k=2
n—1 n—1 n 2(n171)
=) I 4
P1 Pty

P n 1 n—1 n 2(711—1)

o —

Ty = u |ka Hick sian
J pj(n _ 1) [ ( p1 ) P ] 1CK 8 a

n—1 n—1 n ﬁ n I n—1 n—1 n ﬁ
G* =
" l“( n ) H”] (AP STy l“( P ) ,}1”’]

FEjercicio 25 [Funciones de utilidad, demandas y gastd’|. Considere individuo que presenta las siguientes
jercicio 25 [Funciones de utilidad, demandas y gastc nsidere un individuo que presen iguien
preferencias por los bienes:

U(xl,...,xn):xl—i—zgc; con xz; >0 , Vi=1,...,n
1. Encuentre las demandas marshallianas para todos los bienes.
2. Encuentre la funcién de utilidad indirecta.
3. Encuentre las demandas hicksianas para todos los bienes.

4. Encuentre la funcién de minimo gasto.

Solucion

8Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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n

™S, = — = I _ ] ml’H:<”pj>l"

— = = — = —_—
1 en” j P1
n J

n

T—n n\Ton Py 1
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1

=2

N——— Q‘?"—‘

n
np;
m=pixr; + ij (j
=2 b1

n

T—n =
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x (mvplv"'vpn =
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n 1 " n ™ 1
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m— () e A\ T L
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b1
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-1 n n T
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Capitulo 5

Efecto precio: Variacion compensada
Yy equivalente

El cambio en el precio de las mercancias o servicios tiene un impacto en la cantidad demandada de
dichos bienes de acuerdo con la ley de la demanda. Asi, se suele considerar que el impacto total que tiene
un cambio en el precio de las mercancias, se puede descomponer en otros dos efectos: el efecto precio y el
efecto sustitucion.

Definicion 5 [Efecto sustitucion]. Consiste en la sustitucién de un bien por otro ante un cambio en el precio
relativo de los bienes.

En otras palabras, es el cambio en la cantidad consumida de un bien al cambiar su precio, manteniendo
constante el precio de los demds bienes (ceteris paribus) y el nivel de utilidad ug ( lo cual se ve refljado en
la demanda compensada o hicksiana)ﬂ

Definicion 6 [Efecto ingreso]. Consiste en el cambio resultante de un cambio en el poder adquisitivo ante
una variacion en el ingreso de la persona.

En otras palabras refleja el cambio en la cantidad consumida de un bien ante un cambio en el ingreso,
manteniendo los precios de todos los bienes constantes (ceteris paribus).

Si las curvas de indiferencia son convexas, al aumentar el precio de un bien, necesariamente deberd
disminuir la cantidad consumida de ese bien si se mantiene el nivel de utilidad constante, lo cual sugiere que
en efecto la pendiente de la curva de demanda de Hicks o demanda compensada, tiene que tener pendiente
negativa.

Un consejo para recordar la distincién entre convexa y céncava es que una funciéon
. Recuerde que una funcién convexa se ve algo asi:

Una funcién convexa

Ejercicio 26 [Efectos ingreso y sustitucion: (:071(:(&;)150(@. Considere los siguientes enunciados:

1Zurita y Vial, 2011
2Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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CAPITULO 5. EFECTO PRECIO: VARIACION COMPENSADA Y EQUIVALENTE

(7 puntos) En un mundo con solo dos bienes, ;jpuede ocurrir que ambos bienes sean inferiores? En un
mundo con dos bienes, jpueden ambos ser normales? Explica.

— No puede ocurrir que en un mundo con dos bienes ambos bienes sean inferiores. Cuando uno se
encarece, necesitas gastar mds en él (asumiendo que se cumple no saciedad). Si ambos bienes fueran
inferiores, terminarias gastando menos en ambos, lo cual no puede ser 6ptimo si se satisface no saciedad.
De hecho, incluso si no se satisface no saciedad, aiin no puedes tener ambos bienes como inferiores.
Tu canasta original sigue siendo asequible cuando tu ingreso aumenta, por lo que no puedes ¢ambiar.?
algo que ya era asequible antes del aumento en ingreso. Eso implicaria una violacién de transitividad.
En un mundo con dos bienes, ambos pueden ser normales: considera U(z,y) = zy.

. (8 puntos) Sup6n que hay un aumento en los precios y el consumo disminuye. Dada esta informacién,

el bien debe ser un bien normal. ; Verdadero o falso? Explica.
— Falso. El bien puede ser inferior, pero el efecto sustitucién es mayor que el efecto ingreso.

Sup6n que una consumidora desea solo dos bienes, = e y, y sus preferencias estan representadas por la
funcién de utilidad U(z,y) = = + y. Ademds, supén que p, = 3 y su ingreso es m = 6.

. (2 puntos) Supén que p, = 4. ;Cuédnto consume la consumidora de cada bien?

— Si p > py, entonces la consumidora solo consume el bien y, asi que x =0y y = 2.

(2 puntos) Supén que p, disminuye de p, = 4 a p/, = 2. ;Cudnto consume la consumidora de cada
bien?
— Ahora p!, < p,, asi que la consumidora solo consume el bien x y por tanto 2’ =3y 3’ = 0.

. (2 puntos) Supén que p/, disminuye de 2 a p// = 1. ;Cuédnto consume la consumidora de cada bien?

— El precio de z sigue siendo menor, por lo tanto la consumidora sigue consumiendo solo z, y entonces
2’ =6,y"=0.

. (4 puntos) Verdadero o Falso. Proporciona una explicacién: cuando p, cambia de p, = 4 a p/, = 2, hay

efectos de ingreso y sustitucién; mientras que cuando p, cambia de p,, = 2 a p/ = 1, no hay efecto de
sustitucion.

— Verdadero. Cuando p, cambia de 4 a 2, la consumidora sustituye de y a x porque ahora x es mas
barato, y también hay efectos ingreso porque ahora los precios son més bajos y su poder adquisitivo
es mayor. Cuando p, disminuye atiin mas de 2 a 1, solo hay efecto ingreso porque la consumidora ya
estaba consumiendo todo z, y por tanto el aumento en el consumo de = se debe solo a un incremento
en su poder adquisitivo.

Ejercicio 27 [Efectos ingreso y sustitucidn: un caso (fon,cret(ﬂ/. Ben consume solo manzanas (x) y camisetas
(y). Sus preferencias pueden representarse mediante la siguiente funcién de utilidad:

Uz,y) = 2%y°

El precio de las manzanas es p,, el precio de las camisetas es p,, y Ben tiene un ingreso de m ddlares.

1.

(5 puntos) Encuentra la demanda de manzanas y camisetas como funcién de p;, p, y m.
— En el éptimo:

2 3
MRS =Pr o2 Y _Pe 2 Do
Py 3 Py 2 py
En la restricciéon presupuestaria:
T+ § &m—m:>§ x—m:>:1c—g ua —§ =
Pz Py 2 p, = 2]31 = =5 y—5 Dy

. (5 puntos) ;Cudl es la elasticidad precio de la demanda por manzanas? ;Cudl es la elasticidad cruzada

de la demanda por manzanas con respecto al precio de las camisetas?
— La elasticidad precio de la demanda por manzanas es

o 9T pa_ 2 m po
v Op. x5 pi 2

=-1

La elasticidad cruzada de la demanda por manzanas con respecto al precio de las camisetas es:

Oz p,

x

py—apy x

3Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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3. (5 puntos) Dibuja la curva de Engel para las camisetas. ;Las camisetas son un bien inferior o normal?
[ Cudl es la elasticidad ingreso de la demanda por camisetas?
— La curva de Engel para las camisetas es una linea recta creciente en m. Dado que la demanda por
camisetas crece con el ingreso, entonces son un bien normal. La elasticidad ingreso de la demanda por
camisetas es:

v % m_ 3

™ Om y:@

m
R
5py

4. (5 puntos) Verdadero o Falso. Explica: Dado que la demanda de Ben por camisetas no depende del
precio de las manzanas, entonces un cambio en el precio de las manzanas no tiene efecto sustitucion
ni efecto ingreso sobre la demanda de camisetas.

— Falso. Por el efecto sustitucién, la demanda por camisetas aumenta en respuesta a un aumento
en el precio de las manzanas, mientras que por el efecto ingreso la demanda disminuye. Con estas
preferencias, ambos efectos se cancelan, por lo que el efecto total es cero.

Ejercicio 28 [Efecto ingreso y ,s“u,,st’[z‘,uczlé/rm/. Ben consume solo manzanas (z) y camisetas (y). Sus preferencias
pueden representarse mediante la funcién de utilidad:

U(z,y) = 2%y

El precio de las manzanas es p;, el precio de las camisetas es p,, y Ben tiene un ingreso de m ddlares.
Deriva la demanda de Ben por manzanas y camisetas como funcién de p., p, y m. Supén que inicialmente
los precios son p, = p, = 1y el ingreso es m = 5. ;Cudntas manzanas consume Ben? ;Y cudntas camisetas?

Ahora supén que el precio de las manzanas aumenta a p, = 2. ;Cudntas manzanas consume ahora?
;Cuanto de la disminucion en la demanda por manzanas se debe al efecto sustitucion y cudnto al efecto
ingreso? Calcula esto numéricamente y muéstralo en un grafico.

— La demanda de Ben por manzanas y camisetas como funcién de p,, py, y m es:

Y=

ot w

8

|
] o
S |3

e

Inicialmente x = 2 y y = 3, asi que el nivel inicial de utilidad es u = 108. Después del cambio de precios,
x =1y y = 3. Para encontrar el ingreso necesario para alcanzar el mismo nivel de utilidad @ a los nuevos
precios usamos el siguiente sistema:

MRS = —&, u(z,y) =u

Py

Sustituyendo nuestros valores:

=2, 2%® =108

Wl

Y
T

)

De la primera ecuacién obtenemos que y = 3z. Sustituyendo en la segunda:

27z° =108 = z ~ 1,32, y~ 3,96

Entonces, la disminucién en la demanda de manzanas debida al efecto sustitucién es igual a 2—1,32 = 0,68,
y la disminucién debida al efecto ingreso es igual a 1,32 — 1 = 0,32.

4Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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Y

(1,32, 3,96)

Es importante senalar que la distincién o el reconocimiento de los efectos ingresos y sustitucién es muy
importante en la economia y suele abordarse de dos maneras distintas: un primer abordaje un poco maés
intuitivo es de manera grafica, que a su vez puede llevarse a cabo de dos maneras distintas segiin se escoja un
abordaje de Slutsky o de Hicks. Otra manera de hacer esta distincién entre los efectos ingreso y sustitucion,
es de manera algebraica, mediante algo que se conoce como la ecuacién de Slutsky.

Definicion 7 [Efecto precio (total)]. Es la suma del efecto sustitucién més el efecto ingreso.

Dicha descomposicién o separacion de los efectos sustitucion e ingreso, puede ser llevada a cabo de
distintas maneras. Especialmente, existen dos principales abordajes para llevar a cabo esta tarea: un abordaje
segun FEugene Slutsky y otro abordaje segun Sir. John R. Hicks.

5.1. Abordaje segun Slutsky

Se tiene una situacién inicial como la que sigue:

T2

T2

a

€1

Es decir, dada una restriccién presupuestaria, unos precios relativos, un ingreso y unas ciertas preferencias
representadas mediante una funcién de utilidad, se escoge una canasta o conjunto de consumo que sea
tangente a la restriccién presupuestaria. Ahora, jqué pasaria si el precio de un bien cambia? La respuesta es
que si, simultdneamente, el precio de un solo bien cambia, habria un cambio en los precios relativos de los
bienes en cuestién. Esto se traduce en un cambio de pendiente para la restricciéon presupuestaria.
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X2 T2

Precio de x1
disminuye

Precio de x1
aumenta

L2af N L) NN
: : I
T, x Tla 71
T2 T2
Precio de xo Precio de xo
disminuye aumenta
L
Tl, 71 21

De esta manera, al cambiar la pendiente de la restriccién presupuestaria, cambia el punto de tangencia entre
esta curva y la pendiente de la curva de indiferencia, por lo cual, ha de encontrarse otra curva de indiferencia
que sea tangente con la nueva restriccién presupuestaria. Asi:

T2 T2

Precio de x1
disminuye Precio de x;

aumenta

Z2,
T2, NN
N . Il
T1, T, 71 1, T1, 1
o Z2
Precio de x4 Precio de x5
disminuye aumenta

r1 x1

De esta manera, el efecto sustitucién se puede aislar ajustando el ingreso del agente, de tal manera que se
puede permitir alcanzar (afford) la cesta inicialmente consumida. Nétese que dependiendo de la variacién
en el precio relativo de los bienes, el ajuste en el ingreso puede ser tanto un aumento como una disminucion
del mismo. De esta manera, una disminucién en el precio de alguno de los bienes, permite adquirir mas de
ese bien, ante lo cual, el ajuste en el ingreso serfa una disminucién del mismo, pero si el precio de uno de
los bienes aumenta, se puede comprar menos de este, haciendo necesario que el ajuste sea un aumento en el
ingreso del mismo.

En el método de variacién de Slutsky, se busca hacer un ajuste en el ingreso del agente para que este se
pueda permitir una cierta canasta de consumo. En el caso particular de la variacion compensada, se busca
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una variacion en el ingreso tal que permita al agente consumir la canasta inicial. En el caso de la variacion
equivalente, se busca una variacién en el ingreso tal que permita al agente consumir la canasta final.

Para el caso particular en el cual el precio del bien z; disminuye, la variacién necesaria en el ingreso para
que este siga permitiéndose alcanzar la canasta inicial, es una disminucion del ingreso, la cual generaria una
nueva restriccién presupuestaria. Sin embargo, esta nueva restriccién presupuestaria debe mantener la nueva
relacién de precios y ser tangente a la primera canasta consumida, puesto que se trata de una variaciéon
compensada. Esto se ve asi:

X2

€2

L2

a

LUQC

Tl

Asi, el cambio de x1, a x1,_ es el efecto sustitucién del bien z;. De 21, a z1,, es decir el efecto restante, es el
efecto ingreso.

., Cémo saber exactamente cuanto es la renta necesaria para hacer el ajuste o variacién correspondiente?
La clave para responder a esta pregunta radica en comprender la existencia de las dos restricciones presu-
puestarias. Asi, se tiene una primera restriccién presupuestaria de la forma my = p1x1 + pax2, y debido al
cambio en el precio del bien 1, surge una nueva restriccién presupuestaria que representa los nuevos precios
relativos, y por lo tanto my = pj a1 +poxo. Entonces, el ajuste necesario en el ingreso serd igual a la diferencia
entre ambas rentas. Asi:

Am =my —my = p121 + paz2 — (pix1 + poxa)
Am = pix1 + pe#g — PiT1 — Doy

Am = prxy — —pia (5.1)
Am = z1(p1 — p})

‘Am:xl'Apl‘

Anélogamente seria el caso para el cual varie el precio del bien xs.

5.1.1. Variaciéon compensada (a la Slutsky)

Definicion 8. Cantidad de ingreso que habria que darle o quitarle al agente para que se pueda permitir
adquirir el mismo conjunto (cesta) de consumo ante el cambio inicial. Se toman en cuenta los precios finales.

Ejemplo 7 [Variacion compensada a la Slutsky/. Un agente tiene la funcién de utilidad w(z1, 22) = Inzq +xo.
Los precios son p; = 2 y p2 = 4. Luego, el ingreso corresponde a m = 100. Si a partir de la posicién inicial
de equilibrio A, ahora p; disminuye a p;/ = 1, encuentre:

= El efecto sustitucion y el efecto ingreso, para ambos bienes, para una variaciéon compensada en el
ingreso a la Slutsky.

En primer lugar, es necesario obtener las funciones de demanda marshallianas para ambos bienes. Note que
para una funcién de utilidad de la forma u(xy,22) = Inxy + x5 se tiene que

1
TMS =2 oo 2
P2 L p
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X1 b2 yat

Ahora, corresponde averiguar la funcién de demanda del otro bien:

1

D2
m = p1%1 +p2$2®m=p(<) + D22
pr
m M
m:p2+p2z2®m:p2(1+x2)®p—flzxg
2

Sabiendo las formas funcionales de las demandas, podemos determinar el nivel de consumo dados los precios
iniciales (consumo inicial) y el nivel de consumo dados los precios finales (consumo final), para asi poder
determinar el nivel de consumo ajustado a la variaciéon correspondiente.

2 4
xi‘/[:p—@x]y:—)@xiwz2

(
p1 (2)

[ om
o =— 1oz =
p2

100
T—l@x{”z%

Conjunto de consumo inicial = (2,24) ‘

M _ D2 v (4) M _ 4

T, = —<=T] = <<=
1 D1 1 (1) 1
100
xéwzﬁ—léxéw:——lc)x{‘/[:%i
D2 4

Conjunto de consumo final = (4,24) ‘Ahora, se procede a hacer el ajuste de acuerdo a la variacién solicitada.

Hay que hacer un ajuste en el ingreso del consumidor que le permita seguir adquiriendo exactamente la
misma canasta del consumo inicial. Dado que uno de los bienes bajé su precio, la situacién inicial del
agente mejord, por lo que para seguir obteniendo exactamente la misma canasta inicial, es esperado que el
ingreso deberia bajar. Asi:

Am=x1-Apr & Am=2-—1 Am = -2
Majustada = T +Am & Majustada = 100 + (_2) < Majustada = 98

Sabiendo el nivel de renta necesario para hacer la variaciéon correspondiente, se puede proceder a encontrar
el conjunto de consumo tomando en cuenta la variacién solicitada. De esta manera:

M Majustada
LTy = ——————— —
b2

Conjunto de consumo compensado = (4, 47)

Habiendo hecho esto, nada mas queda determinar los efectos ingresos y sustitucion.

Para encontrar el efecto sustitucion, basta preguntarse: jcudnto cambié el consumo inicial de los bienes
x1 y T2 versus el consumo compensado? En el caso del bien x; el consumo inicial era de 2 unidades, y el
consumo compensado fue de 4, asi 4—2 = 2. En el caso del bien x5, el consumo inicial era de 24, mientras que
el consumo compensado final fue de 4—27, por lo que el efecto sustitucién sobre el bien x5 es de % —24 = —%.

Para encontrar el efecto ingreso, basta preguntarse: jcuanto cambié el consumo final de los bienes x; y
9 versus el consumo compensado? En el caso del bien z; el consumo final era de 4 unidades, y el consumo
compensado fue de 4, asi 4 — 4 = 0. En el caso del bien x5, el consumo final era de 24, mientras que el
consumo compensado final fue de 42—7, por lo que el efecto sustitucion sobre el bien x5 es de 24 — 4—27 = %

Observe que para el efecto ingreso lo tinico que se hizo fue calcular .¢! resto”del efecto total. Es decir,

efecto total = efecto sustitucion + efecto ingreso < efecto total - efecto sustitucion = efecto ingreso



94 CAPITULO 5. EFECTO PRECIO: VARIACION COMPENSADA Y EQUIVALENTE

5.1.2. Variacion equivalente (a la Slutsky)

Definicion 9. Cantidad de ingreso que habria que darle o quitarle al agente para que se pueda permitir
adquirir el mismo conjunto (cesta) de consumo ante el cambio inicial. Se toman en cuenta los precios finales.

Ejemplo 8 [Variacion equivalente a la Slutsky/. Un agente tiene la funcién de utilidad u(z1, z2) = Inzq + 5.
Los precios son p; = 2 y p2 = 4. Luego, el ingreso corresponde a m = 100. Si a partir de la posicién inicial
de equilibrio A, ahora p; disminuye a p;/ = 1, encuentre:

= Kl efecto sustitucién y el efecto ingreso, para ambos bienes, para una variaciéon compensada en el
ingreso a la Slutsky.

5.2. Abordaje segun Hicks
Se tiene una situacién inicial como la que sigue:

T2

T2

€1

Es decir, dada una restriccién presupuestaria, unos precios relativos, un ingreso y unas ciertas preferencias
representadas mediante una funcién de utilidad, se escoge una canasta o conjunto de consumo que sea
tangente a la restriccion presupuestaria. Ahora, ;qué pasaria si el precio de un bien cambia? La respuesta es
que si, simultdneamente, el precio de un solo bien cambia, habria un cambio en los precios relativos de los
bienes en cuestion. Esto se traduce en un cambio de pendiente para la restricciéon presupuestaria.

Para el caso particular en el cual el precio del bien z; disminuye, la variacién necesaria en el ingreso para
que este siga permitiéndose alcanzar la canasta inicial, es una disminucién del ingreso, la cual generaria una
nueva restriccién presupuestaria. Sin embargo, esta nueva restriccién presupuestaria debe mantener la nueva
relacién de precios y ser tangente a la primera canasta consumida, puesto que se trata de una variacion
compensada. Esto se ve asi:

€2

Z2,

T2




5.2. ABORDAJE SEGUN HICKS 95

Asi, el cambio de x1, a x1,_ es el efecto sustitucion del bien z;. De 21, a x1,, es decir el efecto restante, es el
efecto ingreso.

En este caso, para aislar el efecto sustitucion efectivamente del efecto precios total, hay que preguntarse
jcudl seria la canasta éptima de consumo para el agente si se enfrentara a un nuevo precio en uno de los
bienes pero sin experimentar cambio alguno en su ingreso real? Es decir, que aqui se busca llevar
al consumidor a una curva de indiferencia en lugar de una canasta, como en el caso del abordaje bajo
Slutsky.

En el método de variacion de Hicks, se busca hacer un ajuste en el ingreso del agente para que este se pueda
permitir consumir en una cierta curva de indiferencia. En el caso particular de la variacién compensada, se
busca una variacion en el ingreso tal que permita al agente consumir en la curva de indiferencia inicial. En
el caso de la variacién equivalente, se busca una variaciéon en el ingreso tal que permita al agente consumir
en la curva de indiferencia final.

Para el caso particular en el cual el precio del bien x; disminuye, la variacién necesaria en el ingreso para
que este siga permitiéndose alcanzar la canasta inicial, es una disminucién del ingreso, la cual generaria una
nueva restriccién presupuestaria. Sin embargo, esta nueva restriccién presupuestaria debe mantener la nueva
relacién de precios y ser tangente a la primera canasta consumida, puesto que se trata de una variacion
compensada. Esto se ve asi:

T2

X2,

T2

a

Y asi, el nuevo 6ptimo seria:

T2

1

Graficamente, el nuevo punto de equilibrio seria C, volviendo a la curva de indiferencia original, por lo que
se trata de una variacién compensada a la Hicks. Si se hubiese tratado de una variacién equivalente a la
Hicks, se hubiese tenido que ir a la curva de indiferencia final, es decir Is.
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5.2.1. Variaciéon compensada (a la Hicks)

5.2.2. Variacion equivalente (a la Hicks)

Ejemplo 9 [Variacion equivalente a la Hicks]. Un agente tiene la funcién de utilidad u(z1,z2) = Inxy + 5.
Los precios son p; = 2 y p2 = 4. Luego, el ingreso corresponde a m = 100. Si a partir de la posicién inicial
de equilibrio A, ahora p; disminuye a p;/ = 1, encuentre:

= El efecto sustitucion y el efecto ingreso, para ambos bienes, para una variacién equivalente a la Hicks.

En primer lugar, es necesario obtener las funciones de demanda marshallianas para ambos bienes. Note
que para una funcién de utilidad de la forma u(z1,22) = Inzy + x2 se tiene que

1
TMSy, =2tz 2L
P2

TPQ

1
. _bh P2 M

T P2 b1
Ahora, corresponde averiguar la funcién de demanda del otro bien:

D
m = piT1 + p2le < M Zp((p;) + P22

m
m:p2+p2x2©m:p2(1+zg)®p——1:x§”

2
Sabiendo las formas funcionales de las demandas, podemos determinar el nivel de consumo dados los precios
iniciales (consumo inicial) y el nivel de consumo dados los precios finales (consumo final), para asi poder

determinar el nivel de consumo ajustado a la variaciéon correspondiente.

M _ P2 v (4) M
sV =e =L e =2
1 m 1 (2) 1
100
ngzﬂ—léxyz——lc)xy:%c
P2 4
Conjunto de consumo inicial = (2,24) ‘
4
le\/[ @ﬁx%j—gﬁxiw 4
b1 (1)
1
LU S L
P2 4

Conjunto de consumo final = (4,24) ‘

Ahora, se procede a evaluar el conjunto de consumo final evaluado en la funcién de utilidad: ‘ u(4,24) =1nd + 24 ‘

Ahora, usando las demandas marshallianas encontradas, se evalia en la funcién de utilidad: u(py, p2, m) =
In Z—f + 22 — 1y se igualan:

Ind+24=m22 ™2 _4
D1 D1
4 mo
Ind—In-="2_1_94
2 p

ln471n2:%725

4 mo
In-+25=—=
n2+5 1

ma
In2+25=—=
n2+ 25 1

4In2 + 100 = me

Conjunto de consumo equivalente = (2, In(2) + 24) ‘

Para encontrar el efecto sustitucion, basta preguntarse: ;cudnto cambié el consumo final de los bienes x; y
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9 versus el consumo compensado? En el caso del bien z; el consumo final era de 4 unidades, y el consumo
equivalente fue de 2, asi 4—2 = 2. En el caso del bien s, el consumo final era de 24, mientras que el consumo
equivalente final fue de In 2+ 24, por lo que el efecto sustitucion sobre el bien x5 es de 24 —In2+424 = —In 2.

Para encontrar el efecto ingreso, basta preguntarse: jcuanto cambié el consumo inicial de los bienes 1 y
9 versus el consumo compensado? En el caso del bien x; el consumo inicial era de 2 unidades, y el consumo
equivalente fue de 2, as{ 2—2 = 0. En el caso del bien x5, el consumo inicial era de 24, mientras que el consumo
equivalente final fue de In 2 + 24, por lo que el efecto sustitucion sobre el bien x5 es de In2 424 — 24 = In 2.

Ejercicio 29 [Tasas marginales de sustitucion/. Encuentre la tasa marginal de sustitucién para las siguientes
funciones de utilidad utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange.

w 271 + 329

w 431 + 629

= ari + bro

= 2,/T1 + 22
» Inx; + 22

w u(zy) + 22
LR RE 2

» zfab

(214 2)(z2+1)
s (21 +a)(ze + D)
w zf + :vg

FEjercicio 30 [Demandas marshallianas variadas]. Encuentre las funciones de demanda marshallianas para
las siguientes funciones de utilidad utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange.

» 221 + 329

n 411 + 629

= ary + bxo

" 2\/ﬁ—|— To
» Inx; + 22

w u(zy) + 22
LR AE )

. z§2b

» (z1+2)(v2 +1)
= (z1+a)(z2 +b)
= zf + a:lg’

Ejercicio 31 [Teoria del consumidor a pr'u,(—zb(. Pedro tiene preferencias sobre dos bienes: comida z y asistir
a los partidos de los Boston Celtics y. Sus preferencias estdan dadas por:

[

Ul,y) = iy

La comida tiene precio p, y un ticket a un partido cuesta p,. El ingreso de Pedro es m, y es elegible
para cupones de alimentos por un monto de f. Los cupones sélo pueden usarse para comida. Asumimos que
[ <3m.

5Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (3 Puntos) Escribe y grafica la restriccién presupuestaria de Pedro.

— La restriccién presupuestaria esta dada por:

Pyy =m sipgz < f
P +pyy=m+f sipx>f

2. (5 Puntos) Calcula la demanda de Pedro por comida y entradas, como funcién de los precios, ingreso
y valor de los cupones.

— Conjeturamos que x > pi porque las primeras unidades de comida son cubiertas por los cupones.
3 m+f 1 m+f
Xr= —- 5 y = — -
4 Pz 4 Py

Verificamos que efectivamente p,x > f:

pxng(m+f)>f <~ 3m > f

3. (5 Puntos) Grafica la curva de Engel para distintos valores de cupones, con p, = 1. Explica cémo
depende la curva del valor de los cupones.
— La demanda cuando p, = 1 es:

xz%(m—i—f)émz%x—f

[
0 h £,
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La curva de Engel es decreciente en f, porque cuanto mayor es el subsidio, menos ingreso se necesita
para alcanzar un determinado consumo de z.

4. (10 Puntos) Calcula la nueva demanda de Pedro después de un aumento en p,. Descompén el efecto
total en sustitucién e ingreso.

— Sean (z,y) v (2/,y') los consumos antes y después del cambio. Usamos que:

3 ©
MRS = =2 u(a,y) = u('y)
T py
Demanda éptima:
~ 3(m+f) ~m+f
dp, 4py

Inicialmente, p, = 1, py, = 1, y = 1, entonces:
u; = 2%yt = 900%/4(1)1/* = 653,85
(x,y) = (900,1), (2,y") = (450, 300)

Para hallar el punto compensado:

3
(;’) y'/* = 683,85 = 2 ~ 756,8, y =~ 504,6

Cambios:
Sustitucién: 900 — 756,8 = 143,2, Ingreso: 756,8 — 450 = 306,8

Y

(756,8, 504,6)

(900, 300)

5. (5 Puntos) Calcula el aumento en cupones requerido para que Pedro mantenga su utilidad tras el alza
de precios.

— El bienestar de Pedro se mantiene si puede consumir z’, 7’ a los nuevos precios:
Af =pua’ +pyy —m—f
6. (2 Puntos) Supén que en lugar de cupones, Pedro recibe un cheque de estimulo de tamaiio s. ;Cudl es

la nueva demanda?

— La nueva restricciéon presupuestaria es:

3(m +s) 1(m +s)

P +pyy=m+s=r=——, Yy=-——"

4py 4py

7. (5 Puntos) {Qué tamano debe tener el cheque de estimulo para que Pedro sea indiferente entre cupones
y el cheque?

— Como 3m > f, el tamano necesario del cheque debe ser s = f.
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Capitulo 6

Flasticidades

Definicion 10. Definase elasticidad como el cambio porcentual de una variable ante un cambio porcentual
de otra variable. Genéricamente, la elasticidad de x con respecto a y se define:

%Az Azy

Ty = YAy T Ay

Note que una elasticidad es pues, una razén de cambios: el cambio porcentual de x entre el cambio
porcentual de y. Sin embargo, suele suceder que las unidades en las que estd expresada la variable x, no son
las mismas unidades en que estd expresada la variable y, por lo cual, dicha razén de cambios es ponderada
por el reciproco de las variables.

Aprovechando que la elasticidad se puede entender como una razén de cambios, entonces puede replan-
tearse el concepto de la elasticidad en términos més favorables para el calculo diferencial. En particular,
recuerde que una derivada puede entenderse como la pendiente de una recta tangente a una funcién. Enton-
ces, en otras palabras, una derivada es una pendiente de algo. Y recuerde que la pendiente de una funcién es

la razén del cambio en la elevacién entre el cambio en desplazamiento, o sea, m = —, por lo cual, la razén

Az

de cambios de la elasticidad también se puede expresar mediante derivadas.

En particular, se quiere saber cuanto cambia una variable ante un cambio en otra variable y recordando
siempre la ponderacién que debe acompanar a esta expresion, puede entonces replantearse una elasticidad
de la siguiente forma:

_Oxy
Ne,y = @E
Es importante : segun esto, la expresién 7, , se puede entender como
la elasticidad de x con respecto a y. Esta definiciéon indica cuanto cambia x ante un cambio en y.
Mientras que 7, . indica la elasticidad de y con respecto a x y esta mas bien indica cuanto cambia y ante
un cambio en x.
Es decir, que el orden en la notacién indica un tipo de elasticidad concreto. Asi por ejemplo:

oz y
N,y :@E
oy x
Ny, :gg
Esto quiere decir que:
1:1<:>1:@g<:>1:n
Ny, %% Ny OYT  Nyo Y

Dependiendo de las variables que se empleen en la expresion anterior, asi se estard ante un tipo distinto
de elasticidad.

A continuacion, se presentar algunos de los tipos més comunes de elasticidades.

101
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6.1. Elasticidad precio (propio)
Definicion 11. Definase la elasticidad precio (propio) de una expresién z; como:

- 0x; DPx;

Tope = Ops; ;i
i

A partir de esta definicién, se suele hacer la siguiente categorizacién:

® Sing;p,, > 0 no se cumple la ley de la demanda — Bien Giffen

= Sifg,p,, <0 secumple laley de la demanda

Observe que la caracterizacién de la ley de la demanda resulta muy intuitiva estudiarla en términos de
la elasticidad. Observe que las funciones de demanda son graficadas con una pendiente negativa, lo cual

Una funcién de demanda genérica

10 —— Funcion de Demanda de x;

Precio de x;

0 2 4 6 8 10
Cantidad demandada de x;

simboliza la relacién negativa entre cantidad demandada y precio. Por eso es que si 7, .. < 0 se dice que se
1

cumple la ley de la demanda, porque entonces hay una relacién inversamente proporcional entre las variables,

en este caso, la cantidad demandada de z; y el precio de esa mercancia py,.

Esto quiere decir que:

= Sitp., = x; | esto quiere decir que si el precio de x; sube, disminuye la cantidad demandada de z;.

= Si| ps, T x; = esto quiere decir que si el precio de z; sube, disminuye la cantidad demandada de ;.

Ejemplo 10 [Elasticidad de la funcion de utilidad Cobb-Douglas con dos bienes]. Tome el caso de la funcién de
utilidad Cobb-Douglas u(z,y) = 2°y®. Esta funcién de utilidad genera las siguientes funciones de demanda
marshallianas:

am _ M
pa(a+B) "
ﬁm M

) py(a+ B) -V
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De manera que, si se quisiera obtener la elasticidad precio del bien x, se tendria que:

_0xM p,

e g
0 [ am ] D
_8pa: pe(a+ B) %

:B[ampxl]px(px(awLﬂ))
Ope | (a+P) am
_—omp;? pi(a+f)

(a+P) am
_—am_ pi(a+pf)
“p2(a+p)  am
I A G
YiloAB) e

=—1<0

Por lo tanto el bien x es un bien normal que cumple la ley de la demanda. Este razonamiento es andlogo
para el caso de y. Observe que la funcién de utilidad Cobb-Douglas genera funciones de demanda que cumplen
con la ley de la demanda. Esto quiere decir que para una funcién de utilidad tipo Cobb-Douglas, se generan
funciones de demanda marshallianas como las siguientes:

Precio

Funcion de demanda marshalliana de x

Funcién de demanda marshalliana de y

Cantidad

Esto no es més que el caso particular para n = 2 de la funcién de utilidad de Cobb-Douglas genérica en
n bienes. Note que:

a;m
j M

n )
Dj E (673
i=1

Asi:
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Nz pae; =

Por ejemplo, si una funcién de utilidad tipo Cobb-Douglas u(Z) = II}_; tuviera 6 bienes, sus funciones
de demanda se verian algo asi:

Funciones de demanda marshallianas para una utilidad Cobb-Douglas con 6 bienes

354 —— Funcion de demanda marshalliana de x:
—— Funcion de demanda marshalliana de x3
3.0 —— Funcién de demanda marshalliana de x3
—— Funcion de demanda marshalliana de xa
2.5 7 —— Funcion de demanda marshalliana de x5
—— Funcion de demanda marshalliana de xg
o 2.0 1
8
-
1.5 1
1.0 A
0.5
0.0
2 4 6 8 10 12 14
Cantidad

Ejercicio 32 [Elasticidad precio de una demanda inversal. Obtenga la elasticidad precio de la siguiente
funcién inversa de demanda:

1
Pd - —§Qd + 30

Recuerde que la elasticidad precio se obtiene aplicando la derivada parcial de la funcién directa con
respecto al precio y luego multiplicando por el reciproco. De esta forma, se procede a despejar la cantidad
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de la funcién inversa para asi obtener la funcién de demanda directa:

1
szfiQdJr?)O

@Pd—SOZ—%
< 2P; — 60 =—Qq

& —2P; 4+ 60 =Qq

Al tener la funciéon de demanda directa, se puede proceder a aplicar la derivada para ver la razén de
cambio:

ney =207
T 0Opgq
0 P
:a—p [—2p + 60] - 35160
p
Y —2p+60
__ 2
- —2p+60

Ejercicio 33 [Elasticidad precio de una oferta inversal. Obtenga la elasticidad precio de la siguiente funcién
inversa de oferta:

P, = 30Q5
Recuerde que la elasticidad precio se obtiene aplicando la derivada parcial de la funcién directa con

respecto al precio y luego multiplicando por el reciproco. De esta forma, se procede a despejar la cantidad
de la funcién inversa para asi obtener la funcién de demanda directa:

P ZSOQS
P,

& = =
30 @

Al tener la funcién de oferta directa, se puede proceder a aplicar la derivada para ver la razén de cambio:

po, =20P
q,p (9p q
_9 [2]-2
dp 130! &
_1 3
30 p
Ejercicio 34 [El mercado de los cigarros y su elasticidad]. Suponga que, en el mercado de cigarros, se tiene
una demanda inversa de cigarros dada por PP = —QP + 30 y una oferta inversa de P° = %QO + 10. Dado

este escenario, el Gobierno considera que el consumo de cigarros, por parte de los fumadores, genera serias
afectaciones en la salud de las otras personas.

= Calcule el valor de la elasticidad precio, tanto para la oferta como para la demanda, en el punto de
equilibrio.

Recuerde que la elasticidad precio de una funcién se encuentra de la siguiente forma:

_dap

T = By g

Por lo tanto, para el caso concreto, las funciones de oferta y demanda directas serian las siguientes:
p? =—¢” +30
& qD =30 — pD
1
p° zzqo + 10

& 4p9 — 40 =¢°
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Y de esta manera se puede proceder a encontrar las elasticidades precio. Para la demanda:
9qp
dpq
0
=—[30 —
ap[ Pl

Ng,p =

p
30—p

p
30—p
—-p
30—p

En el caso de la oferta:
_Oap
dpq
0
== [4p— 40
ap[p ]
4. b
4p — 40

__ W
dp — 40

Nq,p

p
4p — 40

Note que al tener una ecuacién de oferta y una de demanda, se puede encontrar el equilibrio del
mercado simplemente igualando ambas ecuaciones. Esto permitird encontrar un precio y cantidad de
equilibrio, los cuales se pueden evaluar en las funciones de elasticidades hayadas.

De esta manera, en el equilibrio:
PO :PD o QO _ QS

1
& —-q+10=—-q¢q+30

4
1
<:>Zq+q=30—10
4
o 112 o
4
< 5g =80
& q=16

Y asi, el precio de equilibrio seria:
1
PO:MQO+IW¢PO:ZG®+1W¢PO:14
PP =—QP +30=Q%=—(16) +30 = PP = 14

Ahora, con la cantidad y precio de equilibrio, se pueden evaluar estos valores en las funciones de
elasticidad antes encontradas. Primero, para la demanda:

4
TNg,p “30—p
—14
Ty T30 14
-7
< Ng.p =g
Y luego, para la oferta:
__
Tor =4y 40
4(14)

< Map =3(12) — 40

< MNg,p =3
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Ejercicio 35 [Equilibrio de mercado y (alfl,s'ti(:vldtz,d(aﬂ/. Considere un mercado donde se tienen las siguientes
ecuaciones de demanda y oferta:

Q4 =30 — Py
Q. =4P, — 40

a) Grafique el mercado.
— Estas corresponden a las curvas normales. Note, ademas, la relacién entre cantidad demandada y
precio, y la relacién positiva entre cantidad ofrecida y precio. Calculamos las curvas inversas, necesarias
para trazar las curvas en una grafica con la cantidad en el eje xy el precio en el eje y

Py =30—-Qq
Ps:%+10

—40

b) Encuentre el equilibrio del mercado.
— Se puede encontrar el equilibrio igualando tanto las curvas normales como las inversas. Se eliminan
los subindices ya que las cantidades y precio de equilibrio son las mismas para la demanda y oferta por
definicién de equilibrio.

30—Q:%+10
5Q

20 =22

= 4

= Q*=16,P* =14

¢) Calcule la elasticidad precio de la demanda y la elasticidad precio de la oferta.

— Recuerde la férmula de elasticidad precio: £ = % . g =Q'(p) - g

Para calcular la derivada es necesario utilizar la curva normal, y el precio y cantidad donde se evalia
la elasticidad es légicamente el equilibrio.

e Elasticidad precio de la demanda:

Qa=30—Fy
Q=1

14
EP = 1. 5= 087

= |€P] = 0,875

1Ejercicio tomado de ACCG
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Note que, por lo tanto, es ineldstica.

e Elasticidad precio de la ofertas:

Qs = 4P, — 40
Q=4

14
S S
€% =4 1-=35=1

Note que, por lo tanto, es elastica.
Ejercicio 36 [Comparacion de (%la,,s‘t’/f(:idad(%ﬂ/, Usando estas dos demandas inversas P; y P», conteste los

siguientes enunciados:

P =2-5@

a) Obtenga la funcién de elasticidad de cada curva.

— Se obtiene primero la demanda directa y se emplea la siguiente férmula:
._9QP
0P Q

Nota: Se busca la demanda directa dado que se quiere obtener la derivada de Q con respecto a P (como
cambia la cantidad demandada ante un cambio en el precio)

2 P
“=5-%

1
sz@

Se obtienen las derivadas respectivas

9 _ —1
oP 5
9@y _ 2
oP, Pj

Sustituyendo en la ecuacién de elasticidad precio-demanda tanto la derivada encontrada como la fun-
cién de demanda,

00, Py
0P @
-1 P
=
—p
2—P

Definiendo la elasticidad como ||,

el =55

2Ejercicio tomado de ACCG
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Se hace el mismo procedimiento para la otra demanda,

- 0@ P
, = 222

0P Q2
—2 P,
P P%?
-2

Definiendo la elasticidad como [e],

|ea| = 2

b) Para todos los rangos de precios, compare las elasticidades de estas dos curvas de demanda e indique
cudl es mas eldstica.

_>

Se busca el precio al cual dichas elasticidades se igualan:

le1] = lea]
P
T _9
2—P
P=4-2P
3P =4
4
p==
3

Note por lo tanto que si P < %, entonces |e1| < |e2| y por lo tanto la segunda demanda es més eldstica.

Si, por el contrario, 2 > P > 3, entonces |e1| > |e2] y por lo tanto la primera demanda es més elastica.
A un precio mayor que 2 la primera demanda no existe.

Gréaficamente:
. Demandas Inversas
—_— P1=2-501
P,y =

-

2.0

1.5

Precio (P)

1.0

0.5

0.0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Cantidad (Q)

Demandas del ejercicio
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6.2. FElasticidad precio cruzado

Definicion 12. Definase la elasticidad precio cruzado de una expresién x; con respecto al precio de x; como:

_ 0x; Px;
Opz; Pj

7717;-,171].

A partir de esta definicion, se suele hacer la siguiente caracterizacion:

= Si 7y, p, <0 entonces los bienes i y j son complementos perfectos .
Esto quiere decir que si 1 p; = x; | y si por el contrario | p; = x; 1. En otras palabras: existe una
relacion inversa entre la cantidad demandada del bien i y el precio del bien j.

= Si 7y, p, > 0 entonces los bienes i y j son sustitutos perfectos .
Esto quiere decir que si 1 p; = x; Ty si | p; | z; 7. En otras palabras: existe una relacién directa

entre la cantidad demandada del bien i y el precio del bien j.

Ejemplo 11 [Elasticidades precio de una funcion de utilidad Cobb-Douglas]. Tome el caso de la funcién
de utilidad de complementos perfectos u(x,y) = min{z,y}. Esta funcién de utilidad genera las siguientes
funciones de demanda marshallianas:

m
M=
Pe + 52Py
m
M =
Py + o, P
De manera que, si se quisiera obtener la elasticidad precio del bien x, se tendria que:
_81:M by
Nz,p, = 8py oM
:i m 1 Dy
(e 29 m
Opy | P T oy Py Pt oipy

_0
pr_

1
Qg -1 py (Pm + %zpy)
Py

Qy m

y Qy ya

-1
)2 Olz] Py (pzzz + %py)

o
= - [ﬂf <pa: + —Dpy
(07
Qy -3 Qy
(e in) 3
6.3. FElasticidad ingreso

Definicion 13. Definase la elasticidad ingreso de una expresion z; como:
ox;m
om x;

77:m7m

A partir de esta definicidn, se suele hacer la siguiente caracterizacién:

= Siny,;.m < 0 entonces el bien i es un bien inferior .
Esto quiere decir que si T m = x; | y si por el contrario | m = z; 7. En otras palabras: existe una
relacion inversa entre la cantidad demandada del bien i y el ingreso.

= Si 7y,,m > 0 entonces el bien i es un bien normal .
Esto quiere decir que si T m = x; Ty si | mx; 1. En otras palabras: existe una relacion directa

entre la cantidad demandada del bien i y el precio del bien j.

Se suelen mencionar como ejemplos de bienes inferiores, el transporte publico. A medida que las personas
disponen de un mayor ingreso, es comin que opten por tener su propio vehiculo personal.
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6.4. FElasticidad de sustitucion

Definicion 1/. Definase la elasticidad sustitucién de una expresiéon x; como:

_ Ozipk
Nai pr 5}% 25

A partir de esta definicidn, se suele hacer la siguiente caracterizacién:

= Si Ny, pe <0 x; ¥y Tp son bienes complementarios

Esto quiere decir que si 1 pr =| xk

= S5i7ny,p, > 023 ¥ T3 son bienes sustitutos

Esto quiere decir que si | pr =T o

Observe que la elasticidad de sustitucién plantea una especie de comparacién entre dos bienes distintos entre
si: ; y x. Observe que una elasticidad de sustitucién n,, ,, negativa quiere decir que existe una relaciéon
inversa entre la cantidad demandada de z; y el precio del bien xj, es decir, pi. Por lo tanto, intuitivamente,
se puede ver que en el caso de los bienes complementarios, al haber un cambio en el precio de uno de los
bienes, se debe ajustar en la misma direccién la cantidad empleada de los otros bienes.

Caso contrario pasa con los bienes sustitutos: al ser bienes que se pueden reemplazar unos con otros, si
uno cambia de precio se puede ajustar el consumo del otro bien pero en la direccién opuesta.

Piense por ejemplo en un caso algo extremo: si bajaran de precio los zapatos izquierdos, las
personas no comprarian mas zapatos izquierdos, porque requieren zapatos izquierdos y derechos en la misma
proporcién 1:1.

Pero, si subieran de precio los dulces de caramelo, existen muchos otros dulces que pueden sustituir a
ese tipo particular de caramelos, y se podria bajar el consumo de los bienes de caramelo por otros que lo
puedan sustituir.

La intuicién esta en recordar que los bienes complementarios se emplean o consumen en proporciones
fijas, por lo cual los bienes se complementan entre si, y no sirve alterar las proporciones en que se consumen
estos. En cambio, en los bienes sustitutos, estos son facilmente intercambiables unos por otros.

6.5. FEcuacion de Slutsky

La ecuacion de Slutsky es un abordaje algebraico al problema de separacién e identificacién de los efectos
ingreso y sustitucién. Para conocer este abordaje algebraico sera til haber aprendido sobre las demandas
marshallianas y hicksianas y sus respectivas elasticidades.

En particular, es de utilidad recordar el concepto de la funcién de utilidad indirecta y la funcién de costo
minimo.

En primer lugar, con respecto a la funcién de utilidad indirecta se habia dicho que la utilidad podia ser
expresada en términos de los precios y el ingreso, lo cual se lograba mediante la funcién de utilidad indirecta.
Esta funcién de utilidad indirecta se alcanza al evaluar los niveles 6ptimos de las variables de decisién (los
niveles de consumo de cada mercancia) en la funcién objetivo, es decir, la funcién de utilidad.

Asi, recuerde que:

mix  u(X) (6.1)
T1,T2,...,Tn
sujeto a m > Zpi:ci (6.2)
i=1
(6.3)

Y con esto se obtenian las siguientes condiciones de primer orden y sus respectivas funciones de holgura
complementaria:
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oL

0=

ox1 —
e

81}2 -

oL
ox, —

oL

o —

<0=

<0=

ou(Z)
g <
0x1 P <0
ou()
—— —Ap2 <0
e P2 >
ou(Z)
—Ap, <
ox, Apn <0

n
—>O:>m—2pixi20

i=1
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8$1
ou() _
’ { Oy 2] -°
ou(#) _
T, [ . — )\pn] =0

A [m— zn:pixi] =0
i=1

Pero la funcién de utilidad indirecta se obtiene de evaluar los niveles éptimos de las variables de decisién
en la funcién objetivo, que es la funcién de utilidad, y de esta manera la funcién de utilidad indirecta es:

’xn) =v [x{v[(mvm7x§/[(mvmv7x%(m’m] :w(mvm

Por lo que entonces al derivar la funcién de utilidad indirecta con respecto a sus parametros de precios
(teorema de la envolvente) se tiene que:

u=v(x1,Ta,...

ov(p,m) 0L
pi  Opi

= —>\.’IJZ'

Mientras que si se vuelve a aplicar el mismo teorema pero ahora con respecto al parametro del ingreso m,
se tiene que:

dv(p,m) oL N
om  Om
Lo que es decir que:
o . ov(p,m)
u(p,m) _ dv(p,m) o
- om @—Axi—Aﬁx,——Aﬁxz—w

Ejemplo 12 [Cumplimiento de la ecuacion de Slutsky/. Considere la siguiente funcién de utilidad
n
u(X) =21 + Zlnxi
i=2

= Encuentre las funciones de demanda marshallianas

Se tiene el problema:

n n
mgmxu()?) =z + Zln T, s.a m> Zpﬂi
X i—2 i=1

Se debe verificar la posibilidad de que haya soluciones de esquina:

I ou(X)
x1—0 8{E1
ou(X) i 1

= 1m — =00
:D1~>0£L‘j

=liml=1
x1—0

11m
z1—0 8.’1}]

Es decir, que para el bien lineal x; se debe considerar la posibilidad de que haya una solucién de
esquina. Asi:
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e Solucién interna

Es el caso que entonces la restricciéon presupuestaria se cumple con igualdad.

De esta forma, en el equilibrio debe ser que:

TMSSy; =TMSM;

1
s Pi
oM =2
bj

Y evaluando en la restriccién presupuestaria:

e Solucién de esquina

En este caso, no se consumiria nada del bien lineal 1, es decir:

n
m=y_ pz;
=1

n
< m =pi1x; + ijxj

n
< m =p1T1 +Z;9J/

n
& m=pi1r1 + Zm

=2

Jj=2

Jj=2

(

p

1
8

S m=piz1+(n—1)p

& m—(n—1)p; =p171

m—(n—1)m

b1

_ .M
Ty

=0

)

113

Y para los bienes no lineales, se toman dos bienes cualesquiera j y k y en el 6ptimo debe ser el

Caso que:

TMSS;  =TMSM;

1

o _Dj
%k Pk
Tk _Pj
T pr
Tk :&I'j

Pk
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Y evaluando en la restriccién presupuestaria:

n
m:ijxj
Jj=1
n
@m:pbzgl/—i—ijxj
— J g
o Z“(pﬁ)

k=2
n
<> m = ijxj
k=2

& m=(n-1)p;z;

» Encuentre las funciones de demanda hicksianas

e Solucién interna
Considere la funcién de demanda marshalliana hallada anteriormente:

oM =B
pj

Y al evaluar esta funcién en la funcién de utilidad original:

u(X) =z1 + Zlnxi
i=2
T =u — Z Inz;
j=2
. D1
T =u — In(—
3 (3)

noe X[ ()]

n

T =u— Z [lnp: — Inp;]
j=2

n n
Ty =u — Zlnpl + Zlnpj
j=2 j=2

e =u—(n—1Inp +Zlnpj
j=2

e Solucién de esquina
Dado que es un caso de solucién de esquina, no se consumiria nada del bien lineal x1, es decir:

M _
z7 =0

Y al evaluar en la funcién de utilidad original:
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k=2
e - pjx
u(X) :ZIH( >
b2 Dk
7 & pjT;
u(X) =1In
O -nll (%7)

In (pjmj)n71

X)) —p \ k=2
-1
e Pi%)"
H Dk
k=2

k=2
1
n n—1
(eu | pk)
k=2 s
-
Dj
1
n n—1
][
k=2
& =)'

= Compruebe el cumplimiento de la ecuacién de Slutsky para el bien no lineal representativo

Observe que para el caso concreto, al tratarse de una funcion de utilidad cuasilineal, se sabe que no hay
efecto ingreso, y por lo tanto, verificar el cumplimiento de la ecuacién de Slutsky se reduce a verificar
la igualdad de las derivadas:

0
oxM :axfl _xMa;/%
op; om v /om

De esta manera, observe que para el caso de la solucién interna (es decir, sin considerar el caso de
solucién de esquina):
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Ejemplo 13 [Cobb-Douglas n-bienes]. Recuerde que tras evaluar la funcién de demanda marshalliana en
la funcién de utilidad original tipo Cobb-Douglas de n-bienes, se obtiene la siguiente funcién de utilidad

indirecta:
n

>

j=1
n Oéj

m aj
v=| I1(%)
1 Dj
> an =

k=1

Ahora, si se quiere verificar las igualdades anteriormente descritas, observe que entonces se llega a que:

Ejercicio 37 [Propiedades de teoria del ('ton,su'm,idorEl/. Considere un individuo que consume del bien 1 y del
bien 2; este individuo tiene una funcién de utilidad indirecta dada por:

™

b2
v (m7p1>p2) =In— +
pP1 P2

1. Obtenga la demanda del bien 1 y el bien 2 que maximiza la utilidad del individuo dado los precios y
el ingreso.

—

8V_1_—p2:li —Dp2

-1
Op1 _p2 P% D2 p% B P1

v 1
om  py
Xy = B2

b1
W_l.l_m_1<1_m>
Op2 _p2 P1 p% _p2 D2
v 1
om  py
xM="

P2

2. Obtenga la funcién de minimo gasto.

_ P m _
—>V_1n(73)+p7 1

u—ln<p2>+G1
b1 D2

G* =pou+pz —p2ln (pg)
D1

3. Obtenga la demanda del bien 1 y el bien 2 que minimiza el gasto del individuo dado los precios y un
nivel de utilidad.

_>

1
oG~ s 1
:u+1—ln(p2>—p2~p2-:u—i—l—ln(m)—l
Op2 b1 b1

o =u—1In <p2>
b1

3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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4. Considerando la ecuacién de Slutsky, obtenga el efecto total, efecto sustitucién y efecto ingreso de un
cambio en el precio del bien 2 sobre la demanda del bien 1.
8:1:{1 ox" ox7" leh

— 3P, — 9P, T om oz

th _ p2
x] ===
P1
ES:
ozt 1
= (bienes sustitutos)
0P, pi
E.L
ox7"

o = 0 = no hay efecto ingreso

BX{w _ 1

oP; T p1

5. Ayer el individuo tenia un ingreso de 100 y se enfrentaba a un precio del bien 1 igual al precio del bien
2 y este igual a 1 . Hoy, el individuo tiene un ingreso de 150 pero el precio del bien 1 aumento a 2 y el
precio del bien 2 disminuyé a 0.5 . (El individuo estd mejor, peor o igual? Justifique.

— Note que vg (m =100,p; =p2 =1) =99 < vy (m =150,p1 = 2,py = %) = 297,61
.. El individuo est4 mejor hoy.

6. Obtenga la funcién de utilidad en términos de los bienes, es decir, u (1, x2).

avzm(m>+m—1
b1

T z5
u(z1,z2) =Ilnxzy + a9

Considere la demanda del bien 2 (marshalliana y hicksiana) dada por:

m P2
e = — -1 a2l =u—-In=

D2 P1

La ecuacién de Slutsky es:

oxfl  0xd  oxd
Op>  Opo om "?

El término del lado izquierdo de la ecuacién corresponde al efecto sustitucién, corresponde al cambio
en zo por un cambio en los precios relativos de los bienes. El primer término del lado derecho de
la ecuacién corresponde al efecto total y el segundo término corresponde al efecto ingreso, que es el
cambio en la cantidad del bien x5 por un cambio en el poder adquisitivo o ingreso real.

oyt m
Op2 p3

Si nos interesa el cambio en x5 sélo por el efecto sustitucién entonces lo podemos obtener como:
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ozl 11 1 1

=5 =
Op2 1 P1 b2 b2
Y el cambio por efecto ingreso corresponde a:

83075% m_ 1 [u—lnpz]
P1

x
om "% py
Observe que la suma del efecto sustitucion con el efecto ingreso es el efecto total, este seria igual a:

ozt _Bxéwxg 1 1 {u—lnpﬂ
Op2 om D2 P2

Quedando asi,

oxf  Oxd! 1
SR {u—l—l—lnm] (1)
dp2  Om P2 p1
M
Observe que habfamos dicho que el efecto total es: 6[;)22 = 71%. Para que haya coincidencia en ambos
2

resultados se debe de dejar la ecuacién 1 en términos del ingreso por lo que se cambia la u por la
utilidad indirecta para que la expresiéon quede en términos de los precios y el ingreso. La utilidad
indirecta para este ejercicio correspondia a:

m_q

p
v (m7p17p2) = 111—2 +
p1 P2

Asi, la ecuacion quedaria igual a:

ozl ozl 1

&_ T2 gz_i ln&+@_1+1_]np72

Op2  Om p2 Ll p1 P2 P

ozt B 8x§4xH:_@

apg aom 2 %
Este tltimo resultado del efecto total es equivalente al resultado obtenido cuando se calculé de la forma
6:631
Opa *

Ejercicio 38 [Propiedades de teoria del (tonsu'm,idel/. Considere un individuo que consume del bien 1 y del
bien 2; este individuo tiene una funciéon de gasto minimo dada por:

p
G (U, p1,p2) = upy —
(,p1,p2) 1 1ps
Obtenga la demanda del bien 1 y el bien 2 que minimiza el gasto del individuo dado los precios y un

nivel de utilidad.

Obtenga la funcién que indique el nivel maximo de utilidad que el individuo puede alcanzar dado su
ingreso y los precios de mercado.

Obtenga la demanda del bien 1 y el bien 2 que maximiza la utilidad del individuo dado los precios y
el ingreso.

Considerando la ecuacion de Slutsky, obtenga el efecto total, efecto sustitucién y efecto ingreso de un
cambio en el precio del bien 1 sobre la demanda del bien 2.

4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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5. Ayer el individuo tenia un ingreso de 5 colones y se enfrentaba a un precio del bien 1 igual al precio
del bien 2 y este igual a 1 . Hoy, el individuo tiene un ingreso de 7 pero el precio del bien 1 aumento a
2 y el precio del bien 2 disminuyé a 0.5 . ;El individuo estd mejor, peor o igual? Justifique.

6. Obtenga la funcién de utilidad en términos de los bienes; es decir, u (21, 22).

Solucién:
2
_ _ b1
G* (u,p1,p2) = Up1 — —
( ) 4py
00*
Op1 2po
mm _ 00" _ i
2 op2  4p3
m = uvp; — ﬁ
4p2
_m ., ph
p1 4p2
m _ 1
xiﬂii@izﬂ% 4p2 M P11
=0 =8 =
871:)1 L P1 4py

ozl oxr  Oxy OG*

pr  Op1 | Om Ops

ES

89551 D
op1 B Tp%
ozy' _ m
Op1 B Tp%
ox

om 0

vo(m=>5p=p2=1)=525>v1 (m="7,p1 =2,p0=0,5) =4,5

.. El individuo estaba mejor ayer.

m
pom, P
p1 Ap2
m D1 P1 b1
V=—=——4+-—4 —
p1 4p2  4p2  4ps
X1
m P1 P
syv=2_D,h
p1 4p2  2po
X, 1

U(X1,X2) = X, + X3

Otra forma de hacer el inciso 6:

g Pt _m
243 TN Apo

Despejo pz en 23 y py en 2} (o0 en este caso m en XM porque pi est4 dificil).
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Inyecto ambas ecuaciones en v, cambio v por w y simplifico al méximo.

_m_  p
p1 4pe
( o3
P11+ m) p1 pi 1 1
_ — H T2
u 1 +4p711 x1+4p2+2$2

2w2§
Ejercicio 39 [Propiedades de teoria del (1071,571,777,7}(10. La funcién de utilidad indirecta de un individuo es la

siguiente:

m (p1 + p2)

v (plap2am) =K
p1p2

Donde p; es el precio del bien i,m es su ingreso y x > 0.

1. Obtenga las demandas ordinarias para cada uno de los bienes.

2. Obtenga la funcién de minimo gasto.

3. Obtenga las demandas compensadas para cada uno de los bienes.

4. Determine el efecto total, ingreso y sustituciéon de un cambio en p; en la cantidad del bien 1.

Solucién

+ K K
V(pl,pQ,m):K'm(pl p2): m+ m

P1p2 b2 P
G*
w=K (p1 +p2)
P1p2
upi1p2
G'= —"=
K (p1 +p2)
M +(Km) Kmps mps
Xl = pu— =

K(p1+p2) pip2 p1(p1+p2)
M _ Pt p2)

> (p1 +p2)
9G* _ upa K (p +p2) — up1p2 K
Ip1 K2 (py +p2)?
0G* _ upaK (p1 +p2) — up1p2 K
I K2 (py +P2)2
2
X1H _ ups .
K (p1 +p2)
2
up
X=—"1
K (p1 + p2)
2 2
* ups upy
G =p D2
k (p1 +p2)2 k (p1 +p2)2
up1p2
G'=—"""5(p2+p1)
k (p1 +p2)2

5Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Ecuacién Slutsky

o (py, . pp,u) =2 (p1, . Py GF (D1, - oy )
ozl ox  Oa OG*

dpr  Opr | Om  Op

ozt oz Oz

= . xXH
opr  opr | om
~——
E.S E.T E.I
Efecto directo
Efecto en 1 de un AP,
XM — mp2 /\ XII—I — 'U/p% 3
p1(p1+p2) k (p1 + p2)
—mp
ET = 2722 (2p1 + p2)
pi (p1+ p2)
2
ES=—12
k (p1 + p2)
Bl — D2 UP%

D1 (pl +p2) k(pl +p2)2

Ejercicio 40 [Propiedades de teoria del (:0715'(1,71'177(1(). Considere la siguiente funciéon de utilidad indirecta
que presenta un individuo

min _
v(plv'“ 7pn7m) = [ﬁ] sz !

1. Obtenga las demandas ordinarias para cada uno de los bienes.
2. Obtenga la funcién de minimo gasto.
3. Obtenga las demandas compensadas para cada uno de los bienes.

4. Determine el efecto total, ingreso y sustitucién de un cambio en el precio del bien k en la cantidad del
bien j.

Solucién:

6Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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=1
n
G* —un"Hpi
i=1
n n
1
G* = nunr [Hm}
i=1
1
oGx 4 1 I
=T = —p nun pl
) I
1
n n
11
o)
i=1

Ecuacién Slutsky

1

31,771 1 . n n
J H_+ -1.-1 1 _
8m'xk_gpj D u ||Pz

6.6. Agregacion de Engel

6.7. Agregacion de Cournot

Ejercicio 41 [Cumplimiento de la agregacion de Cournot]. Considere la siguiente funcién de utilidad tipo
Cobb-Douglas

donde
zn: (67 =1
i=1

» Encuentre la funcion de demanda marshalliana

Se tiene el problema
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n
maxu = fo“ s.a m> E DiT;
‘ i=1

n
7 . [e7) [e%]
mixu = | Ixi‘ x;l osa m> g Di%;

Y en el 6ptimo debe cumplirse que:

2
D

Pj
D

pj

Pk
_ bj ok
ok

Y evaluando en la restriccién presupuestaria:

n
m=3pirs
akazj)
S m= Dk
> (B
pj Oékxj)
m = %<
Z o
DjagZ
m = —_—
> e
k=1
L
=— a
S
k=1

ajm
n
pj (673
=1
1
aim _ M
= xj
pj

= Encuentre la funcion de demanda hicksiana

Partiendo de la funcion de demanda marshalliana y evaluando en la funcién de utilidad original, se
tiene que:



124 CAPITULO 6. ELASTICIDADES

n
. (65}
u=||j
=1
n (o5}
ajm
u=]]
=1\ P

Y por otro lado:

Y por el lema de Shephard:

R
uyl
[y

e

~
/
3|8
N ~——
o
. “l‘
AN
i R
A/~ /—‘E
8

Il

8

<o

I
N———
=

]

= Verifique el cumplimiento de la agregacién de Cournot

Ejercicio 42 [Estdtica comparativa de la teoria del (:(m,su,’rni(](). La funcién de utilidad de un individuo esta
en funcién de n bienes segun la siguiente ecuacion:

U(xl,m27~~,mn):leern(:cifl) , Vz; >0 , j=1,---,n
i=2

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas de todos los bienes.

— Se tiene que:

"Ejercicio tomado de Casasola (2024)



6.7. AGREGACION DE COURNOT 125

Pl 1 Pl m,n Pl
TMSjj=— = ——=—=2""="> 41
J Pj 11 Pj mj Pj+
ZTj—

n
m=piz1 + (n—1)p + ij
j=2
m

1 n
2f=—-(n—-1)— = ;
1 P, ( ) Plzzpj
j=
e in(3)
j=2

i =u—(n—1)Inp; +Zlnpj
j=2

2. Determine cémo se distribuye el efecto ingreso y efecto sustitucion entre el efecto total de un cambio
en el precio del bien 1 sobre ambos tipos de bienes.

— Observe que:

XH(B u) = xM (13, G*(a,ﬁ))
X ax | ax}M oG

Op1 op om Oy
oxt  —(n—1)

p1 B P1
~——

E.S

oxM  —m 1 < 1 (m 1
Op1 p% p%; ! D1 b1 b1 722:2 !

E.T

oxM H 1 H
xXH_ — . x
om J D1 !

Observe que

= - p
dp1 Oy p1 pi\p p
—~ =
ES ET
@y _ Oy i@_(_l)_inp)_iml_axl H
Ip1 op P1 M L ’ b1 om
E-1
z1
—1 -1
E-1 m 1« L EBS T L 1 o
=z | ——— > p === ==
E-T L p1iD ! E.-T PP ’
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Cruzada:

E-1 E-S _
ET =0 A ﬁ_l

CAPITULO 6. ELASTICIDADES

P

X = E+1
XH 0Xm 09X 06t
ap p | Om  Op
1oL
\?{ \zj; P,

3. Demuestre que se cumple la Agrecién de Cournot y la Agregacién de Engel.

— A continuacién se demuestra el cumplimiento de:

= Agregacién Engel

= Agregacién Cournot
Para pi

Para p;

m =piz1(P,m) + Y pja;(P,m)

=2
om 0z " ox;
am P Bm ]z:; 7 Om

1 n
l=pi-—+Y p;j-0

o1 =

m = pra1(P,m) + ijmj(ﬁ, m)
j=2

om ox;
=0= 7 77
3171 T +p1 + E Py

m 1« i 1
il b DN D D -
P1 plj:2 = p;

o=m1—<@—izpj—<n—1>>

P1 P

n

m = piz1(P,m) + p;z;(P,m) + Zpkxk(ﬁ m)

k=2
k#]
om 0x1 Oxy,
S =P 5— Tz + Dk =—
Op; Opj Z Opj
k#]
-1
=p1-— +x;— +Zpk 0
b1
k#z
0= .Z'j -1 - pfl
pj
————
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Ejercicio 43 [Estdtica comparativa de la teoria del (f(m.s“u,midmﬂ/. Considere las preferencias por los bienes
xz; de un consumidor que tiene una restriccion presupuestaria.

n
U(I‘]_,.’L‘Q,"' 7xn) = Hxi
=1

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

— Se tiene que:

n
i=1

P; z, P P;
TMS., — -3 — %k _ 45 5,
Sk P = Z P = T P z;

i = m

7 J TlPJ
k=1

m

z;(m, P) = WP
J

2. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

— Y para minimizar el gasto:

1

1 n n

un [Ty Py
P;

Tj =

1 n 1
T | N X
xj(uvp) :#

J

3. Encuentre la elasticidad de sustitucion.

— Se encuentra que:

so(%) o(%) s on

©= AJTMS, ~ oTMS (&) " 9mTMS
TMSjk - Y]

X,
IMTMS;, =In=k =g =1
X;

o mide el grado de sustituibilidad entre bienes.

Observe que para la Cobb-Douglas § € RTporque pertenece a la familia CES.

4. Demuestre que la demanda marshalliana es homogénea de grado cero en precios e ingreso.

— Si es homogénea de grado 0 en m A P

-, m
X; P) =
i(m, P) nP;
_ m m m
X;(Am,AP) = =— =z

8Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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5. Demuestre que la demanda hicksiana es homogénea de grado cero en precios.

— Si es homogénea de grado 0 en P

= z;(u, \P) =Xz, (, P)

1 n i 1 n 1 1
X, (U /\]5') :U" [Ty (AP)™ _ Un [z  An P _ AUR [T, P _
I AP AP A P; Pj

6. Muestre que se cumple la simetria de Hicks.

1 1
" n n
un JTi—y Py

— Se sabe que: x; = -+
J
1 1 n 1
x,:U" P [ B /\xi:“”'Pj s B4
Ox; 1 unw o 1 dx;  Luw P_
L =—.p! Pr A - = Py
8PZ n v Pj ]];[1 k 6Pj H

7. Dada la ecuacién de Slutsky, obtenga el efecto ingreso y el efecto sustitucién propia como proporcién
del efecto total.

-
(m, P 7P “”Hm Rl 1 -1 1

s g g ST )m s =gy
op, = o, T om i ! ! ’
1 1
—a<*+J
E;S ;1 1771—1
ET n n
Bl _ -1 (1_E5): _<1_1>:1
ET n ET n n

%
1. 1
a?J(m7 )—nrg A xj(U, ):unH}k;lPk
J J
—1 P H _ (1 1 P
M5 = By Tiy ”jj*(g—l)ﬁ‘%' r
H __
Ny = —1 ni=(;-1)
H pno=-m . L
_  m PIXz Jm np; Tj
L=+ =0 i =17
” Ty = im
;L
(F-1)=-1+-2
m
1 P; m 1
Iol=—14 =14

9. Determine la veracidad de la siguiente proposicién y justifique su respusta: Se puede afirmar que la
demanda hicksiana por el bien i es més elastica que la demanda marshalliana por el bien i.

— Note que los bienes son bienes ordinarios porque n;; < 0.
Observe que 1, > 0Vi por lo que el bien ¢ es un bien normal por lo que

P,
7]5 — nf\f + #mm |77“| < ’nlﬂ dado que n”,n“ < 0.

e S——
+
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Por lo tanto, la proposicion es falsa.
Por ejemplo, suponga %nim =1An;=-5
Eso implicarfa que nfl = —4 por lo que nf! es més ineldstica. (recuerde que para comparar elasticidades

se toma el valor absoluto |nf?| > nfl).

10. Muestre que se cumple la agregaciéon de Engel.

— Vea que:

- m
j=1
n n
Pix Pl P1 1
I = J7) ] = . —=p.- =1
; m —m n-wv " n

11. Muestre que se cumple la agregacién de Cournot.

— Observe que:

= m
(m.P) = ——
x](m’ ) nPj
m = Pjx; + ZPixi
i#j
om O0x; ” 20
—=0=x,;+Pj- — P —
ap, it B gp t 2T g

i#]
-1
J

Ejercicio 44 [Estdtica comparativa de la teoria del (:()71,.5"{1,"1,7'(]0'@/. Considere las preferencias por los bienes
z; de un consumidor que tiene una restriccion presupuestaria.

n
U(xlny?”' 73;77,) = Zlnxz
i=1

1. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que maximicen la utilidad dado el nivel de
ingreso del individuo y precios de mercado.

— Las funciones son:

TMS;, =2 =2k =24
J zlk Zj Pk
" m

m:ZPkmk:hrk*—
= nPk
~ [Pz,

u = ;ln { P }

2. Encuentre las demandas para cada uno de los bienes tal que minimicen el gasto dado el nivel de utilidad
que el individuo desea alcanzar y los precios de mercado.

— Las funciones de demanda son:

9Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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u=nlnP;+nlnz; —ZlnPk
k=1

1 n
nz;=— —InPj+-> WP
n n

k=1
en - e% iy In Py
T =
7 eln Pj

3. Calcule la descomposicién de Slutsky (en términos de elasticidades propias).

H
Piz;
H m 77
27 JJ m Jm
m
€Xr, — ——
J
nPj
i = p i T T
J Ty
njm:].
Pz
=>n§§=—1+ J7J
m

i = Njp =+ jm
P X
H k<Nk
=0
Jk + m
P. X
H k< k
n, p—
ik m

m
€T = —_—
k TLPk
n
Pkl'
1:2 T
Jj=1
Ox; m 1 m
Nim = — = T =

6. Muestre que se cumple la agregacién de Cournot. Ademas, interpréte este resultado.
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0 0x;
0=u;+F- xJJFZ .

vfm
xli?’lpi
8337;:0
OP;

= — .
or;  p;

X;

0=X;+P;-— =0

+ P;

Ejercicio 45 [Estatica comparativa de la teoria del (:onsumidom. La funcién de utilidad de un individuo
estd en funcion de n bienes segun la siguiente ecuacion:

U (x1,22,...

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas para todos los bienes.

—

qu o

TMS = =

TR o
ity Ilim 5 _ b QgP;

uMk

1 n
apr [T 2l pe @

= —=  (cond opt.)
Q5 Pk

Al inyectar la condicién de optimalidad en la restriccién presupuestaria se obtiene la demanda marsha-

lliana:

n
ARPiT;
=) — o=
~

ajm

J
k=1 J Pj D k=1 %

Al inyectar la condicién de optimalidad en la funcién de utilidad se obtiene la demanda hicksiana

Qi Pk

ﬁ (Oékpy

)

Yo

n > @
pjxj>zklak n (ak)ak, ajuzaak Hk 1 (P ) k=1 %%
—_ Il — => T, =

J

]

Pk Pj

2. Demuestre que se cumple la agregacion de Engel y la Agregacién de Cournot.

— A continuacién se demuestra el cumplimiento de :

= Agregacién Engel

Ij:
Oz;
om

N |
L=2 iyt =
]:

n

Z Oz (m p17~-~ s Pn)
]

ajm
m
Pj D pet Ok
o 1
o = j
Pj Zk:1 &9 m

1 < 1
EONIEE
j=1

0Fjercicio tomado de Casasola (2024)
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En elasticidades seria:

I] mpl?"'apn) . m'

DT,
5% n

ym

p Y
-

oy = 0%, M _ Olna;
T Om xj_ﬁlnm

"piri 1 1
=1= Rt A = — .m=1

= Agregacién Cournot

m=p1Z1+...+pjTj+ ... +PnTn

83:,»
—:O:pi$+...+xj+pj$+...+pn$
J J

Op; j
n
&ri
n
ox;
0=ux; + - D;
’ ;5%‘ L
or " Ox
O=zj+52-pj+) 7P
J apj J ;apj !
a;m
X,
R o
Cuando i # j : gif?:O
J
. . Oz a;m —
Cuandoz:jza—pj: pZi"lakipJ x;

Entonces:

n /
Zj oz;
7]
O=zj+—-x;-p; =0
J »; j P
En elasticidades seria:
ox;
= 0=z, +
Zapj
P " O, DT
S P i, PiTi
Tm zz;ﬁpjpl mx;
T;
:>0—xjpj +sz S
=1

i, Pit piti
Wwfi+;ﬂm+2f#Ww
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;M
Xi=5—=n—
Pi} gy ak
Note que:
Inz; =lna; +Inm —Inp; — In (Zai>
i=1
Olnz;
’]’Li»: =
7 dlnp;
Olnz;
P - _
77 dlnp,
Asi,
0=a;- 24 0% -9

m m

Ejercicio 46 [Estdtica comparativa de la teoria del (1071,5’11,77171(]0@‘ La funcién de utilidad de un individuo
estd en funcién de n bienes segun la siguiente ecuacion:

U(x1,22,...,2n) :H(xi—ai)

i=1

1. Encuentre las demandas marshallianas y hicksianas para todos los bienes.

_>

[z (@i —w) 2 —ay

S B e e pe )

m =" [p; (x; — a;) + cpr]
k=1

m = nPjr; —npjo; + Zakpk

k
g = MNP = 2k kDl
J npg
U= 112 - )
ke LDk
n ) n 1
U =pj(z; —a;)" ppt= U HP;Z =pj (z; — ;)
k=1 k=1
2 = k=1l o,
Dy

2. Demuestre que se cumple la agregacion de Engel y la Agregacién de Cournot.

HEjercicio tomado de Casasola (2024)
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H
m i0;
m_m o pif 0,
np; np;
g M by Y opibi Lo,
np; np; np;
. 9z™
1= L
ij om
Jj=1
oz* 1
om  np;
B
= 2 V2 np; A
Jj=1 7j=1
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n

O0x;
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ox;
(‘3pj
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np; npP; + n
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DjY i=1 i=1

==L = +0; + n-l
- ng; np;j ! nP; n
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n n

=140, —¢;+-0;,=0
0 — b5+ ~0;
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Capitulo 7

Comportamiento competitivo del
productor

Las empresas estdn caracterizadas por tener a su disposicion tecnologias de produccion exdégenamente
definidas que les permite convertir insumos (input) en productos (output). En particular, las personas pro-
ductoras competitivas se caracterizan por considerar que los precios que pagan por los insumos asi como los
precios que reciben por sus productos, estan dados, y a partir de alli, toma una decisién sobre cual plan de
produccién adoptar ( una combinacién que tecnolégicamente de insumos que para producir una determinada
cantidad de productos que sea asequible) para asi{ maximizar beneficios. Es decir, que a diferencia de la teoria
del consumidor, donde se asumia que la utilidad del agente dependia de elementos meramente subjetivos
como los gustos y preferencias, en la produccién se parte de un objetivo muy particular.

Notese que se crea una especie de armonia tedrica entre el comportamiento del consumidor y el comporta-
miento de las empresas. El agente que tiene una cierta utilidad que desea maximizar sujeta a su restriccion
presupuestaria, tiene un cierto ingreso. Dicho ingreso debe provenir de algun lado. Si el agente es un consu-
midor, debe ser que debe tener un ingreso del cual disponer para su consumo, por lo que suponemos que es
a su vez un trabajador o inclusive un empresario.

Asi, dadas sus preferencias y gustos subjetivos, debera asegurarse el nivel de ingreso necesario para poder sa-
tisfacer dichos gustos. Por lo tanto, es de esperar que en su rol de empresario o trabajador querrd asegurarse
el mayor ingreso posible.

Ejemplo 14 [Una aplicacion de la teoria del consumidor]. Asi, suponga un agente que tiene una utilidad u
que depende de:

» Los bienes de consumo C
= El tiempo (de ocio)

Para empezar, suponga una economia de intercambio donde el agente puede intercambiar tiempo a cambio
de bienes de consumo. El "precio”de los bienes de consumo es 1 y una hora de trabajo vale w unidades de
consumo.

El agente dispone de un cierto tiempo (un dia, 24 horas, etc.) que puede ser distribuido entre ocio (1) o trabajo
(N®) que serfa el tiempo que intercambia al mercado. Por tanto, el agente tiene una restriccién” temporal,

que seria:
l+h=N?*

Lo cual senala que el tiempo del agente solamente se puede dedicar a trabajar o al ocio. Si el agente dedica
tiempo al ocio, no gana ningun ingreso, pero si trabaja, recibe wN?® unidades de consumo (porque el precio
del bien de consumo es 1 y no p. por ejemplo). Luego, si el agente es empresario, también recibirfa m unidades
de consumo porque son los beneficios (ingresos menos gastos) que genera la empresa.

Asi, la restriccién presupuestaria de este agente seria:

C=wN°’+n
Lo cual podria replantearse como:
C=wN°+m
sC=wh-)+mr
& C+wl=wh+pi

137
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Esta ultima reformulacién de la restriccion permite observar de manera explicita la igualdad entre ingresos

y gastos.
Por lo tanto, se tendria un problema como el siguiente:

méxu(e,l) st C=wh-10)+=

C?

Ahora, si se asume que las preferencias son racionales y que ademads es creciente tanto para el consumo como
para el ocio, es convexa y dos veces diferenciable, graficamente el problema se ve algo asi:

consumo, c

ocio, 1

Sin embargo, si bien es cierto que mateméticamente seria posible destinar todo el tiempo disponible A al ocio,
esto no es muy realista, puesto que nuestro agente no tendria ingreso alguno para sus bienes de consumo. Por
tanto, ademds de la restriccién presupuestaria, suele imponerse una restriccién temporal adicional, segun la
cual se limita el tiempo del ocio. Asi, el problema se replantea de la siguiente manera:

st {C—w(hl)Jrﬂ'

mz}xu(c,l) L<h

C7

Y la nueva restricciéon presupuestaria se veria asi:

consumo, ¢

alcanzable

h © ocio, |

Y el lagrangiano asociado al problema seria:
L=u(c,l) =A[C—wh—1)—7]+ uh—1)

Para el caso particular, no interesa estudiar los casos donde el consumo o el ocio sean iguales a cero (soluciones
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de esquina). Las condiciones de primer orden serfan:

UMg. — A =0
UMg — —p=0
C—wh-0)—-7=0
u=0

h—1>0

Y la condicién de holgura seria:

p(h—1)=0
A partir de aqui, se estudian los posibles casos.
Caso l: l=hAu=0

En este caso, dado que el tiempo total h es igual al ocio [, seria que el consumidor no trabaja. De esta
manera, graficamente se tendria lo siguiente:

consumo, c

ocio, 1

h

Notese que dado que p = 0 el precio sombra de la restricciéon con inequidad es nulo, por lo tanto, la restriccién
adicional no es vinculante para el consumidor, dado que, aunque no tuviera esa restriccién adicional, no
querria més ocio.

Caso 2: l=hAp>0
Al igual que el caso anterior, dado que el tiempo total h es igual al ocio [, seria que el consumidor no trabaja.
De esta manera, graficamente se tendria lo siguiente:

consumo, c

ocio, 1
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Entonces, ;cudl serfa la diferencia con respecto al caso anterior? — Note que ahora p > 0 por lo que el precio
sombra de la restriccién sobre el ocio es positiva, lo cual implica que dicha restriccién si es vinculante, y, de
no existir dicha imposicién, el agente querria tener mas ocio.

Caso 3: l<hApu=0
Al igual que el caso anterior, dado que el tiempo total h es igual al ocio [, seria que el consumidor no trabaja.
De esta manera, graficamente se tendria lo siguiente:

consumo, c

ocio, |

h

Finalmente, queda por considerar el caso de solucién interna, donde se consume antes de la restriccién
interpuesta sobre el ocio y donde el precio sombra sobre la restriccién con inequidad es igual a cero y por lo
tanto no es vinculante.

De esta manera, a partir de la teoria del consumidor, se ha logrado maximizar la oferta de trabajo del
individuo representativo. Este avance representa el punto de partida de los microfundamentos en la teoria
macroecondmica, sin embargo, de momento, lo que sigue ver es ahora el comportamiento de las empresas
productoras.

Dichas empresas pueden producir bienes y servicios, sin embargo, para hacer esto requieren de insumos
para poder producir (tales como el capital o el trabajo) y dichos insumos son convertidos en otros bienes o
servicios mediante una funcién de produccion.

A continuacién entonces se plantean algunos de los supuestos bdsicos para entender la teoria de la
produccién o teoria de la empresa.

1. Las empresas son tomadoras de precios. Este supuesto de la empresa competitiva aplica tanto a los
mercados de cada uno de los insumos que emplea en su proceso de produccién asi como para el mercado
de los productos que produce.

2. La tecnologia es dada exégenamente.

3. La empresa maximiza sus beneficios.



Capitulo 8

La funcion de produccion

La produccién es el proceso de transformar insumos (input) en producto o produccién (output). La
tecnologia actual determinar y predispone las posibilidades de producciéon en una economia mediante la
combinacion de insumos en productos. La manera mas convencional en que se suele representar dichas
restricciones tecnoldgicas es mediante un conjunto de produccion de la forma Y C R™, donde cada vector
y = (y1,Y2..-,Ym) € Y es un plan de produccién cuyos componentes o entradas representan las cantidades
de varios insumos y productos.

La tecnologia a disposicién de las empresas para producir se suele representar en términos de una funcién
de produccién. Cuando sélamente se produce un dnico producto o output, por medio de varios insumos o
input, la cantidad total producida suele representarse mediante y o por ¢, mientras que el vector de insumos
empleados seria X = (x1,x2,...,x,) donde cada z; representa la cantidad empleada del insumo z;. Debe
ser que el vector de insumos asi como la cantidad total producida, sean no negativos. Entonces: una funcién
de produccién es simplemente la descripcién para cada vector de insumos, la cantidad total de output que
puede ser producida.

8.1. Propiedades de la funcion de produccion

Los supuestos que se hacen sobre la funciéon de produccién son los siguientes:

= Continua: la continuidad permite tener la seguridad de que pequenos cambios en el vector de insumos
conllevan ligeros cambios en la cantidad total de produccion.

= Estrictamente creciente: este supuesto es requerido para que al emplear més insumo resulte necesaria-
mente en mas produccion.

» Estrictamente cuasiconcava en R’}. Este supuesto es asumido porque la cuasiconcavidad implica la
presencia de un cierto grado de complementariedad entre los factores para la produccién.

= f(0) = 0. Esta condicién simplemente indica que para poder producir una cantidad positiva de output,
hace falta, como minimo, una cantidad positiva de algtin insumo(s).

Cuando la funcién de produccién es diferenciable, la derivada parcial % indica el producto marginal
J

o productividad marginal del insumo o factor de produccién z;, y esto indica la tasa a la cual la produccién
cambia aunte un cambio en la cantidad empleada del insumo ;. Si la funcién de produccién es estrictamente
creciente (tal y como en efecto se estd suponiendo) debe ser que la productividad marginal de todos los
insumos o factores de producciéon ha de ser positiva.

8.2. Un caso de dos variables

Para el caso de una funcién de produccién dependiente unicamente de dos insumos, se tiene:

q:f(KvL) (81)

En este caso particular, se puede asumir que los insumos son un stock capital (K) y un flujo de trabajo (L)
empleado y q es la cantidad total producida.

141
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Figura 8.1: Funcién de produccién creciente en el factor de produccién trabajo

£

Figura 8.2: Funcion de produccién creciente en el factor de produccion capital

8.3. Conjuntos de produccion

En general, suponga que en una economia existen n mercancias. Un plan de produccién es un vectos
¥ = (y1,Y2, ---,Yn) € R donde un producto (output) donde cada yi > 0. Las posibilidades de produccién de
la empresa son descritas mediante un conjunto ¥ C R", donde cualquier y € Y es un plan de produccién
asequible. Se suelen hacer dos grandes supuestos basicos sobre los conjuntos de produccién en general:

= Kl conjunto de produccién Y es no-vacio. De lo contrario, pues no habria conjunto que estudiar.

= El conjunto de produccion Y es cerrado. Esto permitird que sea mas probable que exista un plan éptimo
de produccién.

Las propiedades mds sustanciales e importantes sobre los conjuntos de produccién podrian (ojo: no
necesariamente serd asil) ser los siguientes:

1. Libre disposicién. El conjunto de produccién satisface la libre disposicion si y € Y implica que 3/ € Y
para cada y' < y.

2. Condicién de cierre. El conjunto de produccién Y cumple con la propiedad de la condicién de cierre si
0 € Y; es decir, si la empresa tiene la posibilidad de no utilizar insumos o recursos y no producir nada.

3. Retornos no crecientes a escala: El conjunto de producciéon Y tiene retornos no crecientes a escala si
y € Y implica que ay € YV0 < a < 1.

4. Retornos no decrecientes a escala. El conjunto de produccién Y tiene rendimientos no decrecientes a
escala si y € Y implica que ay € YVa > 1.

5. Retornos constantes a escala. El conjunto de producciéon Y tiene rendimientos constantes a escala si
y € Y implica que ay € YVa > 0.
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X2

X1

Figura 8.3: Un conjunto de produccién

Definicion 15. Rendimientos constantes a escala: sea k € N, la funcién g : RF*? — R es homogénea de
gradomen z € Ry y € Rsiysolosi g(Az, \y, 2) = \(z,y,2) VAER y z€RF

mA™ tg(x,y,2) = gux + gyy
m=1

9(x,y,2) = g2 + gyy

6. Convexidad. Esta condiciéon implica rendimientos no crecientes en la especializacion”; es decir: que si
existen dos planes de produccion asequibles a la vez, que sean extremos entre si, una combinacién
de estos dos planes también serd asequible. Adicionalmente, si 0 € Y, entonces la convexidad implica
retornos no crecientes a escala.

Una manera de representar los conjuntos de produccién es mediante la funcién de produccion T : R™ — R,
en donde T'(y) < 0 implica asequibilidad y T'(y) > 0 implica que y es inasequible. La funcién de produccién
se puede pensar como una manera conveniente de representar un conjunto de produccién. El conjunto de
puntos ”fronterizos” {y € R™ : T(y) = 0} se conoce como la frontera de posibilidades de produccién.

Cuando la funcién de produccion es diferenciable, la tasa marginal de transformacién o tasa marginal de
sustitucién técnica entre dos insumos, por ejemplo k,[ se define:

9T (y)

TMST) = 57

Oyx

Tratando de explicar el crecimiento de la economia de los paises, Robert Solow (1956) propuso que
la acumulacién del capital de una economia seguia el siguiente comportamiento:

Kt+1 — Kt = SF(Kt, EtLt) *(SKt
—_——
S

Asi, la diferencia entre el capital del periodo t+1 y el periodo ¢ es igual a la inversién neta, y esta seria igual
al ahorro - capital depreciado en el periodo t.

Nétese que el ahorro S es igual a una proporcién constante s multiplicada por la funcién de produccién.
En particular, esta funcién de produccion depende del capital K; y el trabajo multiplicado por la tecnologia
E:L;. Uno de los supuestos de la funcién de produccion es que tiene rendimientos constantes a escala.

Asi, viendo que la tecnologia exhibia un comportamiento en el tiempo F;11 = (14 g)E; y la poblacién en el
tiempo Li;y1 = (1+n)L,, para saber el impacto que tenfa la acumulacién del capital en el crecimiento de la
economia, se querria dejar la funcién de produccién en términos de unidades efectivas de trabajo, para asi
poder aislar efectivamente los efectos del capital.
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endiente = TMST
) > 0 0 )
Y

Ty) <0

X1

Figura 8.4: Conjuntos de produccién asequibles e inasequibles y la tasa marginal de sustitucién técnica

Por tanto, sabiendo que hay rendimientos constantes, la ecuacién béasica de acumulacién de capital se podria
replantear de la siguiente forma:

Kt-‘,—l Kt o SF(Kt,AtLt) 5Kt

ALy AL, AL, AL
K,
* LE — t
Sea k; AL
K E K, ALy
& — k= sF , -9
AL, T8 <‘4//,,3 A, L, ki

s AF(x,y,2) = F(A\z, Ay, 2)
‘At+1 =(1+g)A ‘
(

‘Lt-',-l =(1 +n)Lt‘

AL
ALy

—kF =sF(EF 1) — 0kE

= At+1Lt+1 = (1 + g)(l + TL)AtLt <~
K1 ) Apy1Lip
A1l ALy
& ki — kP = sf(k) — ok
S kS +2) = kE—2kf = sf(kF) — 6kF —2kF = (1 + 2) (ki1 — ke) = sf(kF) — (2 + 8)kE

=(1+g)(1+n)

=

1
E E __ E E
S ki — k= sfk) — (2 + )k
Y 1+z ———
inversion costos,
neta reposicion
ahorro
neto
ZkE N lo que invierta para mantener el mismo nivel de capital por unidad
t de trabajo. Es el costo de mantener el mismo promedio de capital.

(5ktE —> costo de depreciacién de capital.

kt]il — k‘tE — inversién neta.
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8.4. La complementariedad, la anticomplementariedad y la pro-
ductividad media

Definicion 16 [Producto marginal]. Definase el producto marginal como el cambio adicional en la cantidad
total producida ante un cambio en la cantidad empleada de un insumo z;, de manera que:

J

Considere una funcién de produccion f(x1,xa, ..., Ty):

Definicion 17 [Factores complementarios]. Dicese que un factor de la produccién es complementario si:

of
8Zi

>0 (8.3)

Definicion 18 [Factores anticomplementarios]. Dicese que un factor de la produccién es anticomplementario

S1:
of
8Zi

<0 (8.4)

Definicion 19 [Productividad media]. Dicese que la productividad media de un factor de la produccién es la
razén entre la cantidad total producida y la cantidad (ntmero de unidades) empleadas del insumo:

q
PMe, = — 8.5
€z 0z; (8.5)

Definicion 20 [Elasticidad insumo-producto]. Definase la elasticidad insumo-producto como el cambio por-
centual en la cantidad total producida (q) ante un cambio porcentual en uno de los factores de la produccién

cualquiera x;.
Of (1,2, s Tn) 25

Eqzi = 8.6
q,z; azj q ( )
Notese que la expresion de la elasticidad insumo producto es equivalente a:
PMag,,.
gz = z 8.7
q,%j PMer ( )

8.5. Producto marginal y producto medio

Observe la siguiente funcién de produccién: Recuerde que la produccién media de un insumo z; es de la

Insumo variable

Figura 8.5: Una funcién de produccién ondulada

forma PMe = %, de manera que, graficamente, es la distancia desde 0 hasta y dividido entre la distancia
que hay de 0 a z; empleado, de manera que el producto medio puede tambifen obtenerse como la tangente
del angulo a.
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8.6. FEtapas de la funcion de produccion

= En la primera etapa de la funcién de produccién el producto medio del insumo variable estd aumen-
tando.

= En la segunda etapa de la funcién de produccién el producto medio del insumo variable empieza
a disminuir en conjunto con el producto marginal, sin embargo el producto marginal sigue siendo
positivo.

= En la tercera etapa de la funciéon de produccién el producto medio del insumo variable sigue disminu-
yendo, mientras que ahora el producto marginal es negativo, lo cual implica que la produccién total
también ha de estar disminuyendo.

Etapa 11

Etapa III
y @

Insumo variable

Producto
... medio

Producto Insumo variable

marginal

Figura 8.6: Las etapas de la funcién de produccién

8.7. Corto plazo y largo plazo

Una distincién 1til para clasificar a los diferentes factores de la produccion, insumos o inputs, es mediante
su capacidad de ser variados o no. Para estos efectos, se suele introducir una dimensién temporal, y a raiz
de eso se habla de un corto plazo y un largo plazo.

En el corto plazo, es normal que existan factores de la produccién que no pueden ser variados pero si en
el largo plazo. De esta manera, es irrelevante determinar con exactitud cudnto tiempo es ¢orto plazoz ”largo
plazo”, sino que lo relevante es lo siguiente:

= Corto plazo: existe al menos un factor de la produccién que no puede ser variado con facilidad (siempre
existe la posiblidad de que ante cambios abruptos o sustanciales que hagan reconsiderar la disposicién
de estos factores).

= Largo plazo: es la situacion bajo la cual todos los factores de produccién son variables.
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8.8. La ley de los rendimientos marginales decrecientes

Definicion 21 [Ley de los rendimientos marginales decrecientes]. Mantiendo constante la tecnologia y todos
los insumos salvo uno, a medida que ese insumo variable aumente mas alld de cierto punto, la tasa de
incremento del nivel de produccién final, empezard a disminuir. Es decir, a partir de cierto punto, el producto
marginal del insumo empezara a disminuir.

Esta ley se cumple si:

1. Solamente se varia un insumo de la produccién y todos los demds, simultaneamente, se mantienen
constantes.

2. La tecnologia no cambia.
3. Los coeficientes de produccién son variables; es decir, no se estd ante una funcién de proporciones fijas.
Esta ”ley.®s més una observacién o afirmacién empirica, y no un teorema derivado axiomaticamente.

Ejemplo 15 [Rendimientos a (:s(:al(ﬂ/. Los rendimientos a escala senalan la homogeneidad de la funcién de
produccién; es decir, muestra qué sucede con la produccién cuando se cambian los factores en la misma
proporcién.

Por ejemplo, considere la siguiente funcién de produccién y = z2x3; si se aumentan los factores en una
proporcién A, se tiene:

() () = X2aA%03 = Xl = X'y

Note que el exponente de A es mayor que 1; por lo tanto, la funcién de produccién tiene rendimientos
crecientes a escala. Es decir, al aumentar la proporcién de los factores, la producciéon aumenta méas que los
factores.

. . . .7 (e l l . .7
Ahora, considere la siguiente funcién de produccién y = xf x4 ; si se aumentan los factores en una proporcién
A, se tiene:

1 L o1 1 3 1 1 3
= A2z Nz, = Nx{xg = A1y

ol
[

()\xl) ()\332)

Note que el exponente de A es menor que 1; por lo tanto, la funcién de produccion tiene rendimientos
decrecientes a escala. Es decir, al aumentar la proporcién de los factores, la produccién aumenta menos que
los factores. L

Por ultimo, considere la siguiente funcién de produccién y = z7x3; si se aumentan los factores en una
proporcién )\, se tiene:

Nl
Nl
Nl=
B o=
Ll VI
D ol

(Ax1)2 (A\z9)2 = )\%x%/\ 2 =Xxixi =Ny

Note que el exponente de A es igual que 1; por lo tanto, la funcién de produccién tiene rendimientos
constantes a escala. Es decir, al aumentar la proporcién de los factores, la producciéon aumenta en la misma
proporcién que los factores.

Note, ademas, que para las funciones Cobb-Douglas es facil conocer los rendimientos a escala, simplemente
se debe observar la suma de los exponentes de los factores.

Considere la siguiente afirmacién: Una empresa que enfrenta retornos a escala constantes conforme au-
menta su produccion, presenta curvas de costo marginal y de costo total promedio de largo plazo con pendiente
cero”.

Indique si la afirmacion es verdadera o falsa.

— Si asumimos que la industria presenta costos constantes, la afirmacién es verdadera; pues, una em-
presa que presenta rendimientos constantes a escala puede aumentar el producto aumentando en la misma
proporcién todos los insumos. Por lo tanto, si los costos de los factores son constantes la curva de costo total

tendra pendiente fija, lo que hace que la de costo marginal y costo promedio tengan pendiente cero.

Ejemplo 16 [Distintos tipos de tecnologia]. Considere una firma en la cual el trabajo (£) es el tnico factor
variable. En esta pregunta se van a contrastar los siguientes dos tipos de ‘mejoras tecnoldgicas:

1Ejercicio tomado de ACCG
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= Tipo I: Cada unidad de trabajo ahora produce el doble de lo que producia anteriormente
= Tipo II: Cada unidad de producto ahora requiere la mitad de trabajo que se utilizaba antes

1. Si la funcién de producto total original era ¢ = 100£ — ¢2, encuentre la nueva funcién de produccién
cuando ocurren mejoras tecnoldgicas del Tipo I. Llame a esta nueva funcién de produccién ¢'.

= Funciéon de producciéon original
Funcién de produccién: ¢ = 100¢ — ¢2

e Producto promedio

1
tme =7 - (100¢ — ¢?)
=100 —¢
e Producto marginal

0
PMg; =

9
=50 [100¢ — ]

=100 — 2¢
= Funcién de produccién ¢’
Funcién de produccion: ¢ = 2 (100[ — 52)
e Producto promedio

f = (200¢ — 2¢%)

Qme E
=200 — 2¢
e Producto marginal

Jq
PMg, =30

0
=57 [2000 — 2¢7]

=200 — 4¢

2. Dibuje un grafico comparativo con las dos funciones de produccién en donde se muestren las curvas
de Producto Total, Producto Promedio y Producto Marginal. (En total, tiene que dibujar dos grificos
que incluyan ambas funciones de produccion)

= Funcién original

q =100¢ — ¢*

= Tipo 1
= Tipo II

3. Encuentre las ecuaciones de producto promedio y producto marginal para ambas funciones de produc-
cién

Ejercicio 47 [Rendimientos a escal(ﬂ/. Considera una firma con la siguiente funcién de produccion:
F(K,L)=L°K"

donde « y B son ntimeros reales entre 0 y 1.

2Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (3 puntos) ;Cémo dependen los rendimientos a escala de esta funcién de produccién de o 'y 87
Solucién: — Supén que la firma escala todos los insumos por un factor a, entonces la funcién de
produccién se convierte en:

F(aK,aL) = a®*PLK?

La firma tendra rendimientos crecientes a escala si a + 3 > 1, rendimientos decrecientes si a4+ 8 < 1,
y rendimientos constantes a escala si a + 8 = 1.

2. (2 puntos) Encuentra el producto marginal del trabajo y del capital, y la tasa marginal de sustitucién
técnica entre capital y trabajo.
Solucién: —

oF OF
MP; = — = al® 'KP, MPr = —— = BLOKP~1
L= =@ , K= 3K B
MP; aK
MRTS = — -
M Py BL

Supén que la curva de costo total de largo plazo para esta funcién de produccién es:

- (27 (5) e

3. (5 puntos) Deriva la curva de costo marginal de largo plazo y la curva de costo promedio de largo plazo
para esta funcién.
Solucién: —

dq « a+p
(@ = ()™
v =2 —ai5) (2)7 (5)7 4

4. (10 puntos) Grafica y compara las curvas de costo marginal y costo promedio de largo plazo cuando
a+8<1l,a+B=1y a+p > 1. Tu grafico no necesita estar a escala, pero debe ser cualitativamente
correcto al comparar las curvas de costo promedio y marginal, y su dependencia con respecto a g.
Proporciona una intuicién, usando el concepto de rendimientos a escala.

Soluciéon: — Los rendimientos marginales a escala establecen una relaciéon entre el aumento en los
insumos y el aumento en el output. En particular:

= Cuando a+ 3 > 1, hay rendimientos crecientes a escala: un aumento proporcional en los insumos
lleva a un aumento mas que proporcional en el output. Las curvas de costos promedio y marginales
son decrecientes.

= Cuando a+f < 1, hay rendimientos decrecientes a escala: un aumento proporcional en los insumos
lleva a un aumento menos que proporcional en el output. Las curvas de costos son crecientes.

= Cuando a+ 8 = 1, hay rendimientos constantes a escala: un aumento proporcional en los insumos
lleva a un aumento proporcional en el output. Las curvas de costos promedio y marginales son
constantes e iguales.

Esta relacion entre rendimientos a escala y forma de las curvas de costo se refleja en que el comporta-
miento del costo marginal con respecto al costo promedio depende del exponente de ¢: si el exponente es
negativo, los costos decrecen; si es positivo, los costos aumentan; y si es cero, los costos son constantes.
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Costo Costo Closto
CMg
CMe
CMg=CMe CMe
CMg
Y Yy Yy
a+p<1 a+p=1 at+p>1

Ejemplo 17 [Etapas de la produccion]. Una empresa posee la funcién de produccién

-2 . 1
=34+ ZKIL?
V=gt

En el corto plazo el capital estd fijo y es igual a 100 unidades. Calcule para el corto plazo:

= El nivel de trabajo donde empiezan los rendimientos marginales decrecientes

-2 1
y=—2IL3+ -KIL?

3 2
oY
PMgL =31
9 [-2 1
PMyy, =57 [3L3 + 2KL2}

—6 1
PMgr, :?LQ +7Z- QKL

PMg, =—2L* + KL

mLéLX PMgy,

o minX —2L* + KL

0
3L [2L* + KL] =0
—4L + K =0

K =4L

= Determine el rango de cantidades de trabajo que corresponden a la segunda etapa de la produccién
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minx PMey,

-2
< méx — L% + 50L
L 3

9 [—2
— | —=L?+50L| =0
8L[3 - ]
—4
—L+50=0
gL+
4
50 ==L
3
150 =4L
375=1L
PMgyg =0
)%
—— =0
oK
o [-2 4 1.,
— | = —“KL*| =0
3K[3L+2 ]
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Capitulo 9

La 1socuanta

Considérese una funcion de producciéon de la forma fX = y. Ahora, fijese el nivel de produccién y a un

nivel constante arbitrario.

Definicion 22 [Isocuanta/. Definase una isocuanta como un conjunto de vectores de insumos que producen
generan un nivel de producciéon constante y. Entonces, para un vector de insumos X, la isocuanta a través
de X es el conjunto de entradas en el vector X cuya combinacién genera un nivel de produccién constante y.

9.1. El caso de dos variables
Suponga nuevamente el caso de una funcién de produccién con dos variables:
q=f(K,L)

La isocuanta correspondiente a esta funciéon de produccion seria:

Figura 9.1: Una isocuanta para una funcién de produccién de dos insumos

9.2. La tasa marginal de sustitucion técnica

Una figura andloga a la tasa marginal de sustitucion en la teoria del consumidor, es la tasa marginal de
sustitucion técnica:

Definicion 23 [Tasa marginal de sustitucion técnica/. Definase la tasa marginal de sustitucién técnica como
la tasa a la que un insumo de la produccién puede ser sustituido por otro manteniendo constante el nivel de
produccién, es decir, sin que varie el nivel de produccién. Mateméaticamente, se define como la razon de los
productos marginales entre dos insumos:
2/ (X)
TMST) ), = —22 (9.1)
2f(X)

85Ek
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Geométricamente, puede pensarse en la tasa marginal de sustitucién técnica como la pendiente de la
isocuanta.

TMST

Figura 9.2: La tasa marginal de sustitucion técnica para una funcién de produccién de dos insumos



Capitulo 10

Maximizacion de la produccion

Derivacion general 7 [Maximizacion de la produccion]. Se tiene el problema:

max f((zl,ZQ,---,Zn))
(21,225, Zn)

n (10.1)
sujetoa C = Zwizi

i=1
Y el respectivo lagrangiano seria:
n
L= f(z1,22, .., 2n) + A(C — Zwizi)
i=1

Se plantean las condiciones de primer orden y sus respectivas condiciones de holgura complementaria:

oL Of (21,22, ..y 2n) Of (21,22, ... 2n)

< — 2 N > — = N -
9o = 0= o1 wi; >0 21| o1 w1] =0
oL Of (21,22, ... 2n) Of (21,22, ..y 2n)

< — = N > — 2 N =
02 = 0= D25 we >0 zo| D25 we] =0
oL 8f(213227~"72n) af(zlaZQV"’Zn)

9., = 0= D Aw,, >0 Zn| D Aw,] =0

oL -

520:>C—;wzz,20 )\[C—;wizi]zo

Es importante recordar que la expresién W no es mas que la productividad marginal del insumo
Zj. !

Tomando la tltima condiciéon de holgura complementaria:
Caso A =0
Note que si A = 0, todas las productividades marginales serian negativas o 0, de manera que no se produciria
nada, de manera que no puede ser que A = 0 y por ende tiene que ser que la funcién de costos se cumple
con igualdad y se agotan todos los gastos.

Caso A\ # 0N
Caso de solucién interna (no solucién de esquina)
Tomando un insumo cualquiera z;, su condicién de primer orden indica que:
Of(z1,22,..., Zn
af(zlaZQa"'aZn) _ >\wj = %‘1) == PMgzj

=\ 10.2
0z w; w (10.2)

Pero recuerde que w; = C'Mg,, Por tanto, tomando dos insumos cualesquiera j, k se obtiene que:

PMg., PMg., PMg.; w;

= = =
CMgZJ OMng PMgzk Wk

A=A

155
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Caso de solucién de esquina
Para el caso en que la funcién de producciéon admita solucién de esquina tiene que ser que PMg., < wj, a

partir de lo cual se tendria que proceder con el planteamiento de los distintos casos posibles.
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La funcion de costos

Definicion 24 [Funcion de costos]. La funcién de costos mide el costo minimo de obtener un determinado
nivel de produccién, dados los precios de los factores. La funcion de costos indica las posibilidades econdmicas
de la empresa.

C=> wsz (11.1)
i=1

donde cada w; representa una entrada del vector W de costos de los insumos y z; representa cada entrada
del vector de insumos empleados Z.

11.1. Costo medio

Definicion 25 [Costo medio]. Definase el costo medio como:

C(wy,wa, ..., Wy)
q

CMe = (11.2)

11.2. Costo marginal

Definicion 26 [Costo marginal]. Definase el costo marginal como el cambio en los costos totales (funcién de
costos) ante un cambio en la cantidad total producida (funcién de produccién).

ac’(wla w2a ! wn)
dq

CMg = (11.3)

También cabe medir el costo marginal como el cambio en los costos totales (funcién de costos) ante un
cambio en la cantidad empleada de un determinado insumo.

11.3. Propiedades de la funcion de costos

Se hacen los siguientes supuestos de la funcién de costos C(w, 2):

La funcién de costos es homogénea de grado 1 en w y creciente en q.

La funcién de costos es una funcién céncava de 0.

= Si la funcién de produccion es cuasi-céncava entonces la funcién de costos es una funciéon convexa de
R . . dC (0,2
q, lo cual implica que entonces los costos marginales son crecientes en q = % > 0.

Se cumple el lema de Shepard.

11.4. Lema de Shepard

e (i, )

o) = (. 0) (11.4)
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11.5. Minimizacion de los costos
Corolario 1 [Minimizacion de costos]. Se tiene el problema:
min  C(z1, 22, ..., 2n)
Z (11.5)

sujeto a g < f(z1, 22, .y 2n)

Y el respectivo lagrangiano seria:

L= Zwizi + Mg — f(z1,22, ., 20))

i=1

Se plantean las condiciones de primer orden

8—£§0:>w1—/\ 0f (21,22, 2n) <0 oz |w — A Of(#1,22, .., 2n)
0z 0z 02, ]
%§0:>w2—)\ Of (21,22, 20) <0 2 |we — A 0f (21,22, 2n)
0z 0z Dzo |
8£§0:>wn_)\ Of (1,22, s 2n) <0 oz, |w, — X 9f (21, 22, 1y 2n)
8Zn 8Zn 8Zn |

oL

5 20:>f(217’227"‘72n) 20 )\[f(ZhZQ?...,Zn)] =0

Refiriéndose a la tltima condicién de holgura complementaria:
Caso A =0
Note que si A = 0 todas las remuneraciones a los factores (w1, ws, ..., w,) serfa negativas o 0, de manera
que si no se remunera ningudn factor de la produccién Z, (suponiendo que ningtin factor es gratuito), no se
produciria nada, de manera que tiene que ser que la funcién restriccién (la funcién de produccién se cumple
con igualdad).
Caso A £ 0 A f(z1,22,...,2n) = ¢
Caso de solucién interna (no solucién de esquina)
Témese un insumo cualquiera j:

L\ Of (21,22, 0y 2n) w; B CMg;
wj = A 9z, = af(zlg%wzn) == PiMy.. =A
%

Por tanto, para dos insumos cualesquiera j, k debe ser cierto que, en el éptimo:

CMg., _ CMg., _ PMg., _w;

A== = =
PMg.; PMg,, PMg,, W

Es decir que la condicién de primer orden para cualquier insumo es que la remuneracion a ese factor debe
ser igual a la derivada parcial de la funciéon de produccién con respecto a ese insumo. Pero recuerde que:

Of (21,29, .., 2n)

= PMg,.
82’]‘ gJ

Note que esta condicion es la igualacién de la derivada parcial de la funcién de costos con respecto al insumo
. . 9C (w1, wa,...,wy, . . .
z;j a su productividad marginal, pero recuerde que ———5-2***=" no es mds que el costo marginal del insumo
J
z;. Entonces, la condicién de primer orden del insumo z; indica que el costo marginal del insumo ha de ser
igual a su productividad marginal.

Por lo tanto, el éptimo, para un insumo z;:

CMg., = PMg., (11.6)
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Por ende, habiendo llegado a la anterior condicién de optimalidad, se puede depejar para alguno de los
insumos, evaluar en la funcién de produccién y encontrar la demanda 6ptima para los insumos.
Solucién de esquina
Para el caso en que la funcién de produccién admita solucién de esquina tiene que ser que PMg,, < wj, a
partir de lo cual se tendria que proceder con el planteamiento de los distintos casos posibles.

Ejemplo 18 [Costo minimo necesario para producir]. Una empresa posee la siguiente funcién de produccién
y=—L°+6KL*
Si el precio de ambos factores es igual a 2000. Determine:

= Si la empresa desea producir 94500 unidades de y, jcudl es el costo minimo necesario para producir
ese nivel de y?

Igllll(l CT =2000L + 2000K s.a 94500 = —L* + 6K L?

TMSTy x =—
T
PMyy, _w
PMgx r
3L + 12KL w
6L2 Ty
3L(-L+4L) w
6L} r
2(—L+4K) w
3L Ty
L 44K :3Lw
2r
L
4k =30
T
AK :3Lw + 2rL
2r
AK :L(3w + 2r)
2r
% :L(3w + 2r)
8r

y=—L3+6KL>

y:_L3+6(L(3w+2r)>L2

8r
y—— L34 6L3 (3w + 2r)
&r
8ry =L* (=1 + 6(3w + 2r))
8ry .3
18w+ 12r —1

1
8ry 3
—_— :L
(18w—|—127“— 1)

Ejemplo 19 [Funciones de costo]. Una empresa posee una funcién de produccién dada por

Asuma que el costo por unidad de capital y mano de obra es igual a 1. Ademads, asuma que en el punto
inicial, la cantidad de capital que se contrata es fija en el corto plazo e igual a 1.
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= Encuentre la curva de costo promedio de corto y largo plazo.

e Corto plazo
Tomando K =1 se tiene que:

y=L3(1)?
y=L1y? = L
CT =L(1) + (1)(1)
=y +1
CMe :g
Yy
P+l
Yy
1
CV =y*
CV>Me =y

e Largo plazo

Ejemplo 20 [Funciones de costo]. Considere una empresa que tiene la siguiente funcién de produccidn:
q = 2V kl. A corto plazo la cantidad de capital es k = 100. La tarifa para alquiler de k£ es r = 1 y la tarifa

salarial w = 4.

= Encuentre la funcién de costo total a corto plazo de la empresa. Encuentre la funcién de costo promedio

a corto plazo. ;Cual es la funcién de costo

marginal en el corto plazo?

q=2vVKL
& q=2K2L2
& q=2(100)2 L2 L3 L%
q 1
s — =12
2(10)
q 2
&S —— ) =L
(2(10)
2
q
4
< 902
2
<
400

e Costo total

e Costo medio

2
OMe 155 + 100
q
_ 4 , 100
100 q
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CcT CMe | CMg
25 | 106.25 | 4.25 | 0.5
50 125 2.5 1
100 | 200 2 2
200 | 500 2.5 4

e Costo marginal

= ;Cudl es el monto de cada costo para la empresa si produce 25,50, 100 y 200 unidades del bien?

tablaejercicio.png

161

= Suponiendo que la empresa opera en el largo plazo, ;jcémo debe elegirse el capital y el trabajo para

minimizar el costo total?

minY =2K: L2
K

)

TMSTy, x =TMSMy, x
KiL7 w

—1

K= L3
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Ejercicio 48 [Produccidn a corto plam[]/, Una empresa tiene la siguiente funcién de produccion:

y=10L’K

Donde L es la cantidad de trabajadores y K es la cantidad de capital. El precio de cada trabajador es w
y el precio de cada unidad de capital es 7. Se conoce que (w = 3000) y (r = 60000). 13

a)

Determine cudnto es el menor costo posible de producir (y = 40000).

Primeramente, se plantea la minimizacién del costo total y se sustituye ( y = 40000 ).

min{CT} s.a. 40000 = 102K

min{rK + wL} s.a. 40000 = 102K

Posteriormente, se utiliza la condicién de optimalidad.

TMST =
20LK

w
r
20LK 3

10L2 60
Se despeja K de la condicién de optimalidad.
K=—
40

Se sustituye K en la restriccién tecnolégica ( 10L2K = 40000 ).
L
10L7 (=) =4
0 < 1 O) 0000
Se despeja L y se obtiene:
L ~ 54,29

Se sustituye el resultado anterior en ( K = L/40 ).

K=~1,36
Finalmente, se sustitiuyen los valores de L y K en la funcién de costo total.
CT = [(60000)(1, 36)] + [(3000)(54, 29)]
C™ = 244470
Donde C* es el menor costo necesario para producir (y = 40000).

A corto plazo el factor fijo es el capital y la cantidad de este corresponde a lo encontrado en el inciso
anterior. Si la empresa desea producir (y = 50000), cudnto serfa el costo de producir ese nivel de y.

En este caso, se puede partir de la funcién de produccion.

y=10L’K
50000 = 10L*(1, 36)
L ==~ 60, 63

Se sustituye el nuevo valor de L en la funcién de costo total y se obtiene el nuevo costo minimo.

CT = [(60000)(1,36)] + [(3000)(60, 63)]
C* = 263490

1Ejercicio tomado de ACCG
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Ejercicio 49 [Costos y beneficios en un mercado (:()771/[)(—%#/11‘,[’1!(5/. Un mercado competitivo cuenta con las
siguientes caracteristicas: '°

= Demanda de mercado: Qg = 6000 — 100P

= Oferta de mercado: Qs = 1200P

= Costo de las empresas: C(q) = 700 + %

a) Calcule el costo fijo (CF), costo variable (CV), costo variable medio (CVMe) y costo marginal (CM).

— Se sabe que el costo total es la suma del costo fijo y el costo variable ( CT = CF + CV ). Por lo
tanto, a partir de la funcion de costos se puede deducir lo siguiente.

2

_ a
C(g) =700 + 200
CF =700

2

_ 4

v = 200

Se utilizan estos datos para calcular el costo variable medio y el costo marginal a continuacién.

2/200
cvite=SY L cvite= 29 e L
q 200
d9C(q) q
M= M=-L
¢ a0~ M=100

b) Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio del mercado.

Se iguala (Q4 = Qs) v se despeja P.

6000 — 100P = 1200P
60

pPr=_=
13

Se sustituye P* y se sustituye la curva de oferta o demanda.

Qs = 1200P
60
=1200—
@ 13
. 72000
Q"= 13

¢) Obtenga la produccién ( g ) y los beneficios a corto plazo de cada empresa ( 7; ).

— Produccién por empresa: Se puede calcular la produccién ( ¢ ) para una empresa representativa, ya
que los costos son los mismos.
Para obtener la produccién por empresa se utiliza el costo marginal, el cual se calculé en el inciso (a).

En un mercado competitivo el costo marginal es igual al precio ( CM = P ) y en el inciso (b) se

, x __ 60
encontré que P* = 73.

2Ejercicio tomado de ACCG
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Al igualar los resultados anteriores:

CM=P
q 60

100 13
6000

13
Beneficios por empresa:

Los beneficios ( 7; ) se pueden calcular para una empresa representativa también. Los beneficios se pueden
expresar por medio de la siguiente ecuacién:

IT son los ingresos totales, los cuales son el producto del precio y la cantidad por empresa.

o= a0 ()

ettt D% _ 60 _ 6000
Al sustituir P* = 73 A g = 5.

o= [ (5] - [ron s 007137

61700
m = ——— ~ 365,09
‘169
d) ;Cuél es el precio minimo al que existe oferta?
Se estudié que el costo marginal y el costo variable medio de la primera unidad de producciéon son iguales,
por lo que se pueden igualar estas ecuaciones para encontrar ¢ y posteriormente, el precio minimo ( Puyin ).

CM =CVMe
9 _ 9 _
100 200 47

En un mercado competitivo el precio es igual al costo marginal. Por lo tanto, se realiza el siguiente
procedimiento para encontrar el precio minimo.

q

P=CM—P=-L

- 100

P, ——O — P, =0
min — 100 min —

e) Muestre que para este mercado competitivo a largo plazo se cumple la siguiente ecuacién:

q 200

p T 4

Al observar la ecuacién se puede deducir que el primer componente corresponde a CFMe ( CFMe = %

) y el segundo componente representa el CVMe ( CVMe = 55 ).

Por lo tanto, se demostrara que a largo plazo se cumple:
P=CFMe+ CVMe

A largo plazo en un mercado competitivo, los beneficios son nulos ( 7 =0 ).

7=IT—-C(q)=0
m=(P"q)=C(q) =0
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Dado que los costos totales son la suma de los costos fijos y los costos variables, se realiza la siguiente
sustitucién:

(P*q) — (CF+CV) =0
_ CF+CV)
q

P*

Al aplicar la definicién de CFMe A CV Me :

P=CFMe+CVMe
En el caso de este ejercicio:

700
p_T00  a

q 200
Ejercicio 50 [Curvas de costos de corto y largo plazoﬂ/. Una empresa tiene una funcién de produccion
representada por y = LiK?2.
Esta empresa puede contrastar toda la mano de obra que desee un salario w = 2,700, y todo el capital que
desee a una tasa de interés de 20 % (o sea, r = 1 ). '8
. Calcule las funciones de costo marginal y de costo medio de largo plazo. Dibuje en un grafico las curvas
encontradas (preste atencién a la forma matematica de estas curvas).
— La funcién a minimizar de la empresa es la siguiente:

minCT = wL +rK
LK
st.y= LiK?

Se plantea el siguiente lagrangiano

N

£:wL+7~K+)\(y—L K%)

Obteniendo las ecuaciones de primer orden:

oL 4
oL 1 1 1 11
[K]: o2 =w = <2~LK )_o;sA_Qr(L K*)

Igualando ambas condiciones

Despejando,

Notese que esta condicién viene de la siguiente condicion de optimalidad:

TMST =

PML _w
PMyg 1

Sustituyendo los valores para w y r,

3Ejercicio tomado de ACCG
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K
- =27.000 = K = 27,000L

Sustituyendo dentro de la funcién de produccién:

y=LiK?
y = Li(27,000L)2
y = (900-30)% - L4
y=30%.L%

L% =30"2y

L* =30 2%y3

M

Sustituyendo en la condiciéon de optimalidad

K = 27,000

27,000y 3
900
K* = 30y3

K =

Sustituyendo en la funcién de costos

[N

<

=TS

2,700y5 30
+

T =wL+rK =
C wL +7r 900

ot
Il
©
<

Derivando para obtener la funcién de costo marginal

Ne
=~

CMg =

la funcién de costos medio es

9
CMe = L

Para graficar dichas funciones, se obtienen las primeras dos derivadas:

dCM
¢ g:4y7%>0
dy
d2CMg -8 _s
= —y 5 <0
dy? 3y3<
dCM
CMe _3-3 -
dy
2
M
C 6:—21/7%<0

LA FUNCION DE COSTOS
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Costos

CMg

CMe

2. Si el precio del bien de largo plazo fuera P = 3, encuentre cuél es el nivel 6ptimo de trabajo (L) y de capital
(K) de la empresa.
— FEn el largo plazo se sabe que P = CMg.

3=12y3
1 1
1=
4
N 1
V=3
N 1
Y "
Sustituyendo los valores para L* A K* :
« 4 30 30 15
Ko =300% = =1 = 1s
y% 1 1

L*

900 4% -900 230,400

3. Para el nivel de capital (K) encontrado en el punto b, encuentre las curvas de corto plazo de costo medio,
costo variable medio y costo marginal y dibujelas junto con las curvas encontradas en el punto a.

— En el corto plazo, se toma el capital es un costo fijo. Si K* = 11758

15\ 2
128

<
|
~
NI

Se despeja L:

2
128
L=y" (15)

El costo variable medio estd dado por:

L 2700 -y - (128)?
CVMe = “’7 - yy () _ 196, 608y
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El costo total esta dado por

CT =rK +wL

1 15
= =) +2,700L
(Q(m9+,m0
—i+196 608y*
128 Oy

El costo medio y el costo marginal estan dado por las siguientes ecuaciones:

CT 135 +196,608y* 3

CMe = =~ — = 196, 608y
€ y Yy 128y + Uy
dCT
CMg = ——= 786, 432y
Yy

Note que el CMg es positivo y creciente. EI CVMe también es positivo y creciente.

dCM
CMg _ 5 7864322 > 0
dy

d2CM
Mg _ . 786,432y > 0
dy?

ACV M

dCVMe _ 5 196, 608y > 0
dy

B2CVM

dCVMe _ 6 196,608 > 0
dy?

Para el costo medio, buscamos primero el punto minimo:

dCMe -3
= 3-196,608y% =0
dy 128y T Ry
3
= = 2164*
= o8 393, 216y

1
= — =X ]_
=y 61 0,0156
Costos
CZ\IQLP

CMecp

CVM ecp

0,0156

Ejercicio 51 [Minimizacidn de costos para obtener la curva de oferta a corto plazrﬂ/. na empresa represen-
tativa en un mercado competitivo tiene una funcién de produccion igual a:

]. 1 1
G(K, L) = 5(K —16)} + (L —16)}

DN | =

4Ejercicio tomado de ACCG
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donde K y L son las cantidades de capital y trabajo utilizadas, respectivamente. Encuentre la curva de oferta
de corto plazo de esta empresa si la unidad de capital y de trabajo cuesta 1000 colones y se emplean 20
unidades de capital.

— A continuacion los pasos para encontrar la funcién de oferta a corto plazo:

. Se despeja L de la funcién de produccién.

1 1 1 1
Q=5 (K ~16)% + (L~ 16)*
1 11 1
Q— 5K —16)% = S(L —16)?
2Q — (K — 16)7 = (L — 16)2

L= 2@—(K—16)%]2+16

. Paso 2: Se sustituye L en la funcién de costo total y también los valores (K = 20) A (r = 1000) A (w = 1000).
La funcién de costos totales es la siguiente:

CT =rK +wL

Se realizan las sustituciones anteriores y se simplifica.

CT = (1000)(20) + (1000) [(2@ — (K — 16)%)2 + 16}

112
CT = 20000 + (1000) [2@ — (20 — 16)5} + 16000
CT = 36000 + (1000)(2Q — 2)*

. Paso 3: Se calcula el costo marginal.

Se sabe que CM = (0CT/0Q).

CM =1000-2-(2Q —2) -2
CM =8000(Q — 1)
Por lo tanto, la curva de oferta a corto plazo es la siguiente:
CM =P =28000(Q — 1)
P =8000(Q —1)

Ahora solo falta saber a partir de cudl precio empieza la oferta, recordemos que solo existe oferta cuando
CM > CV Me. Sabemos que el CM es creciente y que el CVMe es:

CT = 4000¢> — 8000q + 40000

El costo variable es:

CV =w-L=1000((2g — 2)* + 16) = 4000¢> — 8000g + 20000
2
CVMe = % = 4000¢ — 8000 + @
El minimo CVMe es donde CM = CM Ve:

20000
8000g — 8000 = 4000¢ — 8000q + = =

= g =1/5,P = 9888,54
Entonces, la oferta existe desde P = 9888, 54.

Ejercicio 52 [Mazximizacion de ganancias para obtener la curva de oferta a largo pl(l,z. — Se busca maxi-

5Ejercicio tomado de ACCG
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mizar las ganancias:
maxm =py — CT

Z1,T2

Y se resuelve la maximizacién sin restriccion:

L =pf ($1,9€2) — W1x1 — W2l2

oL  of
s Powy Y
oL  Of
s Towy T
p*PM1:w1
p*PM2:w2
p*PMl w1
TMST*miuTQ

11
Por ejemplo: y = x{ x5 :

11
L =pxi{zy —wix; — wes

oL 1 1 =1
foy ~gPmm —w =0
oL 1 1 =3
By~ aPTiT —w2 =0
De la primera derivada parcial:
oL 1 1 =1
gr, —aPtm =W

Para retornar a y, se multiplica y divide por x:

2 X
Py _
2.731 !
ot = by
21111
Anélogamente, de la segunda derivada parcial
oL 1 1 =3
= —prizy! = ws

Oz 4

Para retornar a y, se multiplica y divide por x»

x
o
4172 2

«_ PY
T2 = 411}2

Ahora, se inyectan las demandas de los insumos condicionadas a los precios y salarios en la funcién de

produccién.
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Se asume que w; y ws son fijos:

y=—=—
16wiws

Como en competencia perfecta se produce tinicamente en la segunda etapa, se deben cumplir las siguientes
condiciones:

= p>minCVP
n yZO

Vea ahora un ejemplo donde se da la curva de costos totales y se puede aplicar un proceso mas directo:
1 1
Sea ¢ = $(K —16)2 + 5(L — 16)2 y ambos salarios para los insumos es 1000 .

se debe analizar distintos valores de Ky L para ver como se comportan los rendimientos a escala.

PM;,

(L-16)% (K —16)
(K—-16)= (L —16)
(K —16)2 = (L — 16)

K=1L

¢ =(L—16) =L —-16=¢>=L=¢>+16

1000
© 1000

PMg

(ST BT

w
r

[l Ll TS

SIS

Recordando la funcién de costos totales:

CT = wl + rK =1000L + 1000K = 2000L = 2000 (¢* + 16) = 2000¢° + 32000

Vea que todos los costos totales corresponden a costos variables, lo cual tiene sentido ya que estamos en
el largo plazo.

CM = 4000q
P = 4000q
32000

CVP:Qm%+—?—

Debemos encontrar el minimo del costo variables promedio para saber dénde existe la oferta. Para ellos
tenemos dos opciones equivalentes: derivar e igualar a cero o encontrar la interseccién con el Costo Marginal.
Derivar e igualar a cero:

32000
2000 — 2 =0=>¢’=16=qg=4

La oferta existe a partir de ¢ = 4.
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Ejercicio 53 [La oferta de una empresa con tecnologia de proporciones ﬁja,(. Considere la siguiente funcién
de produccién con tecnologfa de proporciones fijas o complementos perfectos: y = min {z, 2x2}. Ademds, se
sabe que los costos de los insumos son: w; = 10 y we = 20. Grafique las isocuantas y encuentre y grafique
la funcién de oferta.

— Para graficar las isocuantas conviene trazar los rayos de relevancia para esta funcién de produccién,
donde los argumentos del minimo son iguales:

£
21‘2:171:>132:?

T2

2o = T

v

T

Note que se va a producir donde x; = 2x9, esto resulta intuitivo ya que sino incurriria en costos innece-

sarios.
Ahora, para producir y se pueden dar dos posibilidades:
Posibilidad 1,

Y=x1 =>T1 =Y
Posibilidad 2,
Yy = 209 = X9 = %

Planteemos la funcién de costos:

CT = 10x1 + 20z2

Al poner en términos de vy,

- OT = 10y+20%

= CT =20y
El costo marginal es:
on = 2T _ o
dy

SEjercicio tomado de ACCG
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p

Por lo tanto, la funcién de oferta es:

_ J 0sip<20
v= [0,00] sip > 20

Note que el costo medio es CM, = 20, lo cual no es mayor al CM por lo que la oferta si existe.

Ejercicio 54 [Mejoras tecnoldgicas, costos y curva de oferta a largo plaz. Considere la siguiente funcién
de produccion:

y=(L—-)NK -4 K L>4

El costo del capital y trabajo es igual a 1. Ocurre un cambio tecnolégico en el que se puede producir el
triple con la misma cantidad de insumos.
a) Calcule la nueva funcién de produccion, después de la mejora tecnoldgica.

— La funcién de produccién después de la mejora tecnolégica es la siguiente:

y =3y =y =3 [(L-)I(K -]
y =3(L— 4)(1/3)([( _ 4)(1/3)

b) Grafique la funcién de produccién antes y después de la mejora tecnoldgica. Asuma que la cantidad
de capital es constante e igual a 12 .

— Funcién de produccion antes de la mejora tecnolégica:

Y= 2~(L—4)(1/3)

Funcién de producciéon después de la mejora tecnoldgica:

y=6- (L_4)(1/3)

"Ejercicio tomado de ACCG
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¢) Utilice la funcién de produccién con la mejora tecnoldgica para:
I) Dibujar la curva de costo variable medio de corto plazo si ( K = 12 ).
— Se utiliza:
y=3(L— 4)(1/3)(K _ 4)(1/3)

Se sustituye ( K =12 ) en la funcién de produccién y se despeja L :

y=6(L— 40 > L= (%) +4

LA FUNCION DE COSTOS

Se sustituye (L = (%) + 4) y (w = 1) en la funcién de costo variable medio.

y3>
L (7 +4
CVMe:%:CVMezL
2
Y 4
Me=2_ 4=
CVMe 216+y

Se calcula el punto minimo del costo variable medio:

<8CVM€

>—0:>y—6~2(1/3)’~%7,56
dy

A continuacién se realiza el grafico de a funcién de CVMe.

CVDMe

CVMe

7,56
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IT) Obtener la curva de oferta a largo plazo.
— Se parte de la condicién de optimalidad.

w PML w
TMST = — = —
v PMg 7

K—4)1/3)
{(%) "3 ((L74))<2/3) } _w
L—4)1/3 )
{®) 3 G=om) 7

(K—4) 1

=-=(K=1L
(L—4) 1 ( )

Se sustituye ( K = L ) en la funcién de produccién:

y = 3(L _ 4)(1/3)(]( _ 4)(1/3)
y=3(L— 4)(1/3)(L _ 4)(1/3)

Se despeja L :

3/2)
y=3.(L—4)3 = [* = (%) +4

Dado que (K = L) :

= ()

Se sustituyen los precios de los insumos y (L* A K*) en la funcién de costo total:

CT=wL+rK=CT=2L

cT=2. {(g)(gm n 4}

Se calcula el costo marginal:

oCT 3y
CM ="~ =
dy 35
1
C{\/i —_ —_— 2
31 Y

IIT) Dibujar la curva de costo medio de largo plazo.
— Se calcula el costo medio:

CT 2.y1/2 8
CM6—7:>CM6—W+*
El punto minimo del costo medio es el siguiente:
M
(‘90 6) —0=y=12
Ay
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CMe
CMe

12 y

En el primer fragmento de la curva (hasta antes del 12) hay economias de escala, mientras que en el
segundo fragmento (después del 12) hay deseconomias de escala.

FEjercicio 55 [Curvas de oferta de corto y largo plaaﬂ/. Una empresa tiene una funcién de produccién
representada por y = LiK?2.

Esta empresa puede contrastar toda la mano de obra que desee un salario w = 2,700, y todo el capital que
Ly, 18

desee a una tasa de interés de 20 % (o sea, r = =

. Calcule las funciones de costo marginal y de costo medio de largo plazo. Dibuje en un grafico las curvas
encontradas (preste atencién a la forma matemética de estas curvas).
— La funcién a minimizar de la empresa es la siguiente:

minCT = wL +rK
LK
st.y=LiK2
Se plantea el siguiente lagrangiano
EzwL—l—rK—i—)\(y—L%K%)

Obteniendo las ecuaciones de primer orden:

oL 1

e

K%) —0= A=4w (L%K*%)

oL 1 1 1 _1..1
[K].M_w—/\(2-LK )_0:>/\_2r(L K*)

Igualando ambas condiciones

Aw (L%K*%) — o (L*%K%)
Despejando,
2w K
r L

Notese que esta condicién viene de la siguiente condicion de optimalidad:

TMST =

PML?E
PMyg r

8Ejercicio tomado de ACCG
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Sustituyenod los valores para w y r,

K
7 =27.000 = K = 27,000L

Sustituyendo dentro de la funcién de produccién
y = LiK3
y = L%(27,000L)%
y = (900 -30)2 - L%

y=30% L7
L% =30"%y
L* =30 2y3
4
«_ Y
~ 900

Sustituyendo en la condicién de optimalidad

K = 27,000L
Ko 2T 000y 3
900
K* = 30y3

Sustituyendo en la funcién de costos

4
3

2,700y3 30y

CT = wL +rK = — 9y
wlL +7r 900 + 5 Y
Derivando para obtener la funcién de costo marginal
9-4 1
CMg = 3 y% =12ys3
la funcién de costos medio es
9y
CMe =Y~ = 9ys
Yy

Para graficar dichas funciones, se obtienen las primeras dos derivadas:

dCM
g _ 4y_% >0
dy
d’CMg -8 _s
=—1y 3<0
dy? 3"
M
dCMe _ 5 -3 -
dy
d>CMe _5
0 =2y 3<0

2. Si el precio del bien de largo plazo fuera P = 3, encuentre cudl es el nivel 6ptimo de trabajo (L) y de capital
(K) de la empresa.
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3. Para el nivel de capital (K) encontrado en el punto b, encuentre las curvas de corto plazo de costo medio,
costo variable medio y costo marginal y dibtjelas junto con las curvas encontradas en el punto a.
— En el largo plazo se sabe que P = CMg.

3=12y3
1 1
Z = yS
N 1
Yy = 13
1
Y T b4
Sustituyendo los valores para L* A K* :
30 30 15
K* =30ys = =2 2
YT T 4T 128
ys 1 1

L* = = =
900 643 -900 230,400

4. Se realiza inicialmente un andlisis de largo plazo.
— En el corto plazo, se toma el capital es un costo fijo. Si K* = 3¢,

(1)

Nl=

<
|
™~
Al

Se despeja L,

128\
L=y* [ —
(%)
El costo variable medio esta dado por

wl 2700 y* - (128)?

CVMe=— = = 196, 608y

El costo total esta dado por

CT =rK +wL

1 15
=(2) (=) +2,700L
(5) (128>+ 700
-3 + 196, 608y*
123 » OUY

El costo medio y el costo marginal estan dado por las siguientes ecuaciones

CT 135 +196,608y* 3

CMe= "= = = 196, 608y
€ y Yy 128y + » Uy
dCT
CMg = —== 786, 432y
Yy

Note que el CMg es positivo y creciente. EIl CVMe también es positivo y creciente.
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dCM
CMg _ 5. 786 4322 > 0
dy
d2CM
Mg _ . 786, 432y > 0
dy?
dCV M
dCVMe _ 5 196,608y2 > 0
dy
2
M
dCVMe _ 6 196,608 > 0
dy?

Para el costo medio, buscamos primero el punto minimo:

dCMe -3
= 3-196,608y% =0
dy 12y Y
3 _ 4
= o5 = 393, 216y

1
=y =g ~0,0156

Ejercicio 56 [Curvas de oferta de corto y largo pZ(J,Z(E]/. Una empresa opera en un mercado de competencia
perfecta. 22

La empresa tiene la funcién de produccién: Y = 20L*/5K1/5
L es el factor de trabajo y K es el factor capital. Los precios de L y K son 100 y 10 respectivamente.
En el corto plazo la empresa tiene un nivel de K igual a 32 unidades:
a) Determine la funcién de la oferta de corto plazo de la empresa especificando las condiciones que

permiten definirla. Represente en un grafico las funciones de: costo marginal, costo variable medio y costo
total medio.

— A corto plazo tenemos que w = 100,7 = 10 y K = 32. Entonces podemos despejar L de la funcién de
produccién a corto plazo:

Y = 20L%/5(32)'/5
=Y =20L%5(2)
=Y =40L*/5

v\ 5/2
L=|—
- 1= (%)

Ahora, podemos escribir la funcién de costo total en términos de la produccién Y:
CT =wL+rK
= CT = 100L + 320

5/2
CT =100 — 320
S (40) n

El costo marginal es la derivada del costo total con respecto a la produccion:

ou-m(2) (5" ()

By

40

=CM=—

3/2
. ] ~ 0,025Y3/2

El costo marginal es la curva de oferta inversa siempre que se cumplan las condiciones para el corto plazo:
que el costo marginal sea creciente, Y > 0y CM > min CV Me.

9Ejercicio tomado de ACCG
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Calculemos las curvas de costo variable medio:

CV =wL
v\ /2
= CV =100
(%)
Y3/2 3/2
= CVMe= 1OOW =~ 0,0099Y

La curva de costo medio:

1 Y\*? 320
Me= =1
CMe (Y) OO<4O> + v

Yy3/2 320 3 320
= 100405/2 + v~ 0,0099Y /< +
La grafica:
Costo C'Me
CMg
CVMe

Entonces la curva de oferta inversa es:

P =0,025Y%2Y >0

La curva de oferta normal es:

p 1%/3
Y = ,P>0
0,025

CAPITULO 11.

LA FUNCION DE COSTOS

b) Determine la funcién de la oferta de largo plazo de la empresa especificando las condiciones que
permiten definirla. Represente en un grafico las funciones de: costo marginal y costo medio.

— En el largo plazo, tanto L como K son variables. Sabemos que la condiciéon éptima de la empresa es

la siguiente:

PML - g
PMg v
20 (2) L>571K'Y5 100

= 90125 (L) k1/5-1 10

2K
21
i 0
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Ahora, podemos utilizar esta condicién para obtener L en términos de Y y luego obtener la funcién de
costo total en términos de Y también:

Y = 20(L)*/°(5L)'/°
=Y =20L%°(5)'/°
_r
20(5)1/5
5/3
LY
Eroed

L= _yws
251,98

L3/5 —

CT =wL+rK
= CT = 100L + 10(5L)

_ 1 5/3
= CT =150 (251,98) Y

= OT ~ 0,595Y°/3

CM = 0,595 (2) Y2/3 ~ 0,992y 2/3

El costo marginal es la curva inversa de oferta si cumple con las siguientes condiciones a largo plazo: que
el costo marginal sea creciente, Y > 0y que CM > min C Me.
El costo medio es:

CMe = % =0,595Y%/3

La gréfica es:

Costo

CMg

CMe

Entonces la curva de oferta inversa es:

P =0,992Y%3Y >0

La curva de oferta normal es:

p 132
Y = ,P>0
0,992



182 CAPITULO 11. LA FUNCION DE COSTOS

Ejercicio 57 [Funcion de costos: conceptual m/ Para cada uno de los siguientes enunciados, indica si son
Verdaderos o Falsos. Justifica tu respuesta.

. (3 puntos) El costo promedio en el corto plazo es siempre al menos tan grande como el costo promedio en
el largo plazo (es decir, si x es el costo en el corto plazo e y en el largo plazo, entonces x > y).

Solucién: — Verdadero. El costo en el corto plazo es mayor o igual al del largo plazo porque el productor no
puede optimizar todos los insumos para minimizar costos de producciéon. En otras palabras, el costo de corto
plazo siempre es alcanzable en el largo plazo, pero en el largo plazo la firma tiene mas grados de libertad
para minimizar los costos.

. (8 puntos) Una firma con rendimientos constantes a escala en el corto plazo también debe tener rendimientos
constantes a escala en el largo plazo.

Solucién: — Falso. En el corto plazo, al menos un factor de produccién, como el capital, es fijo. Bajo
estas condiciones, la firma puede mostrar rendimientos constantes a escala. Sin embargo, en el largo plazo,
todos los factores son variables, lo cual puede dar lugar a rendimientos crecientes o decrecientes a escala, no
necesariamente constantes.

. (3 puntos) En un mercado competitivo, las firmas maximizan beneficios eligiendo el precio que iguala su
costo marginal.
Solucién: — Falso. En un mercado perfectamente competitivo, las firmas no eligen el precio; lo toman como
dado. Maximizan beneficios ajustando la cantidad producida de modo que el precio del mercado iguale su
costo marginal.

. (3 puntos) Si la funcién de produccién de una firma exhibe rendimientos constantes a escala, entonces tiene
rendimientos marginales decrecientes en todos los factores de produccién.

Solucién: — Falso. Considera el caso de sustitucién perfecta, donde la funcién de produccién es F(L, K) =
L+ K. Esta funcién exhibe rendimientos constantes a escala, pero ambos factores tienen también rendimientos
marginales constantes.

. (3 puntos) Una firma con rendimientos crecientes a escala tiene costos marginales decrecientes.
Solucién: — Verdadero. A medida que aumenta la produccién, las firmas se vuelven maés eficientes, lo que
conduce a una disminucioén en los costos marginales.

Ejercicio 58 [Costos de corto y largo plazzﬂ/. Considera una firma con la siguiente funcién de produccién:
F(L,K)=L3K53

donde L denota trabajo y K denota capital.

. (5 puntos) Encuentra el producto marginal del trabajo y del capital, y la tasa marginal de sustitucién técnica

para la firma.
Solucion: —

OF 2 11 oOF 1 2 2
MP, ==~ =2L"5K3, MPx=——=-L5K 3
L=9rL 3 ’ K= oK 3
M Py, 2K
MRTS = — = ——
M Py L

. (5 puntos) Dibuja y rotula el mapa de isoquantas.
Solucién: — (Aqui debe ir un grafico de isoquantas convexas al origen, con niveles de produccién gy < g1 <

q2-)

09Fjercicio tomado de Gruber (2023)
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Supén que el salario es w = 1 y el costo del capital es r = 3. Supdn que en el corto plazo, la firma mantiene
fijo el capital en K = 1.

K

. (5 puntos) Deriva la curva de costo total de corto plazo como funcién de la cantidad gq.
Solucién: — Si K = 1, entonces L = ¢> y la curva de costo total es:

c(q) =3+¢°

. (5 puntos) Deriva la curva de costo marginal de corto plazo y la curva de costo variable promedio, y gréficas
ambas. Tu grafico no necesita estar a escala pero debe ser cualitativamente correcto.
Solucién: —

MC(q) =3¢*, AVC(q) =¢

Costo

CMe

. (5 puntos) {Cudl es la curva de oferta de corto plazo de la firma? jPara qué precios producird una cantidad
positiva?
Solucién: — La curva de oferta de corto plazo de la firma es:

p=MC(q) =3¢

Dado que p = MC(q) > AVC(q), la firma siempre elegird producir a cualquier precio.

. (5 puntos) Como mostramos en la pregunta 3, la curva de costo total de largo plazo para una funcién del

tipo:
8
w\a+s (TP 1
C = (v — — a+f
W=t+5) ()7 (5)
Deriva la curva de costo total de largo plazo para F(K, L) = L3K3. i Es esta curva de costo total en el largo

plazo mayor, menor o igual que la curva de costo en el corto plazo cuando K = 17
Solucién: — Aqui a = % y B = %, entonces la curva de costo total de largo plazo es:

2
e(g) = 5(Buw) i (Br)ig’ = 2wirig’
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La curva de costo de largo plazo es menor o igual a la curva de corto plazo en todos los puntos, ya que la
firma elige insumos de forma éptima en el largo plazo, mientras que en el corto plazo uno de los factores
(el capital) estd fijo. Es estrictamente menor a menos que el nivel de demanda éptimo en el largo plazo sea
precisamente K = 1.
Esto se puede demostrar comparando:

Qw%rqu <wg® +r
Lo cual se cumple cuando:

2 L

L
- :3~E:Sustituyendo%:—:>[(:1

K

Ejercicio 59 [Costos de corto plazr,. Considera una firma con la siguiente funcién de produccién:
F(L,K)=AL3K3

donde A es una variable exdgena que representa tecnologia.

1. (5 puntos) Encuentra el producto marginal del trabajo y del capital, y la tasa marginal de sustitucién técnica
(MRTS) para la firma. ;Cémo afecta un aumento en A, que representa un progreso tecnolégico, al producto
marginal del trabajo, del capital y al MRTS?

Solucién: —

OF 2 11 oOF 1 2 2
MP, =20 = ZAL3K, MPr =2 = _ALSK-#
L=5L ~ 30 Y K=oaK 370 n?
MP;, 2K
MRTS = — e
M Py L

Las mejoras tecnoldgicas aumentan por igual tanto el producto marginal del trabajo como el del capital,
mientras que la MRTS permanece constante.

2. (5 puntos) Dibuja y compara las isoquantas para un nivel de produccién ¢ = 30, con A =1y A’ = 2. Explica
la intuicién detras del cambio en las isoquantas.
Solucién: — Las isoquantas se desplazan hacia adentro, tanto en el eje = como en el eje y, indicando que
la misma produccién puede lograrse con menores cantidades de trabajo y capital. Esto refleja el avance
tecnolégico de A = 1 a A’ = 2. Si la tecnologia continlia mejorando, las isoquantas se acercardn més al
origen. En términos intuitivos, esto significa que una mayor tecnologia permite un uso mas eficiente de
recursos para lograr el mismo nivel de output.

K

A/

Ahora considera una firma con la siguiente funcién de produccién:
F(L,K)=(L+A)3K53

3. (5 puntos) Encuentra el producto marginal del trabajo y del capital, y la tasa marginal de sustitucién técnica.
.,Cémo afecta un aumento en A, que representa un progreso tecnoldgico, a cada uno de ellos? ;En qué se

2Fjercicio tomado de Gruber (2023)
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diferencia esto del inciso 17
Solucién: —

oF 2 _1..1 or 1 2. . 2
MRTS:—MPL: 2K

MPx ~ L+A
Las mejoras tecnoldgicas aumentan el producto marginal del trabajo y del capital, pero la tasa MRTS
disminuye, ya que ahora depende de A. En particular, conforme aumenta A, la firma estd4 menos dispuesta
a sustituir capital por trabajo.

4. (5 puntos) Dibuja y compara las isoquantas para ¢ = 30 con A = 1y A’ = 2. Explica la intuicién detras del
cambio observado.
Solucién: — Las isoquantas se desplazan una unidad a la izquierda, indicando que la misma produccién
puede lograrse con una unidad menos de trabajo manteniendo constante el capital. Esto se debe al avance
tecnoldgico de A =1 a A’ = 2. Intuitivamente, esto sugiere que el progreso tecnolégico reduce la necesidad
de trabajo, manteniendo constante el uso de capital. Aqui, el impacto sobre el trabajo es mayor que sobre
el capital.

K

L

5. (5 puntos) ;Cudl de las dos funciones de produccién es mds compatible con la siguiente situacién: un
fabricante de autos puede usar robots para reemplazar trabajadores en la fabrica? Justifica tu respuesta.
Solucién: — La segunda funcién. En este caso, los robots sustituyen a los trabajadores, por lo tanto el
efecto tecnoldgico se incorpora de manera aditiva en el trabajo.

Ejercicio 60 [Teoria de la empresa a corto plazolf]/. Tienes una fabrica de helados y empleas tanto capital
K como trabajo L para producir helado. El capital esta fijo en el corto plazo en K, donde 0 < K < 1. Tu
funcién de produccion es:

F(L,K) =log(1+ L) +log(1 + K)

donde log es el logaritmo natural, i.e., logz =y <= x = e¥. Recuerda que log(1) = 0.
Supdén que no tienes capital en el corto plazo, asi que K = 0.

1. (3 Puntos) Encuentra la funcién de costos de corto plazo como funcién de w,r, K y q.
— La demanda por trabajo en el corto plazo es L5 (q) = e? — 1, asi que la funcién de costos de corto plazo
es:
CB(q) =rK +w(e? —1) = w(e? — 1)

2. (5 Puntos) Encuentra el costo marginal y el costo medio de corto plazo. Si la firma decide producir, jcudnto
producird como funcién del precio?
— Las curvas de costo marginal y promedio son:
dC>"(q) _C%(q) _ wel —w

MC(Q) = Tq = we?, AC(Q) = q = q

Si la firma decide producir, producira:
p = wel

BEjercicio tomado de Gruber (2023)
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. (7 Puntos) Supén ahora que K puede elegirse para minimizar costos dado un nivel de produccién. Supén
que w = = 1. Resuelve la funcién de costos de largo plazo y la curva de oferta de largo plazo.
— Cuando la firma minimiza costos:

1 1+ K w w

Sustituyendo en la funcién de produccién:

lOg(l+L)+10g<%(1+L)) :q:>210g(1+L):q+log( )éL:,/ge%—lﬁK: %e%—l

r
w
Sustituyendo en la funcién de costos:
C(q) = 2v/wre? — (w+7)

Cuando w = r = 1, entonces:

C(g) =2 (e% - 1)



Capitulo 12

Las economias de escala

Definicion 27 [Economia de escalal. Definase una economia de escala como una situacién en la que el costo
medio decrece a medida que aumenta la cantidad producida:

o0CMe

12.1
3g <0 ( )

Es decir, si el costo total aumenta en menos proporcién que la produccién total se esta frente a una economia
de escala.

Definicion 28 [Deseconomia de escala]. Definase una deseconomia de escala como una situacién en la que el
costo medio crece a medida que aumenta la cantidad producida:

o0CMe
dq

>0 (12.2)

Es decir, si el costo total aumenta en mayor proporcién que la produccién total se estd frente a una deseco-
nomia de escala.

Definicion 29 [Elasticidad costo total].

oCT ¢
Cor = —— 12.3
or = S5 o (12.3)
Noétese que la expresién de la elasticidad costo total es equivalente a:
CMg
Eor = 124
or=cop (12.4)

Notese entonces que:

Si CMg < CMe, el costo total aumenta menos que proporcionalmente con respecto a la produccién total y
por tanto habria una economia de escala.

Si CMg > CMe, el costo total aumenta mas que proporcionalmente con respecto a la produccién total y
por tanto habria una deseconomia de escala.

De esta manera, ocurre que bajo unos rendimientos crecientes, al magnificar los insumos de produccién
de un factor A, los costos de produccién crecen en menos de un factor A, por lo que al haber rendimientos
crecientes, se configuran economias de escala, mas no ocurre lo contrario: economias de escala no necesaria-
mente generan rendimientos crecientes. Es posible que los productores varien las proporciones en que utilicen
los insumos y que los rendimientos también varien en otras proporciones.

187
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Capitulo 13

La funcion de beneficios

Definicion 30 [Ingresos economicos]. Para efectos de definir la funcién de beneficios econémicos, definase los
ingresos como el resultado de la produccion alcanzada multiplicada por el precio al cual dicha produccién es

vendida:
Ingresos =p-q (13.1)

donde ¢ = f(z1,22, ..., 2n)-
Definicion 31 [Beneficios econdmicos]. Definase el beneficio econémico como la diferencia entre el ingreso
que recibe una firma (empresa) y los costos en los que incurre esta.

= pq — C(wy, wa, ..., wy,) (13.2)

Nota: no confundir beneficios contables y beneficios econémicos. A las personas economistas les suele inte-
resar la figura de los beneficios econémicos y no tanto los contables.

Por tanto, el problema de maximizar los beneficios econémicos de la empresa pueden expresarse de la
siguiente manera: [Maximizacién de los beneficios]

méx pqg — C(q, W, 2) (13.3)
q

Note que derivando con respecto a q se obtiene la siguiente condiciéon de primer orden:

9C(q, W, %)
p dq
_ 0C(q, W, )
= 9
Esto, en efecto, demuestra que bajo un mercado de competencia perfecta el precio ha de ser igual al costo

marginal, lo cual no es mas que una reformulacién de la condicién de arbitraje que exige que IMg = CMg.
Ahora, planteando el problema de una forma mas general:

=0

(13.4)

max  p- f(z1,22,...,2n) — C(w1,Wa, ..., Wn; 21, 22, ..., Zn) (13.5)
7

Entonces se obtienen las siguientes condiciones de primer orden:

of(z) C(ow), 7

0f(2) _ C(ow). 2

— <
p 0z 0z s0= p 0z — 021
of(z)  C(ow),z of(z) _ C(ow),z
_ < <
p 029 029 s0= p 0z — 029
of(2) C(ow), 7 of(%) _ C(9w),7
— < <
P 0zy, 0z, 0= P 0z, — Oz
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Capitulo 14

La dualidad del problema de la
empresa

Note que tras la resoluciéon del problema de la maximizacién de la produccién y el problema de la
minimizaciéon de costos, se llegd a la misma condicién de optimalidad, por lo que se puede concluir que
tanto el problema de la maximizacién de la produccién como la minizamiciéon de los costos son problemas

equivalentes.
Es por esta razén de que se habla de una dualidad en el problema de la firma. Dado que se parte del

supuesto que las empresas tienen un comportamiento maximizador, pueden adecuar su conducta para estos

fines de manera equivalente mediante cualquiera de estos dos problemas.
Para efectos practicos, en algunas ocasiones serd mas sencillo recurrir a uno u otro problema dependiendo

de las funciones en cuestién, pero el resultado sera equivalente.
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Capitulo 15

Los mercados de competencia
perfecta

Definicion 32 [Mercado de competencia perfecta]. Definase un mercado de competencia perfecta como aquel
en el cual los agentes se comportan como precio-aceptantes, es decir, que consideran los precios como dados
y que no tienen alguna posibilidad de injerencia en este mediante su comportamiento.

La particularidad esencial a considerar en los mercados de competencia perfecta, es que para los oferentes
(productores), en el 6ptimo, debe cumplirse la condicién de arbitraje. Es decir, que los productores produciran
hasta el punto en que IMg = C Mg, dado que bajo cualquier otro supuesto, sera posible mejorar cambiando
la decisién de produccién:

= [Mg > C'Mg: la ultima unidad producida aporta mas a los ingresos que a los costos, de manera que
aun se puede obtener ganancias produciendo maés.

= [Mg < CMg: la ultima unidad producida aporta mas a los costos que a los ingresos, de manera que
aun se puede obtener ganancias produciendo menos.

s [Mg= CMg: ladltima unidad producida aporta lo mismo a los costos que a los ingresos.

Sin embargo, bajo el supuesto de un mercado de competencia perfecta, el precio estd dado y es fijo, no
varia, de modo que p = IMg, y por ende en el éptimo el productor ofrecerd unidades hasta el punto que
p=CMgy.

Figura 15.1: Oferta de una empresa en un mercado de competencia perfecta

Note que entonces se generan tres grandes posibilidades:

400 st p>CMg
gx =< €[0,00[ si p=CMg
0 si p<CMg
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Ejemplo 21 [Funciones de produccion/. Una empresa se enfrenta a la funcién de produccién Q(L, K) =
L*K? donde o y B son pardmetros positivos. Luego, L y K son los insumos que la empresa emplea y 7 y
w son los costos respectivos de dichos insumos, los cuales se adquieren en un mercado competitivo.

. Encuentre la funcién de C'T'de la empresa en términos de pardmetros y de Q.
Primeramente, se debe maximizar la cantidad de produccién sujeta a una restriccion de costos, en donde
ambos insumos son variables de decisién de la empresa. Es decir:

T%Q(L,K) sa CT=wL+rK

L=L"K? + \CT —wL — rK)

Y las condiciones de primer orden serian:

oL Lo—1KB
Z =0 al 'K~ w=0= aiz)\
oL w

L ](571
%:O@Laﬁ[(ﬁfl_)\r:():} B )
oK —

Luego, tiene que ser que A = A, por lo que:

A=A
ol 'KP  LepKP!
Lw B r
alo1.p [KB-1
BwL® K6
a—1l—a
- al r _gB-1-8
Bw
a% T i
Bw K
ar _i
pwlL K
L
pwl _ .
ar
Luego, sustituyendo en la funcién de produccion:
Q =L°K”

Y por lo tanto:
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L*
BuL” _ .
ar
1
ar 6 m
Bu <(Q~ () ) )
=K*
ar
) _B_
puQ (55)"
:K*
ar
L ar O‘L*B
PuwQ= (m) _K
ar
Bu- —L Q7 (ar) ™7
(Bw)W _K*
ar
51 Q# (0”")$
(Bw) a+8 —K*
ar
(ﬂw)l a+pB Qa}rﬁ (ar) aﬁﬁ N
=K
ar
(,Bw)l atB Qa}rﬁ (ar) el
() =5 Q7 (ar) =7 =K
«@ B8 —«

2. Asumiendo que la empresa opera en un mercado competitivo, halle la curva de oferta de esta empresa en el
largo plazo.
Reemplazando los valores de L* y K* en la funcién de costos:

CT* =wL* +rK~™

A partir de lo anterior, se puede derivar que el costo marginal es:
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oCcT
Mg=——
CMg 90
_B _a
~26 |2 <Wi (?)MMQ% (ﬁotu M)]

Luego, en un mercado competitivo, se debe cumplir que:

p=CMg

8 a
1 1—a—3 o« [ar)>t? s [ Pw) P8
o p= a+B B | — s [ 22
P=a BQ <w ( B ) o < o > )

3. Para cada posible combinacién de « y (8, determine los rendimientos de escala de esta empresa. De igual
forma, determine las economias a escala de esta empresa.

= Rendimientos de escala

= Economias de escala

4. Ahora, suponga que la empresa se encuentra operando en el corto plazo, por lo que su funcién de produccién

se convierte en Q(L, K) = L"‘?ﬁ, siendo K una constante positiva. Para este caso, halle la curva de oferta
de esta empresa.

5. Determine qué tipo de rendimientos presenta QQ(L) para cada posible valor de a.

Ejemplo 22 [Costos y funcion de produccion/. Considere la siguiente funcién de produccién:

y=(L—4)3(K —4)*
K, L>4

El costo de capital y trabajo es igual a 2. Ocurre un cambio tecnolégico en el que se puede producir el
doble con la misma cantidad de insumos.

= Calcule la funcién de produccion después de la mejora tecnolégica

Observe que la mejora tecnoldgica es que ahora se puede producir el doble con los mismos insumos. Esto
quiere decir que si antes con una cierta cantidad de insumos se producia y, ahora, la misma cantidad insumos
produce 2y, por lo tanto:

y=f(K,L)=(L—4)%(K —4)3
y:@:ﬂ,ﬂmLyzzﬁLfQﬂngﬂ

= Grafique la funcién de produccién antes y después de la mejora tecnolégica. Asuma que la cantidad de capital
es constante e igual a 8.
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y=2f(K,L)
y=f(K,L)
L

= Utilice la funcién de producciéon con la mejora tecnoldgica para:

e Dibujar la curva de costo variable medio de corto plazo si K = 8

Y despejando L:

Luego el costo variable seria CV = w - L y sustituyendo L y w = 2:

Y se sabiendo que CV Me =

CV =w-L

eV =2, ((i)Q +4>

y/2
& CV="-+38

entonces:

8
Z 48
CVMe= gy,
!
8
8 y
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Y esto se ve asi:

CV Me

;,Cudl es el nivel de produccién y’ que hace que se minimice el costo variable medio?

0CV Me 0
oy
o [y 8
S — | — — | =
AkRE
1 8
8 y?
1 8
8 y?
y/2
& 2 =8
8
& y? =64
sy =438

Sin embargo se puede descartar la opcién de producir cantidades negativas, por lo que:

CVMe

e Obtener la curva de oferta de largo plazo

Se tiene la funcién de produccion:

y =2 |(L—4)7 (K —4)2
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Se va a usar el procedimiento de minimizacién de costos para encontrar el costo marginal de la empresa
y asi saber cudl es la curva de oferta.

Se sabe que en el éptimo debe cumplirse:

TMSTy g =—

2lfe-o -],
& - =—
A
fu-o7w-ni]

= T - =—
BCECHCE

(K1)
- 2(L—1)2 _w
(L-4% 1
2(K—4)3
(K—4)2
(L—4)2 :g
(L-4)% T
(K—4)2
- (K —4)3" 7 w
(L—4)%_%1 Ty
- K—-4 _w
L—4 r
Y luego, sabiendo que w = 2 y r = 2, entonces:
- (K —4)F 7 w
(L—4)%_%1 o
K -4
— =1
L—4
n (K—4)%7771 w
(L—4)%7%1 o
S K—-4=L—-4
& K =L

Y despejando L:
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y =2 (L—4)%(L—4)%}
y =2(L —4)2+2
y' =2(L —4)
!
%—L—zl
y' .
L 44=1
>+
Y en consecuencia:
y/
4 4=K*
>+

Ahora, evaluando los niveles 6ptimos de contratacién de L* y K* en la funcién de costos totales:

CT =w-L*+r-K*
Yy Yy
=2 (L 4+4)+2-(Z +4
(5+4)+2(5+1)
y/
=4 =+4+4
(5+4)

Y recordando la férmula del costo marginal:

oCcCT
Mg =7

)

Por lo canto la curva de oferta seria , sin embargo, dado que el costo variable minimo era de §,
y este es mayor qu el costo marginal, en teoria no habria oferta.

e Dibujar la curva de costo medio de largo plazo

Ejercicio 61 [Oferta de la empresa y la industria en un mercado (f()rn/p(—%t’/lz‘,iwﬂ/. En un mercado perfectamente
competitivo en el que todas las empresas son idénticas, la funcién de costo total de cada empresa en el largo

plazo es:

3
2

Cy) =8+2y

a) Determine la ecuacién de la oferta de la empresa en el largo plazo, especificando las condiciones que
la definen. Nota: Debe indicar la oferta directa y la oferta inversa y sus condiciones.
— Se calcula el costo marginal, ya que en un mercado competitivo ( CM = P ).

CMg = Sy%

1Ejercicio tomado de ACCG
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Se encuentra el punto minimo del costo medio para obtener el punto a partir del cual existe oferta

CMe = +2y%

< | oo

Se despeja y.

=

3yP =+ 2y >y =4
Yy

Por lo tanto, la oferta inversa de la empresa en el largo plazo es la siguiente:

P=3y%y>4

La oferta directa de la empresa en el largo plazo es:

P\?
= [ = P>6
Y <3>, =

b) Si en el mercado en el que operan estas empresas hubiese un precio igual a 10, demuestre si el mercado
estd o no en equilibrio en el largo plazo.

— Para que el mercado esté en equilibrio, se debe cumplir ( 7 = 0 ), por lo que se calculan los beneficios.

7=IT-Cly)=r=P-y—C(y)

Se encuentra la produccién cuando el precio es (P
directa.

10) al sustituir dicho valor en la funcién de oferta

Posteriormente, se calculan los beneficios.

o () foe (9)]

784
=7 ’

Note que (7 >0 ), por lo que el mercado no estd en equilibrio.

c¢) Si la demanda del mercado tiene la forma: ( P = 126 — 2Y ), donde Y es la produccién de todas las
empresas, determine, en una situacién de equilibrio de largo plazo, cudnto es la produccién (V) y cudntas
empresas estan produciendo en dicho mercado.

— En un mercado competitivo, la empresa produce donde ( CM = P = CMe ).

Nl

CM = CMe = 3y* = (i) + 2y

8
Y

Se sustituye (y = 4) en el costo marginal, ya que (CM = P).

CM =3y =>CM=3-(4)=P=6

(13)
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Se evalia (P = 6) en la demanda de mercado.

P=126-2Y =Y =60

A continuacién se calcula el niimero se empresas ( n ) utilizando los datos anteriores.

Y 60
=—=n=—=n=15 14
n ; n=-r=>n (14)

Ejercicio 62 [Curva de oferta de largo ])Z(I,Z(E]/. Considera una firma con la siguiente funcién de produccién:
F(K,L)=L°K"
La firma enfrenta un salario w y una tasa de alquiler del capital r.
. (5 puntos) Muestra que la curva de oferta de largo plazo para esta funcién de produccién es:
N B8
p= (D)7 (5)7 o

Solucién: — Para determinar la eleccién 6ptima de trabajo y capital, igualamos la tasa marginal de susti-
tucién técnica (MRTS) con —w/r:

M Py, aL* 1KP aK w aK w
MRTS = — - _ ok w _w
MPx  BLeKP 1 BL  r _BL

Sustituyendo esto en la funcién de produccién:
B B oIB
qg=L" <B’LUL> — <ﬁw> LOéJrﬁéL(m) i qﬁ
ar ar Bw

K= (W) R

ar

Luego:

Sustituyendo en la funcién de costo:

B o
a8 atB e atB
Clq) = wl + 1K = w (ar) 7 e (ﬂw> 0 = (a+8) (£) (r) S
«

Bw ar

La condicién de maximizacién de beneficios es MR = MC = p, lo que lleva a:

p= (EY%B (T> o (o + B)g=7 !

o g
. (5 puntos) Encuentra la curva de oferta de largo plazo como funcién de r, w, y q.
Solucién: — Si la MRTS es constante y se define como M RT'S = —1, entonces dependiendo de —w/r se

analizan tres casos:

Caso 1: —w/r > MRTS = r > w. La firma usard solo trabajo y el costo serd C'(q¢) = wq, por lo tanto
MC=w=p=w.

Caso 2: —w/r < MRTS = r < w. La firma usard solo capital y el costo serd C(q) = rqg = MC =r=p=r.
Caso 3: —w/r = MRTS = r = w. La firma es indiferente entre capital y trabajo, el costo total es
Clg)=rq=MC=r=p=rop=w.

Entonces, la curva de oferta de largo plazo es:

w sir>w
p=<r sir<w

row Ssir=w

2Ejercicio tomado de Gruber (2023)



203

3. (5 puntos) Verdadero o Falso: Un aumento en los salarios siempre disminuye la oferta en el largo plazo.
Solucién: — Falso. Si r < w, entonces la curva de oferta de largo plazo no depende de los salarios, sino del
costo de capital.

4. Sea L(w,r,q) la demanda de trabajo como funcién de los salarios w, tasa de alquiler r y produccién ¢. Define
la elasticidad de la demanda por trabajo como:

L OL(w,r,q) w
v ow L(w,r,q)

5. (5 puntos) Verdadero o Falso: La elasticidad de la demanda por trabajo en el largo plazo es siempre mayor
(en valor absoluto) que en el corto plazo. Justifica tu respuesta.
Solucién: — Verdadero. En el corto plazo, la demanda por output no depende del precio si el capital estd
fijo. El unico ajuste posible es via salario. Entonces, la elasticidad de corto plazo es cero. En el largo plazo,
el capital es variable, por lo tanto hay sustitucién entre trabajo y capital cuando cambia el salario.

Ejercicio 63 [Oferta de largo plazo y costos de insumos 1!(1'1"/f(111l&ﬂ[. (5 Puntos) Encuentra la curva de oferta
de largo plazo para esta funcién de produccién. ;Cudl es la curva de oferta de largo plazo para esta firma?
— Para determinar la eleccién éptima de trabajo y capital, igualamos la M RT'S con —w/r:

MP,  (KiL"3 K w

M Py _—%K*%L% L

Sustituyendo esto en la funcién de produccién, obtenemos:

1

r
L= (1) ’q,
w
lo que lleva a:
K= ()
r

Para la maximizacién de beneficios (donde MR = MC'), tenemos:

M

p:Qw%r .

Sup6n que la demanda estda dada por Q4 = 10 — p, y los salarios y el costo del capital estan fijados en w = 1
y 7 = 1 respectivamente.

2. (5 Puntos) Encuentra el precio y cantidad de equilibrio.
— De la Parte 1, determinamos que en equilibrio p* = 2(1)2(1)2 = 2, lo que da como resultado ¢* =
10 — p* = 8.
Ahora sup6n que el salario no es constante, sino que en cambio aumenta con la produccién total. En parti-

cular, supén que hay 6 firmas y w = %.

3. (5 Puntos) Justifica por qué los salarios pueden estar relacionados positivamente con la cantidad producida.
— Mientras mas produce una empresa, mas trabajo se requiere usualmente, tanto en términos de esfuerzo
como de horas. Para compensar este aumento en demanda, los salarios podrian incrementarse. Adicionalmen-
te, ofrecer salarios més altos a medida que aumentan los niveles de produccién puede servir como incentivo
para que los trabajadores mantengan o incluso aumenten su productividad.
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4. (5 Puntos) ;Cuél es la nueva curva de oferta de largo plazo? Grafica y compara la curva vieja y la nueva de
oferta suponiendo que los salarios estan fijados en w = 1 para la curva de oferta vieja y la tasa de capital
estd fijada en r = 1 para ambas. Proporciona una intuicién.

(Recuerda que la firma todavia toma w y r como dados cuando minimiza costos).
— La nueva curva de oferta de largo plazo se obtiene al reemplazar la tasa salarial constante con w = {,
donde g es la cantidad agregada producida, que denotamos como ¢;. En equilibrio, tenemos ¢; = . Entonces,
la curva de oferta individual es -

p=2rzq’.

Para obtener la curva agregada, necesitamos una relacién entre ¢; y q. Después de un poco de dlgebra:

1
1 /p\2 6 /p\2 2\? 1
w=1(3) =a=7(5) jp_(g) e

=

5. (6 Puntos) Supén que la demanda sigue siendo Q4 = 10 — p. {C6émo se comparan el precio y la cantidad de

equilibrio cuando w = 1 frente a cuando w = %? No necesitas proporcionar una expresién algebraica, basta
con mostrarlo en una grafica y dar una intuicién.
— En el nuevo equilibrio, tenemos ¢** < ¢* y p** > p*. Como la curva de oferta se desplaza de una posicién
horizontal a una pendiente positiva desde su estado constante anterior, la nueva cantidad de equilibrio
disminuye para la misma demanda. Ademaés, al aumentar los costos, el precio de equilibrio también deberia
aumentar, ya que la firma tiene un incentivo a vender a un precio més alto. Graficamente:

b

Ejercicio 64 [Oferta agr@gadﬂ/ En el centro de Boston hay un mercado de agricultores muy activo. En
este mercado, hay tres huertos de manzanos en la zona que se especializan en producir el mismo tipo de
manzanas. Las funciones de costo de corto plazo para estos productores son:

4Ejercicio tomado de Gruber (2023)



205

1
alq) = th +5¢— 1,

1
calq) = §q2 + 3¢,

1
cs(q) = 5612 +2g.

1. (5 Puntos) Deriva las curvas de oferta de corto plazo para cada firma. ;Las firmas deciden producir a
cualquier precio?

— Observamos que c1(q) = %qQ 4+ 5g — 1. La firma 1 maximiza sus beneficios cuando el ingreso marginal
(precio p) es igual al costo marginal:
2
p= 361-

Asi, cada firma tiene curvas de oferta de ¢; = 2p, ¢o = 1,5p y q3 = p.
Dado que las firmas producen de acuerdo con la maximizacién de beneficios, y hay rendimientos decrecientes
a escala, sabemos que p = MC(q) > AVC(q) y por lo tanto, la firma nunca optard por cerrar.

2. (5 Puntos) Sea Q; la oferta agregada de manzanas en el mercado agricola. Deriva la oferta agregada de
manzanas como funcién del precio de las manzanas.
— La oferta agregada de manzanas en el mercado agricola es:

Qs(p) = 2p + 1,5p +p = 4,5p.
Supén que la demanda por manzanas estd dada por Q4 =1 — p.

3. (5 Puntos) ;Cudl es la cantidad y precio de equilibrio del mercado Q* y p*? ;Cuédnto produce cada firma en
equilibrio?
— FEl equilibrio se alcanza cuando la oferta es igual a la demanda. Dado que:

475]3* =1- p*a

obtenemos p* = 515 = 12—1 Por lo tanto, la cantidad de equilibrio es @* = 1 — p* = %. En este equilibrio,
2

cada firma produce: ¢ = 2p* = %, q2 = 1,5p* = %, ya=p" =

4. (7 Puntos) En el largo plazo, jesperarias que el nimero de huertos de manzanas aumente o disminuya con el
tiempo? Justifica tu respuesta. Tu respuesta debe tener una explicacién intuitiva y también una justificacion
matematica basada en la parte anterior.
— En el largo plazo, las firmas (o huertos de manzanas, en este caso) normalmente buscan beneficios positivos
para sostener sus operaciones. Si los huertos de manzanas consistentemente estdn generando beneficios
negativos:

2 5—1 1 N2 . 1 .
M= = eiaf) = 1 T e (= 0P 5 = — = (5 ),
entonces no es sostenible que sigan operando indefinidamente. Por lo tanto, el niimero de huertos de manzanas
disminuird con el tiempo porque algunos productores saldran del mercado.

Ejercicio 65 [Entrada de firm ae. Considera una ciudad con poblacion de tamano N. Cada habitante tiene
una demanda individual por leche dada por:

1
= 1 _ —
qp(p) 5P

Cada proveedor de leche debe pagar un costo fijo de operacién igual a 2 y su costo variable es igual a
%q2. Asi, el costo total del proveedor estd dado por:
1

c(q) = 5612 +2

1. (3 Puntos) Deriva la demanda agregada por leche, )4, como funcién del precio p y del tamafio de la poblacién
N.
— Cada habitante tiene la misma curva de demanda individual por leche. Entonces, la demanda agregada
serd, N multiplicada por la curva de demanda individual:

Qulp) = N <1 - 510p> - N

Np
50

5Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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. (4 Puntos) Deriva la curva de oferta individual de corto plazo de leche, g5, como funcién del precio p. jPara
qué valores del precio un proveedor elegird producir una cantidad positiva?

— Cada proveedor producird hasta que el precio sea igual al costo marginal. En este caso, MC = ¢. Entonces,
la curva de oferta individual serd gs(p) = p. Un proveedor elegird producir una cantidad positiva solo si el
precio es mayor a 0.

. (3 Puntos) Supén que hay J proveedores en la ciudad. Deriva la curva de oferta agregada de corto plazo,
Qs, como funcién del precio p y del niimero de proveedores J.
— Si hay J proveedores en la ciudad, entonces la oferta agregada de corto plazo serd la oferta individual
multiplicada por J:

Qs (p) =Jp

. (7 Puntos) ;Cudl es la cantidad de equilibrio Q* y el precio p* del mercado? ;Cémo dependen del tamano
de la poblacién N y del niimero de proveedores J? Proporciona una intuicién econémica.
— Para encontrar el equilibrio de mercado, igualamos oferta y demanda:

Np N N NJ
NJ'p+:>Np<J+> >pt=—F, Q'=Jp'=
J+ & J+ 5
Si se incrementa N, entonces tanto el precio como la cantidad de equilibrio aumentan. La razén es que con
mas habitantes, se demanda mas leche, por lo que mas leche serd producida y a un precio mayor. Por otro
lado, si aumenta J, el precio de equilibrio disminuye y la cantidad aumenta, ya que hay més competencia y
mas oferta.

. (7 Puntos) ;Cudnto produce cada firma en equilibrio como funcién de J y N? Deriva una expresién para las
ganancias como funcién de J y N.
— Cada firma produce la cantidad de equilibrio dividida entre el nimero de firmas:
_NJ 1 N
J+& T I+ X

a(p)
Para encontrar las ganancias de la firma ¢, resolvemos:

N N 1

2 2

N 1 N

(N, J) = pgi — clai) = N N <N> +2 :>7Ti(NaJ):<N> —2
J+5 J+5 2\J+ 5 2\J+ 5

. (8 Puntos) Supén ahora que hay entrada libre. Deriva el niimero de firmas J que operaran en el largo plazo,
asf como la cantidad agregada Q™% y el precio p“f*. ; Cémo depende del tamaiio de la ciudad N? Proporciona
una intuicién.

— Con entrada libre, las ganancias de largo plazo deben ser cero, lo que implica que p = M C = ¢;. Igualamos
la ecuacién de ganancias a cero:

2 2
1 N N N N N 2N 12N
0= -2=2= =Jt+t-=—F=22J+t0=—F=>J=—
2<J+é\(’)> <J+é\’0> 50 /2 25 /2 25
Utilizando las ecuaciones de la parte 4:

r_ N N N5,
12N N 25N+2N 27N
2% T 50 50 50 27

NJ N-LBE 12N2/25 12N2/25 24N

QLf — — = = =
TR T B wNm %

El nimero de firmas aumenta conforme el tamano de la ciudad N aumenta. Esto tiene sentido, pues si hay
mas personas que demandan leche, tiene sentido que haya més productores de leche en el mercado.

Ejercicio 66 [Falso y verdadero: costos, oferta y oferta agregada . Determina si las siguientes afirmaciones
son Verdaderas o Falsas. Explica tus respuestas.

6Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (5 Puntos) En mercados competitivos, los controles de precios siempre son eficientes.
— Falso. En mercados competitivos, si los controles de precios alejan el precio del equilibrio, entonces
generan una pérdida de eficiencia. Un precio maximo por debajo del precio de equilibrio o un precio minimo
por encima del precio de equilibrio impediran la realizaciéon de transacciones que de otro modo ocurririan.

2. (5 Puntos) Si las demandas individuales son P = 3Q1 y P = 2@Q)2, entonces la demanda agregada es P = 5@Q),

donde Q = Q1 + Q.
— Falso. La demanda agregada es Q = Q1 + Q2 = g + g = %.

3. (5 Puntos) Con entrada libre y firmas idénticas, el precio es igual al costo promedio.
— Verdadero. Con entrada libre y si todas las firmas tienen la misma tecnologia de produccion, entonces
p=MC(q) = AVC(q), donde ¢ es la cantidad producida individualmente.

4. (5 Puntos) La entrada libre en un mercado reduce los precios.
— Falso. Si las firmas tienen pérdidas, entonces algunas saldran del mercado, reduciendo la oferta y aumen-
tando los precios.

Ejercicio 67 [Teoria del pr(,)ducto. Una empresa tiene una funciéon de producciéon dada por:

Q(Zla"' 7Zn) :ZZL%

1. Obtenga las demandas condicionadas para cada factor de produccion.
_>

n

n
, 1/2
min W; 25 s.a. q= z;
P2
i=1

i=1

Sl

E:zn:wlzl—i—)\

i=1

Condiciones de primer orden:

oL 1, 12
\ O\ 2
=2 = =
! (2wj)
2
3-(2)
Zj k
- wj 1/2
=0=>(3)=
k=1 \Wk
2 _
éq:w]z/ Zwkl
k=1
2
= 25 = g

2. Obtenga las demandas no condicionadas para cada factor de produccién.
%

max < p E Z; —E W; %4
Zi
’ i=1 i=1

Condiciones de primer orden:

"Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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OL _p_—1/2 p?

— ==z —w; =0= 2=

dz; 277 J J 4wj2
Curva de oferta:

o q q
C’T*(q,w):ij~ ~ — = - - 22“’]’
j=1 (Zk:1 Wy 1) (Zkzl Wi, 1) j=1

2

_ q
= -1
D1 Wi
Costo marginal:
2
CM = niqq
k=1 Wg
3. Obtenga la curva de oferta de la empresa.
H
2
P=—"-1 _
D=1 W,
. _ nc ney __ — — = —
Otra forma: ¢ = q(z7¢, ...,z )—Z z;-w—z el Qij
J=1 Jj=1 J J=1
2
=p= d

N L
Zj:l wj

4. Determine los costos marginales y costos medios que tiene la empresa.

%
2q q
CM=———— v CMe= ———
2 k1 Wy D1 Wy,
5. Determine los rendimientos a escala que presenta la empresa.
%

1/2 1/2
qAz1, ..., z,) = Z()\zj)l/2 = Z)\l/sz/ = \/2 sz/ = )\1/2(]
j=1 j=1 j=1

=Rendimientos decrecientes a escala

Otra forma:

_0Q m_ 1 ap om_1 5"

3

1
5T hn Q2% QT2 Q.

n

zn:e = Z 1 . 23/2 _ 1 zn:zl/z _ 1 -Q = 1 < 1 = Rendimientos decrecientes a escala
i=1 q’Zi_z‘:12 Q_2Qz‘=1i - 2Q 2

6. Determine las economias a escala que presenta la empresa.
%

CMe—- — 1

—1
22:1 Wy,
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O0CMe
dq

> 0 = desconomias a escala

Otra forma:

CMg

= 2 > 1 = desconomias a escala
CMe

Dado que la funcién es homogénea, entonces los rendimientos y las economias coinciden.

7. Encuentre la elasticidad de sustitucion de los factores de produccion.
_>

L1172 % 1/2 1 "
TMSy; = ’;—/2 = In(TMS) =In <) =—-In (>
2z Zj 2 Zj

J

= 2In(TMS) = In (’”)

Otra forma:

oTMS k
Como:
20\ 2 z
TMSy; = <’“) > TMS? =k
Zj Zj
Entonces:
TMS 2TMS?
o=2TMS - — — = - -9

Ejercicio 68 [Teoria del productor en un mercado (30771])(2//73//127*@. Una empresa tiene una funcién de produc-
cién dada por:

n

Qo zm) =2 [[ (- 1)?

i=2
1. Obtenga las demandas condicionadas para cada factor de produccién.

2. Encuentre la elasticidad insumo-producto y elasticidad insumo total.

3. Determine los rendimientos a escala que presenta la empresa.

8Ejercicio tomado de Casasola (2024)



210 CAPITULO 15. LOS MERCADOS DE COMPETENCIA PERFECTA

. Determine las economias a escala que presenta la empresa.

1 -1 1/2 1n 1/2

l 2]_[1»2(2,-—1)1/2 _922(%‘_1)/1_[17&]('21’_1)/ _zi—=1 .. Wy
1 1/2 12 1 _% 1/2 1/2 T ws .
EAC RS | SHCES IR A RS Vel § (A CES Ve wj

=2
1 n
PM., =z " [[(zi = 1)
i=2
1
€q,z1 5
PMy,
~1/2 1 2
PM; = le (zj-1) / H /
i#]
1 n 1
e, =22t (- D[ (2 - 1)
i#]
j
£,  ——
K Z5 — 1
EPT = 3 1+1 Z j=2 7,1 > 1 = rendimientos crecientes a escala

1 1
. CT(q7w17"'a )—(Z”wlnj Q(wj) +(TL—1) % 1H] Q(w]) +Z?:2wj

1
n

CT(q7w1,...,w)—nan1HJ Q(w’) + 3w

no(w)
wl HJ:Q <w1>

1

CM, =ng™ T T, (82) " + a7 Sy wy

g ] n= 1 economias decrecientes a escala (CM, > C'M,)
’ > 2 economias crecientes a excala (CM, > CM,)

CMg _ 2q2;n

Ejercicio 69 [Teoria del productor en un mercado (:onlpclxzf/,?fv(ﬂ/ Considere una empresa que presenta la
siguiente funcién de produccion:

1
q(z1...,2p) =min{z,...,2,}7» , p>1
9Fjercicio tomado de Casasola (2024)
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Obtenga las demandas condicionadas de todos los insumos.

Determine los rendimientos a escala y las economias de escala.

Obtenga la oferta de la empresa y la oferta de la industria considerando que hay m empresas idénticas.
Determine la elasticidad de sustitucién entre todos los insumos.

Determine la elasticidad de sustitucién cruzada y propia de las demandas condicionadas e interprete.

1.

Zi:Zj

1
=>Q =2 =2 =¢"

q:A% -min{zl,...,zn}%

p>1=h= % < 1 = rendimientos decrecientes y deseconomias.
3)

CT =¢? Zn: w;
i=1
CM,; = pqp_l i:wi

i=1

Oferta de la industria

4) En el 6ptimo = =1

= 0ji =5 = Nj; =0

5)m5=0 A nl'cj:O

Al ser una funcién de complementos la sensibilidad de la demanda ante cambios en los precios de
los factores es nula.

Ejercicio 70 [Teoria del productor en un mercado cmnpchﬁliwﬂ/. Una empresa tiene una funcién de produc-
cién dada por:

Q(Zla"' 7Zn) _ [Zzieell =

0Fjercicio tomado de Casasola (2024)
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Obtenga las demandas condicionadas para cada factor de produccién.
Obtenga la funcién de costos minimos de la empresa.

Determine los rendimientos a escala que presenta la empresa.
Determine la elasticidad producto total.

Determine las economias a escala que presenta la empresa.

Encuentre la elasticidad de sustitucién de los factores de produccién.

RERCERANE I

Demuestre que la demanda condicionada es homogénea de grado 0 .

n -1
PM; = Q- [221_1] z
=1

TMSjk:ij :ﬁﬁzk: ﬂ Zj

Z; Wi Wi

J

n e e—1 1 aefl n 1 e—1 sil
o] e[

k=1 i=1
= 2 (Qui) = 9

. n 1 e—1]e-1
w; |:Zz'=1 (I) }
2)
CT(Q.&) =Y Qe = CT(Q, ) = @ Y wie
i i

i=1 e [Z?—l (wl>1} _E

e—1

5. QUi a) =[S 020 %] T <[22, 7]

= ()]

La funcion es homogénea grado 1 = rendimientos constantes = economias constantes a escalo.

e

@ sl
n

4) epr =D 1 1Eqp =Dy ——a—— =Dy zi]_l Sy z? = 1 = rendimientos constantes a
escala V.
5) CM,=CM = 2o wzil — = Ecrg = 1 = economias constantes a escalo.
(= ()]
6)
Oln zk
Oip = ——>— =¢
J 0lnTnjy
- Q Q Q .
Zj(Q7>‘w) = = = = = Z(Q,UJ)

TN o ST S EN T

Ejercicio 71 [Teoria del productor en un mercado (:()rn,p(emft'/lwm/. La funcién de producciéon de una empresa
estd en funcién de n insumos segin la siguiente ecuacién:
Q(21,..,2zn) =21+ Y ron(z;—1) con 2z>0 A z>1 Vi=2,...,n

HEjercicio tomado de Casasola (2024)
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1. Encuentre las demandas condicionadas y no condicionadas de todos los tipos de insumos.
— Se tiene que:

1
TMSy,; = 4 = 2 =20 =141

Zj*l w-] wj

n w n
Q==z+ ln—lézczQ—n—llnwl—l— Inw;

La demanda no condicionada para Z; no existe

P.

1 P
=w;j=z"=—+1
Zj -1 : UJj
2. Encuentre la elasticidad de sustitucién entre todos los tipos de insumos.
— Ahora:

Zj

015 = ;Tg\;ls)lj ) Té\/[zjsjlj =M1~ it

j1 9T MSi (ﬂ) My — Mjj

zj
oz
_ Zn TMSkj
U'“J_é)TMSk]. (ij) = Njk — Nkk
2k
w n
. 1
zjfzw—j—i-l A zf:Q—(n—1)|nw1+j§1nwj
1 _
o1j 77;1_7751:11)4'23'1"‘(”_1)211
j
1 wl —1
Ot = T =
j
wl —1

Okj =MNjk — Nk = — * 2
j = M n w, K

Ejercicio 72 [Teoria del productor en un mercado (:()'ln,p(—it'llti'zmlfl/. Considere una empresa que presenta la
siguiente funcién de produccion:

1 1
Q(zl...,zn):min{lzf,...,nzﬁ}

1. Obtenga las demandas condicionadas de todos los insumos.

2. Determine los rendimientos a escala y las economias de escala.

3. Obtenga la oferta de la empresa y la oferta de la industria considerando que hay m empresas idénticas.
4

. Determine la elasticidad de sustitucién entre todos los insumos.

1 1
PR - RN R
JZ; = Kz} ==

—_

1 qz
— a2 c _ g9~
q=Jzj = 2j =7

1 . . . ’
2. q(Az1, - zn) = A2q(21,...,20) = h = % = rendimientos decrecientes y deseconomias.

2Fjercicio tomado de Casasola (2024)
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3. CT =¢* Py 17;
_2QZJ 1]

mP
q= = Q=
227, 1 J2 22] 1 J2
————
oferta empresa oferta industrio
4.
_ C c
Ok;j = njk — Ny = 0
Otra forma
2
=L = — ( condicién optimalidad )
k]
O0ln (ﬁ)
Zk
o, = ——F—< =0
Wy
Odln (wj )
Ejercicio 73 [Teoria del productor en un mercado competiti U(E/. Una empresa posee la funcién de producciéon
n (07}
Q (21, v2n) =D 1 % con 0<a; <l
1. Encuentre los rendimientos a escala de la funcién de produccién.

2. La curva de oferta de la empresa.
3. Las economias a escala de la empresa.
4

. Si existen n empresas idénticas, obtenga la curva de oferta de la industria, asumiendo que no hay libre
entrada de empresas a esa industria y que los costos de produccion son constantes.

1.

Q(\z1,...,22,) =A'Q con 0 < h <1 (sia;# aj Vi, j entonces no es homogénea pero sigue habiendo
rendimientos decrecientes a escala)

Otra forma

1 ) )
epr = QZOQZ? ( Note que Zaizf“ < Q porque 0 < a; < 1) = epr < 1.

izt w;

J
II\/.[Sjk = J =
«

ap—1

QWi oy | @1
Zj= | T %
QW

a1

Q Z ozkw] ak L @it
(&%} U)k

Aqui se complica

L3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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10.
11.
12.

13.

14.
15.
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Otra forma

o

)

Dado que @ (A21,...,Az,) = A"Q con 0 < h < 1 entonces o, > 1 por lo que hay economfas decre-
cientes a escala
1)

o wi
nQ=n <P04j>

FEjercicio 74 [Teoria del productor en un mercado (,:(mz,petz?tzﬁwm/. Una empresa tiene una funcién de produc-
cién dada por:

n 1

Qe z) = [[ 577

i=1
Obtenga las demandas condicionadas para cada factor de produccion.
Obtenga las demandas no condicionadas para cada factor de produccién.
Obtenga la funcién de costos minimos de la empresa.

Si la empresa estd en un mercado competitivo del bien que produce, determine la oferta de la empresa de
ese bien y la funcién de ganancias.

Determine los rendimientos a escala que presenta la empresa.
Determine las economias a escala que presenta la empresa.

Encuentre la elasticidad de sustitucién de los factores de produccién.

0C (w1, ,wn,Q) zj (

Utilice el lema de Shepard para comprobar que o,

Wi, e, Wy, Q)

Compruebe que se cumple la simetria de Hicks para las demandas condicionadas.

Demuestre que la demanda condicionada es homogénea de grado O .

Obtenga la elasticidad propia y cruazada del precio-demanda condicionada.

Demuestre que se cumple que ng + n% = 0 (en caso de n = 2 ) e interprete dicho resultado. Si hay n factores

su forma equivalente serfa: 7§ + >, 7, =0

Demuestre que la elasticidad de sustitucién de los factores también se puede determinar comoo = 175 —ng.
Importante este resultado porque para algunas funciones en particular sélo se va a poder calcular de esta
forma, ver II parcial IS-2021

Determine la ecuacién de Slutsky en términos propios e interprete sus resultados.

Determine la ecuacién de Slutsky en términos cruzados e interprete sus resultados. Tarea moral

MEjercicio tomado de Casasola (2024)
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71 n+1
( +1 ) Hz 1 7 2k ’u)j
T\ Szjqzk; = = —_——= —

1 -1 n+1 Zj W
( +1 )Z Hg 1%
n 1 n+1
H (w;2,) 7 (=
= a Wk

Q= (wjz )n+1 ITie (%) T

anl»l n .
zj(Q7 i) = ; H wy
Wi i
Demanda no condicionada
P P,u] = ’LU]
1 —1 . n+1
= =
(n + 1) J Pt k Wi
1 = 1\ ™1
= P- P wjzs) " (> =w
(Tl+1> J k:1<JJ) Wi J
1 n n 1 n+1
P <n+1> z; (w;z) ™ H (wk> = wj
k=1
T = S Dy T T
k=1
n ~n—n—1_ 1 n 1
n+1 T on+1 0 n+1 n+1 n+1
P n+1 n
Pai) — -1 -1
Hle) <n+1) 7 L
3)
n n+l n
C*(Q, W) :ij p leg
j=1 J k=1
+1 - 1
C*(Q,,u_)‘):n.Q n Hwkn
k=1
4)
Rendimientos a escala
homogénea de grado ;47 <1 = rendimientos decrecientes a escala = deseconomias
b)
0=1
7)
% n+41 1
CH QW) =n-Q wy;
k=1
oc*

=z =k- hwle Hwk

8101
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8)
nt1 n
~ o 1
zj(Q, W) = T wr
W _
k=
n41 n
Oz _ 1 1 @ L wi
Owy, nwk w Wk
J k=1
(9Zk . 1 1 nil n %
w, n J wh, ' H Wi
J k=1
nt1 n ) Qn+1 n
- = L
2 (Q, \W) = H Awg) ™ = Hw n
7 (Q, \d) o, (Awy) o, K
k=1 k=1

~ 0zjw;  Olnz
i ow; z; a Olnw;

1 1 «
lnzj:(n+ )an—lnwj—i—nZlnwk
k=1

n

1
nS,=-14—
n

S|

11)
Teorema Euler

Zi ()\wlv cey )‘wna Q) = )‘Ozi(u_jv Q)

Derivo con respecto a A

w e .
ow, ! Oown,

Bzi 822 o
5E§4“‘%§:aw wi =0

12)

o=n5, — n§7
6=1—L+4s—1

13) Ecuacién Slutsky

02 _ 025 | 0s . 0Q
dwy  dw + aQ ~ ow,

n+1
z;(Pw) = () wyt Ty wy!
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k=1 j=1
P \" | == & =
o nF1 nFl
=>Q= (n ) 11w H w;
=1 J=1
=n =1 P " " —n n
= Q=w " w™ M| | =——=
n+1 ik H wr T
i ik Wi

Una vez simplificado, escribimos las 3 ecuaciones que ocupamos

n —n —1

—1 P n n n n

Q= wy (m [Hi;ﬁk Wy, H} {H#k w; H]
n+1

1
Zj (Q7 u_j) = QTZL HZ:I ’U}]:

n+1
zj(P, W) = (%) w; L. szl wy, L

Cruzado

- 1 n+1\ -
—wklzj:nwklzj+( - )R Ly —lw ¢

1 1 n+1
=Wg % T ]
n n
1-n—1
nol_ g
-1 _ -1
W &= W Z

Ejercicio 75 [Teoria del producto en mercado (:()771,])(%2?777‘,771}(. Considere una empresa que tiene una funcién
de produccién dada por:

Q(zl,...,zn):H(zifai) z>a; >0 Vi=1,...,n

i=1
. . Qué tipo de rendimientos a escala presenta la funcién de produccién?

. Obtenga las demandas condicionadas para cada uno de los bienes.

w N =

. Obtenga la curva de costos totales de la empresa 6ptima.
4. ;Qué tipo de economias a escala presenta la funcién de produccién?

5. Suponga que la empresa ahora es un monopolista y se enfrenta a una demanda de mercado dada por: P = Q,
obtenga el precio y la cantidad que escoge el monopolista.

6. Demuestre que la demanda condicionada para cada uno de los bienes es homogénea de grado 0 en precios e
interpréte su resultado.

1.
PM;= ;%-APM, =2
oz _ n _ n 2 o .
€Qus = 505 NEPT = )i €qy2s = Doy 54 > 1 = rendimientos crecientes
2)
Q
. — k% FiTG . Wg Y —_

TMSk] - Q = p—ar | wj = Zj Q5 = w (Zk Oék;)

zj—o

5 Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Q=1II- Ly (Zk_ak)éQHJ Lwj = wi (2 — ag)" = 2(Q, W) = Qr Il vy

W + K
3) CT(Q,w) = an H w + Zakwk
H_/
costo variable costo fijo
4)
CM —TLQ“_ H éz QW
j— k:
dC M, o1 -
3 (1-n)Q H o 2 Z arw, < O = economias a escala
Q j=1 k=1
5)
Monopolista
. n 1 n
maxq Q? —nQw H w — Zakwk
j=1 k=1
1 o
2Q - Q' [[wr =0
j=1
AT
2Q=Q+ ' [Jwy =0
j=1
1_o %1
Qn = 2 H w_]
j=1
n 1—n2n
-1
P=Q=|2]]w"~
j=1
b)

Q" H] 1 (AWJ)

/\wk

2(Q, M) =

0
+oap = A Zli

Si todos los precios aumentan en la misma proporcion, la cantidad no cambia
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Capitulo 16

El monopolio

Definicion 33 [Monopolio]. Definase un monopolio como una estructura de mercado en la cual dnicamente
se configura un oferente (monopolista).

Generalmente los monopolios se configuran en mercados en los cuales se tranzan bienes o servicios sin
sustitutos cercanos. Esto generalmente se traduce en que entonces la diferencia esencial entre un monopolista
y un productor en un mercado de competencia perfecta es que el monopolista si tiene poder de mercado y
por ende si puede influir en el precio ofrecido a los demandantes.

Recuerde que en un mercado de competencia perfecta, si en ese mercado existe una demanda agregada
de pendiente negativa (es decir que cumple la ley de la demanda), cada firma (empresa) individualmente
enfrenta una demanda de forma horizontal, de manera que puede aumentar la cantidad ofrecida sin cambiar
el precio, puesto que el precio esta dado.

Figura 16.1: Curva de demanda enfrentada por una persona productora en un mercado de competencia
perfecta

Sin embargo, un monopolista, al ser el tnico oferente en el mercado, se enfrenta a toda la curva de
demanda del mercado.

Note que dado que en el mercado de competencia perfecta, el precio estd dado, entonces el ingreso
marginal es constante e igual al precio, mientras que en el caso del monopolio, que se enfrenta a una curva
de demanda con pendiente negativa, el ingreso marginal no es constante, por lo que entonces la condicién
de arbitraje IMg = C'Mg es distinta al caso de la competencia perfecta, por lo que se procede a estudiar el
ingreso marginal de un monopolista.

Por esta razon, a diferencia de una empresa en competencia perfecta, una empresa en un monopolio (sin
discriminacién de precios), la cantidad de unidades que venda si afecta el precio cobrado.

16.1. Ingreso marginal

Cuando en el mercado de competencia perfecta se altera la cantidad ofrecida, el precio no cambia, de
manera que el cambio en los beneficios serfa igual al cambio en la cantidad ofrecida. Sin embargo, en un
monopolio, alterar la cantidad ofrecidad tiene un doble efecto:

221
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Figura 16.2: Curva de demanda enfrentada por un monopolista

= Efecto produccion: el cambio en la cantidad ofrecida altera los beneficios finales que recibe la empresa, lo
cual también sucede en la competencia perfecta.

= Efecto precio: dado que el monopolista se enfrenta a una curva de demanda de pendiente negativa, para
cambiar la cantidad ofrecida el monopolista debe cambiar el precio y asi cambiard la cantidad demandada,
de manera que esto también incide en los beneficios finales. Es asi que entonces para:

e Vender més produccién — se debe reducir el precio de cada unidad producida
e Vender menos producciéon — se debe aumentar el precio de cada unidad producida

Es asi que entonces en el monopolio: p > IMg. Incluso podria ser que el ingreso marginal sea negativo
en el caso de que el efecto precio sea mayor al efecto produccion.

Note que a diferencia del monopolista, una empresa competitiva no requiere de bajar el precio con tal de
vender més, puesto que el precio estd dado para el mercado.

16.2. Beneficios del monopolio

Como cualquier otra firma (empresa) el monopolista tiene como objetivo maximizar sus beneficios, los
cuales bienen dados de la forma:

m=p-q(p) - clq(p)) (16.1)

Por tanto, el problema del monopolista puede ser planteado de la siguiente manera:
méx  pq(p) - c(a(p)) (16.2)

Sin embargo, este problema puede ser reescrito en términos de la cantidad en lugar del precio, dado que
se sabe que existe una relacién entre el precio y la cantidad ofrecida por el monopolista. Entonces suponga
que p(q(p)) = p es la funcién inversa de demanda, ante lo cual el problema de la maximizacién de la empresa
puede ser reescrito como :

mix p(q)q — c(q) (16.3)

Esto se hizo por conveniencia: es méas sencillo asumir que el precio es fijado por el mercado y el monopolista
maximiza eligiendo la cantidad a ofrecer dado el precio.

Figura 16.3: El efecto de alterar la cantidad producida también interfiere en el precio que se puede cobrar
por unidad.
Entonces, obtiendo la condicién de primer orden derivando con respecto a q:

on

i P (¢9)g+p(q) —(a(p)) =0

= p'(¢)q +p(q) = ¢ (q¢(p))
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CMg

I Mg q

Figura 16.4: El equilibrio en un mercado de monopolio

Lo cual es la condicién de arbitraje que indica que IMg = CMg. Ahora, esto puede ser reescrito de la

siguiente manera:
dp q ) dc
—=+1)plg) = —
<dq P dq
1 dc
= 1—— ) =—
p(q) ( 5,,) i
Es decir que entonces se presenta una situacién como la siguiente:

16.3. Oferta de un monopolio

Un monopolio no tiene curva de oferta, a continuacién la demostracién de esta proposicién (statement):

Demostracion. O

Qm q

Figura 16.5: Comportamiento de un monopolista

Ejemplo 23 [Monopolios y sindicatos]. Muchas empresas competitivas producen un tipo de microchip con la
funcién de producciéon @@ = 20L donde @ es la cantidad de microchips y L es la cantidad de trabajadores
especializados que se contratan. Los trabajadores estdn organizados en un sindicato por lo que constituyen
un monopolio de la oferta de trabajo.

La oferta de estos trabajadores es W = 2000 + 100¢ donde W es el salario por hora. Las empresas
enfrentan la demanda de mercado P = 2000 — Q.

» Demanda de L

IMg=CMg
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qm q

Figura 16.6: El monopolio no tiene curva de oferta

V PMg =20(2000 — 2Q)
=40000 — 40Q

CMg =2000 + 200L

VPMg=CMg
40000 — 40Q) =2000 + 200L
40000 — 40(20L) =2000 4 200L
40000 — 800L =2000 + 200L
40000 — 2000 =800L + 200L
38000 =1000L
38 =L"

Q* =20L*
=20(38)
=760

P* =2000 — 760
=1240

W =2000 4 100L
W™ =2000 + 100(38)
=5800

T=P-Q—-W-L
=1240(760) — 5800(38)
=722000
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= Determine el nivel de contratacion de L si hubiesen muchas empresas sin poder de mercado que contratan
ese tipo de trabajadores especializados.

V PMg =20(2000 — 2Q)
—=40000 — 800L

40000 — 800L =2000 + 100L
L* =42,22

Ejemplo 2/ [Un monopolista discriminador/. Un productor tiene una funcién de produccién representada
n

1 = . . - ‘s
por y = nZH:z:Z?”, donde z; es la cantidad de insumos utilizados en el proceso de produccién e y es la

=1
cantidad de produccién disponible para la venta. Todos los insumos tienen un costo de igual a 1 la unidad.
Asuma que este productor es el tnico vendedor en un mercado de dos consumidores y tiene la posibilidad
de realizar discriminacién de tercer grado.
El primer consumidor tiene una demanda inversa igual a P, = 10—y, mientras que el segundo consumidor
tiene una inversa iguala a P, = 20 — 2y». Encuentre el equilibrio en precios y cantidades si:

= Cualquiera de los consumidores puede revender el bien a cero costo y el bien solo se puede vender en unidades
enteras
Si el bien se puede fraccionar, la reventa a cero costo implica que el monopolista no puede
discriminar entre consumidores, por lo que se trata de un monopolista ordinario.
De esta manera, se suman las demandas y se obtiene el ingreso marginal. Las demandas presentadas son las
demandas inversas, por lo cual se despejan para obtener las funciones de demanda directas:

P1:10—y1<:>y1:10—P1

P
P2:2Of2y2<$>2y2:207P2¢>y2:10732
Y la suma de las demandas directas es:
Yit+y2 =y
P
10—-P+10— 5 =Y
20+ 200
B =Y
3P
20— — =
D) Y
Despejando para el precio:
3P 3P —2(y—20 -2 40
20——:y<:>——:y—20©—3P:2(y—20)©P:L® p="Y,.=
2 2 3 3 3
Y el ingreso marginal seria
—4y 40
IMg=—=+ —
=73 3

= Cualquiera de los consumidores puede revender el bien a un costo igual a ¢ y el bien solo se puede vender en
unidades enteras
En este caso no se puede determinar lo de las unidades enteras, pues t es indeterminado, asi que se va a
asumir que pueden vender unidades fraccionadas. De esta manera, se puede plantear el siguiente lagrangiano:
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L =Py + Poyo — (1 +y2)> + AN(P2 — P1 — t)?
L =(10 — y1)y1 + (20 — 2y2)y2 — (y1 + y2)* + M(20 — 2y — 10 + g1 — t)?
L =10y1 — yi + 20y2 — 2y5 — yi — 2152 — 3 + AM10 — 2y + 31 — 1)°

Y las condiciones de primer orden serian:

0
3 [10y1 — y? + 20ys — 2y3 — v + 2y192 + ¥3)* + A(10 — 2yo — y1 — t)%] =0
1

10 — 2y; — 2y1 — 2y + 2)\(10 —2ys +y1 — t) =0
10 — 2y1 — 2(y1 + yg) = — 2)\(10 — 2y2 =+ Yy — t)
)
)

0
Ay [10y1 — y7 + 20y2 — 2y5 — yi — 2p192 — ¥3 + A(10 — 2y + 51 — 1)°] =0
20 — 4y2 —2y; — 2y — 4)\(10 —2ys +y1 — 1) =0
2(10 = 2y2 —y1 —y2 — 2A(10 — 2y2 +y1 — t)) =0

9
) [10y1 — 7 +20y2 — 295 — ¥ — 2y192 — 3 + A(10 — 2y +y1 — )] =0

= El bien no se puede revender y se puede vender en unidades fraccionadas
Este es el caso de un monopolista de tercer grado:

10 — 2y1 = 2(y1 + y2) =5 — 2y1 = ¥2
20 — 4y2 = 2(y1 +y2) =10 —y1 = 3y

Solucionando el sistema de ecuaciones:

10—y
3
15— 6y; =10 — 1y
15— 10 =6y, — 1
5 =5y1
1=y
@5—2(1):y2©’3:y2‘/\‘1:y1‘

5 —2y; =

[Py =9|A[Py = 14]

= Kl bien no se puede revender, se puede vender en unidades fraccionadas, pero solo se pueden producir, como
maximo, 8 unidades

Es igual que el caso anterior dado que la restriccién de 8 unidades no se alcanza.

Ejercicio 76 [Monopolio y bzﬁeneatavﬂ/. Un monopolista tiene la funcién de costos:

1
C:ZQ2—5Q+300

Ademss, se enfrenta a la demanda de mercado:

Q=70-P

a) Determine cudles son el nivel de produccién (@) y el nivel de precios (P) que maximizan los beneficios
del monopolista.

— Pasos para determinar el nivel de produccién:

1Ejercicio tomado de ACCG
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Paso 1: Se calcula la funcién de ingreso marginal.
La curva de ingreso marginal es dos veces mas inclinada que la curva de demanda pero comparten la
misma interseccion con el eje-y. La curva de demanda inversa es la siguiente:

P=70-Q

Por lo tanto, la curva de ingreso marginal es:

P=70-2Q
Paso 2: Se igualan el ingreso marginal y el costo marginal para encontrar el nivel de produccién. Se
calcula el costo marginal:
1
CM = iQ -5

Se iguala el ingreso marginal al costo marginal para encontrar el nivel de produccién del monopolista.

IM=CM

1
10-2Q=5Q-5
Qn =30

Paso 3: Se sustituye el nivel de producciéon del monopolista en la funciéon de demanda para encontrar el
precio del monopolista.

P=70-Q
P =170 —30
Py =40

b) Calcule la magnitud de la pérdida irrecuperable de eficiencia.
— Se utiliza el siguiente grafico para calcular la pérdida irrecuperable de eficiencia ( CB ).

p
CMyg
40
20
(0%
D
30 50 q

Figura 15: El 4rea verde es la pérdida irrecuperable de bienestar.
Se encuentra la cantidad de equilibrio (Q*) para un mercado competitivo al igualar ( D = CM ).
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70—Q:%Q—5
Q* =50

Se sustituye @* en la curva de demanda inversa para encontrar P*.

P =70-50
P* =20

A continuacidn, se calcula el valor de « en el gréfico al sustituir (Q = 30) en la funcién de costo marginal.

1
CM=§Q—5
1
=-Q -5
« QQ
1
=—(30) —5
a=10

La pérdida irrecuperable de eficiencia ( C'B ) se encuentra a continuacién:

(40 — 10)(50 — 30)
2
CB =300

CB =

Ejercicio 77 [Monopolio discriminador y no di.,s’(:rmz,in,adorE]/. Considere un monopolista que puede identificar
las siguientes tres demandas:

¢ =100 — P
P
P
4 =300 — &

Adems4s se tiene que el costo marginal y el costo fijo del monopolista son cero. ( CM =0,CF =0)

1. Encuentre el equilibrio en el caso de que el monopolista no puede discriminar entre las demandas.
— Primero note que el hecho de el costo marginal y el costo fijo del monopolista sean cero implica que su
costo total también es cero ( CT = 0 ). Segundo, resulta util encontrar las demandas inversas y graficarlas
para luego visualizar la demanda de mercado por tramos.

¢ =100—P=P=100—q

P
Q2=200—§:>P:400—2q2

P
93=3OO—§:>P:900—3q3

a) En el caso en el que el monopolista no puede discriminar, es necesario encontrar la demanda de mer-
cado por tramos. Para esto puede resultar til observar en el grafico para que precios existen cudles
demandas o utilizando las demandas normales analizar para cudles precios no se demandan cantidades
negativas.

600 — }%P,p <100
¢m =< 500 — 2P, 100 < p < 400
300 — £ P,400 < p < 900

2Ejercicio tomado de ACCG
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A continuacién analizamos el éptimo del monopolista por tramos:

a) Primer tramo: si P < 100

La condicién 6ptima del monopolista es IM = CM. La demanda inversa en este tramo es P = % - %qm.
Entonces,

3600 12
1800
* P* =
= ¢, = 300, —

Como este precio es mayor a 100, por lo tanto, se descarta este caso.

b) Segundo tramo: si 100 < P < 400
La condicién éptima del monopolista es IM = CM. La demanda inversa en este tramo es P = 600 — gqm.
Entonces,

12
IM =600 — =gy = 0=CM
= ¢, = 250, P* = 300

Esta solucion si es viable, sin embargo, es necesario calcular el beneficio para comparar con el tercer tramo
y ver cudl opcion escoge el monopolista.

II=1IT — CT, recuerde que CT =0
IT = 250 - 300 = 75000

¢) Tercer tramo: si 400 < P < 900
La condicién 6ptima del monopolista es IM = C' M. La demanda inversa en este tramo es P = 900 — 3¢,,.
Entonces,

IM =900 — 6g,, =0=CM
= % =150, P* = 450

Ademas,

IT = 150 - 450 = 67500

Esta solucion también es viable, sin embargo, como el beneficio que obtiene es menor, el monopolista decide
P* = 300, y vende ¢, = 250. Note que al ser este el equilibrio, el monopolista no le vende a la demanda
mas pequena q .

. Encuentre el equilibrio si el monopolista puede discriminar g3 pero no entre ¢; y gs.

— En el caso en el que el monopolista puede discriminar g3 pero no entre ¢; y g2, se debe optimizar por

separado g3 Y ¢a = q1 + -
a) Optimicemos para g, :

200 — %P, 100 < p < 400

. _{ 300 — 2P,p <100
2

Se debe trabajar por tramos igual que en el inciso anterior:

I) Primer tramo: si P < 100

La condicién éptima del monopolista es IM = C'M. La demanda inversa en este tramo es P = 200 — %qa.
Entonces,

4
IM =200 — 5, =0=CM
= ¢ = 150, P* = 100
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Esta opcidn si es viable. Ademads,
IT, = 150 - 100 = 15000

IT) Segundo tramo: si 100 < P < 400
La condicién éptima del monopolista es IM = CM. La demanda inversa en este tramo es P = 400 — 2q,.
Entonces,

IM =400 — 4q, = 0= CM
= ¢ = 100, P* = 200

Esta opcién si es viable. Ademas,
IT, = 100 - 200 = 20000
Como el beneficio es mayor, entonces para ¢,, el monopolista escoge P* = 200 y vende ¢ = 100.

b) Optimicemos para g3 :
La demanda inversa es P = 900 — 3¢g3. Entonces,

IM =900 — 6g5 =0 =CM
= ¢ = 150, P* = 450

Ademas,

IT3 = 150 - 450 = 67500

Este es el éptimo del monopolista para esta tercera demanda. Si calculamos el beneficio total:

II =11, + IIs = 87500

Como el beneficio es mayor que cuando el monopolista no podia discriminar. Al discriminar, el
monopolista siempre tendrd mayor o igual beneficio.

Ejercicio 78 [Impuesto a un monopoﬁ(,

Ejercicio 79 [Monopolista discriminador de primer gv’adtﬂ/. Considere un monopolista. La demanda inversa
de mercado del bien estd dada por la ecuacién P = 1000 — @ y la funcién de costo total del monopolista
esta dada por:

1
C = 1000 + 100Q + §622

a) Encuentre la produccién de equilibrio, el precio de equilibrio, los beneficios de la empresa, el valor del
excedente del consumidor (EC), el excedente del productor (EP) y la pérdida irrecuperable de eficiencia de
la economia provocada por el monopolista (PIE).

— Primeramente, se calculan el costo marginal y el ingreso marginal.

CM =100+ @Q
IM =1000 — 2Q
Para encontrar el nivel de produccién se iguala ( IM = CM ).

IM = CM = 1000 — 2Q = 100 + Q = Q = 300

3Ejercicio tomado de ACCG
4Ejercicio tomado de ACCG
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Para encontrar el precio, se sustituye ( @ = 300 ) en la demanda inversa.

P =1000—-@ = P =700

A continuacién se calculan los beneficios.

1
T=P-Q-— {1000+ 100Q + (2> QQ]
7 = (700) - (300) — 76000 = 7 = 134 000

p
pérdida irrecuperable eficiencia
1 000
CMg
700
400
- /

| 300 450 q

Se encuentra el EC, EP y PIE.

700 — 400) (450 — 300)

PIE = ( = PIE = 22500

2
1 —
po = 1000 ZOO)(SOO) = EC = 45000
(400 — 100)(300)

EP = (700 — 400) - (300) + ( ) = EP = 135000

2

b) Ahora, este monopolista practicard discriminacién de precios de primer grado (es decir, discriminacién
de precios perfecta). En este caso la curva de demanda es también la curva de ingreso marginal de la empresa.
Explique por qué esto es cierto.

— Esto se debe a que a cada persona se le cobra su disposicién a pagar.

¢) Dado que esta empresa practica discriminacién de precios de primer grado, calcule los beneficios de la
empresa, el excedente del consumidor, el excedente del productor y la pérdida irrecuperable de eficiencia.

— En este caso se cumple que (EC = 0) y (PIE = 0). Para los otros calculos se utiliza el siguiente
grafico:
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1 000

700
550

400

100

300 450 q

El excedente del productor se calcula a continuacién.

1000 — 100)(450)
2

EP = ( = E'P = 202500

Para obtener los beneficios se deben calcular los ingresos totales y los costos totales. Los costos totales
se encuentran al evaluar el nivel de produccién del monopolista en la funcién de costos. El monopolista
discriminador de primer grado produce en el punto en que (CM =D ).

100 + Q = 1000 — Q = Q = 450

1
r=IT— {1000+100Q+ (2> QQ]
™ =P-Q— 147250

El monopolista discriminador de primer grado le cobra un precio diferente a cada consumidor, por lo que
se debe calcular el drea bajo la curva de demanda que se encuentra en morado en el grafico.

(1000 — 550)(450)
2
7 = 101250 + 247500 — 147500 = 201500

IT = (550 - 450) + = I'T = 247500 + 101250

Ejercicio 80 [Teoria de produccion a largo plaz(. Supongamos ahora que existe una fibrica de helados
distinta cuya funcién de costos de largo plazo es:

2
+9 >0
Clg) =41 1
0 q=0

Suponga que el mercado de helados es competitivo y que las empresas toman los precios como dados.

1. (3 puntos) Calcula la curva de oferta de largo plazo de la empresa. ;La empresa elige producir una
cantidad positiva a cualquier precio?

— La curva de oferta de largo plazo estd dada por:

p=MC(q) =2q

La empresa producird siempre que p > AV C(q). Esto ocurre siempre que el precio sea al menos tan
grande como el costo variable promedio minimo. Resolviendo:
2

9
2> 1 ha

<—=q>3

5Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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Entonces la empresa produce siempre que p > 6.
2. (2 puntos) Escribe la oferta agregada del mercado de helado.
— La oferta agregada de helado es:

4(ip) =2 >6
Qs=4q={ (5p) =2p p=>
0 p<6

3. (5 puntos) Encuentra el precio y la cantidad de equilibrio, asi como la ganancia que obtiene cada
empresa.
— En equilibrio Qp = Qg, por tanto:

0—p=2p=p =10 =Q"=20

Las ganancias individuales son:

@ (o are(2)) s (54 0)) <5 (s D) o5 o

Suponga ahora que una empresa ha descubierto una nueva receta para helado sin lactosa. Como la
mayoria del pueblo es intolerante a la lactosa, el gobierno decide cerrar la produccién de helado con lactosa.
Como este helado es mas saludable, la gente lo demanda mas. En particular, la nueva demanda es:

Qp=(30+A)—p

donde A > 0 es una constante exégena que refleja la mayor popularidad del helado sin lactosa. Solo hay
una empresa que tiene la patente para esta nueva receta, y tiene la misma funcién de costos de produccién
mencionada anteriormente, es decir:

249 ¢>0
Clg) =4 ? 1
0 q=0

4. (5 puntos) Resuelve la eleccién 6ptima del monopolista en cuanto a cantidad y precio como funcién
de A.
— Los ingresos son:

R(q) = qp(q) = q(30+ A — q)

El monopolista iguala el costo marginal 2¢ con el ingreso marginal 30 + A — 2¢. La cantidad éptima es:

. 30+A , 90+3A4
Q"= , =

4 4
5. (5 puntos) Calcula el excedente del consumidor y del productor en este mercado. ;Es eficiente

socialmente? Si no lo es, calcula la pérdida de peso muerto.
— El excedente del consumidor es:

1
2

2
<30+A_90+3A> <30+A) _ (30+4)

4 4 32

El excedente del productor es:

1/90+34 304+ A\ (30+AY (304 A4)
2 4 4 4 N 8

La situacién no es eficiente socialmente debido a una pérdida de peso muerto de:

1/30+A 30+A) /30+A4Y  (30+4)°
2 3 4 4 96

6. (7 puntos) ;Estan los consumidores mejor con el helado sin lactosa incluso si hay un monopolista
en comparacién con una situacion con competencia pero con helado con lactosa? ;De qué depende esto con
respecto a A? Proporcione una intuicién econdémica.

— El excedente del consumidor en un mercado competitivo es:
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1 1
5(30 —-p")Q* = 5(30 —10)(20) = 200
Los consumidores estaran mejor con helado sin lactosa si se cumple la siguiente desigualdad:

(30 + A)?
32

Uno normalmente esperaria que los consumidores estén mejor en un mercado competitivo. Sin embargo,
en este caso, si el valor de A excede 50, la mayor demanda por helado sin lactosa compensa las ineficiencias
introducidas por el monopolio. Por lo tanto, un valor suficientemente grande de A indica que la preferencia
del consumidor por el helado sin lactosa es lo suficientemente fuerte como para compensar las desventajas
de una estructura de mercado monopdlica.

7. (3 puntos) Si el gobierno puede poner un tope al precio del helado, jcudl deberia ser ese tope de
precio? Proporcione una intuicién econémica.

— El gobierno busca eliminar la pérdida de peso muerto estableciendo un precio tope que obligue al
monopolista a operar como en un mercado competitivo. Igualando la demanda D(g) con el costo marginal
MC(q), encontramos la cantidad socialmente éptima:

>200= A>50

30+ A4
1= 73
El precio tope debe ser:

_ 60+24
3

Ejercicio 81 [Monopolio (]yfs(:rirn,mado. Un monopolista se enfrenta a n consumidores donde la demanda
del consumidor ¢ estd dada por:
¢ = =5 Vi=1,...,n

Ademis, se sabe que el monopolista tiene un costo marginal igual a Q.

1. Encuentre la cantidad y el precio que cobraria el monopolista si no puede discriminar precios.
%

Qi:ﬁ

1 nn+1)
C=p 3
_l.n(n—i-l)%
P=lg "5

Condicién de primer orden:

M
L p_ok [n(n;— 1)r

6Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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2. Encuentre la cantidad y el precio que cobraria el monopolista a cada consumidor si puede discriminar precios
y no existe oportunidad de arbitraje.
%

Maximizacion del beneficio:

Condiciones de primer orden:

4Q?
1 nn+1)
AR To e
Despejando:
1
#Q:[”(er)r
8
i
T e
n+1
)
i 1
4 [n(n+1))3 Y ( )

Ejercicio 82 [Precio y cantidad de un monopolio m u,l/,’z'plan/,(. Un monopolista enfrenta la funciéon de de-
manda:

A
P - @, a < 1
Este monopolista tiene n plantas para producir el bien que vende en este mercado y el costo marginal de
cada planta viene dado por CM; = ig;.

1. Determine el precio que cobrara el monopolista.
%

qi

méx {A (Z qz-)l_a -3 ;q?}

Condiciones de primer orden:

Al-a)Q *—igi=0=>¢ =A1—-)Q™ " =

1
G =A01-a)Q "

"Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Sumando:

Q=A1-a)Q Y =

=Q= [A(l—a)Zﬂ

. Determine la cantidad que producird en cada planta.
_>

1
1+

P:A{A(l—a)Zﬂlﬁl

Ejercicio 83 [Monopolio en el mercado local y competido en el mercado m/,(zrna(tmmzﬂ/. Una empresa es un
monopolio en el mercado local y es competidor en el mercado internacional. En el mercado local, la empresa
se enfrenta a una curva inversa de demanda igual a P = a — q;,. En el mercado internacional, la empresa
puede vender la cantidad que desee a un precio de P;. La empresa puede producir a un costo total igual a

Q* con Q = qr +4qr.

. Si los costos de transporte son prohibitivos, encuentre la cantidad éptima que la empresa venderia en cada
mercado y el precio que cobraria en el mercado local.
_>

gé; {aqL — q% + Prqr — (qr + QI)Z}

Condiciones de primer orden (CPO):

a—2q,—2Q =0

P, a P a P
Pm2Q=020Q=Foa=3-5=>P=5+73
a
:>QI:PI_§

. Si el costo de transporte es igual a ¢, encuentre la cantidad de equilibrio que la empresa venderia en cada
mercado y los precios que cobraria.
%

L=aq,—q; +Prar— (g +a)* + A [ = (a — qr — Pr)?]
CHC:
A>0 , —(a—q—P)*>0 , NP—(a—qr—P1)’] =0

Condiciones de primer orden:

a72qL72Q+2/\(aqufPI):O
Pr—-2Q=0
t—(a—qr—Pr)=0
Caso 1: Sit? —(a—q, —P1)?>0=X=0

Entonces la solucién coincide con el caso donde los costos son prohibitivos.
Caso 2:SiA>0=t>*—(a—qL— P1)?=0

8Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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qL:a—PI—t=>PL:t+PI
P 3P

I
= — e — t_
Q 5 =qr 5 + a

Caso 3:Sit? —(a+q—Pr)?=0yA=0
La solucién coincide con la del caso donde los costos son prohibitivos, pero también se satisface que | P, —Pr| =
t.
Ejercicio 84 [Monopolio y tipos de discriminacion de [)’/‘(%(ii()blﬂ/. Un monopolista suple a n consumidores que
presentan una demanda inversa igual a P; = ia — g;.

1. Si el monopolista tiene un costo marginal igual a ¢ y decide discriminar precios utilizando una tarifa de dos
tramos, jcudl es el precio que debe cobrarle a todos los consumidores para maximizar su ganancia asumiendo

que P < a?
— Los beneficios se maximizan de la siguiente manera:

m};)ix {n-Tp)+P-Qp) —c-Qp)}

P=a-q¢ = P =ia—gq

n 2

P=apa-p)+ P Y (a—p) ey O

2 ; ‘
i=1 1=1

Dado que se trata de una tarifa de dos tramos:
ﬂg(ap)erp.z(mp)c. . 1(“121’)
1= 1=

Derivando con respecto a p:

a n
8—2:—n(a—p)+ag i—2np+c=0
i=1
1
(p_a)+a(n2+ )—2p+c:0

1
éPa(n;r 1>+c

2. Si el monopolista tiene un costo total igual a %Q{ donde @ es la produccién total del monopolista, y decide
discriminar precios en tercer grado, jcudl es el precio que debe cobrarle a cada uno de los consumidores y
qué cantidad les vende?

%

Ly = cenr y Ly = L

. . nja
ia =20 = Q = ia —2q, = ng; — 5=+ >4

() () - (g2

. (141 +1
Pmia- & (1D 104D
ina—é(i(i—;l) —n(n—i—l)) =n2g

9Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Ejercicio 85 [Monopolio mxu,lt'/iplam‘,(m/. Un monopolista opera en un mercado con una demanda inversa
igual a P = a —by. Los costos de producciéon del monopolio dependen de la cantidad de plantas que tenga en

1
operacién. Cada una de las plantas tiene una funcién de produccién igual a y; = L? cony = > ., y;, donde
L; son las unidades de trabajo contratadas. La empresa enfrenta un costo por unidad de trabajo igual a 1,
con independencia en las unidades contratadas.

1. Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio del monopolista.
%

P:a—biyi
i=1

Yi = L3/2 = planta
éLizyizéCTi:wLi:wyf

n n 2 n
‘ 2
mMAax ¢ a E yi—b E vi | — E WY
Yi, Vi ‘ ‘ ‘
i=1 =1 i=1
Condicién de primer orden:

a b
ca—2by —2wy; =0 = y; = — — —
oy, Oy 2wy vi=g55 7Y

Sumando ambos lados:

- na nb nb na
y ;y 2w w y y ( + w ) 2w
na

=>y=—
4 2w + 2nb

Sustituyendo:

S a bna _a bn B a
YT o w(2w +2nb) 2w w+nb) 2w+ 2nb

Peg_ bna a1 bn _a(2w +nb)
N 2w+ 2nb 2w+2nb) 2w+ 2nb
Dado que w = 1:
_ na
Y= 2 omb
e _bpa el bn )«
YT T o o 2 1+nb) 2+ 2nb
peaf1_ bn :a(2+nb)
24 2nb 2+ 2nb
2. Encuentre el valor 6ptimo de n.
— Observe que el beneficio total:
na?(2nb) na? na?(2nb — 1)

(2+2nb)?  (2+2nb)% (2 + 2nb)?

Valor 6ptimo cuando n = 1:

0Fjercicio tomado de Casasola (2024)
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TLQQ

4(1 +nbd)

Ty =

Conforme 1 n =7 7, por lo que el monopolista querrd n — oo.

Ejercicio 86 [Monopolio con y sin discrminacion de pr(%z't?fo,ﬂ/. Considere una economia de n consumidores
y una empresa monopdlica que no tiene costos fijos y que el costo de producir una unidad adicional es
constante e igual a 6. Cada consumidor tiene una demanda por el bien que produce la empresa monopdlica
dada por:

Donde m; representa el ingreso del consumidor 3.

. Determine la cantidad y el precio que escoge la empresa si no puede discriminar precios. También, determine
la produccién total de la empresa.
— Observe que:

[N

(32m)

@
“B
(]
2.

4

|

|
8-

mgx{\/é( é—9@}

Condicién de primer orden (CPO):

Despejando:

20 2 2
:>Q‘%=7=>Q=Em% P =20, qz:%?

1 2
(3o m?)? 40
. Determine la cantidad y precios que cobra la empresa a cada consumidor si puede cobrar precios distintos y

no existe oportunidad de arbitraje. También, determine la produccién total de la empresa.
%

La empresa ahora elige cada ¢; para maximizar:

max {Z [miv/ai — Hqi]}

qi

Condicién de primer orden para cada i =1,...,n:
1 _1 m2
§miqi 2 —9:0$q¢—492 = P, =20

Produccion total:

1
Q:Z%‘:@Zm?

HEjercicio tomado de Casasola (2024)
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3. Determine cudl panorama, de los anteriores, seria el mas preferido por la empresa y justifique su respuesta.
— Observe que m; = 7y, entonces es indiferente entre discriminacion de precios o no.
Al final, todos tienen demandas similares, por lo que no tiene a quién “discriminar”.



Capitulo 17

Monopsonio

Ejemplo 25 [Monopsonista y su nivel de contratacion/. En la economia de Mordor hay un monopsonista cuya
funcién de produccién es Y = 200L — L% +5 y la funcién de oferta de trabajo est4d dada por w = 100 +4L. El
monopsonista vende el producto en un mercado perfectamente competitivo a un precio de P = 1. Determine:

oY
— 9 2
VPMg =P % [200L — L? + 5]

VMPg =P - (200 — 2L)

ow-L 0
S =7 [(100+4L)L]
L* =100 + 8L
=200 — 2L
=10

Y =200L — L* +5
Y* =200(10) — (10)® +5

=1905
w =100+ 4L
w* =100 + 4(10)
=140

m=P.-Y—-w-L
=1-1950 —140- 10
=550

Ejemplo 20 [Funcion de produccion de un monopsonistal. La funcién de produccién de un monopsonista
viene dada por Q = 15¢2 —0,2¢3. La funcién de oferta de trabajo es w = 144 + 23,4¢. El monopsonista vende

su producto en un mercado de competencia perfecta a un precio de p = 3.

241
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= Demanda de L

VPMg=CMg
09 _ou-¢
o ot

3 oCcT
-2 ) =——
3 (30 = > 5
3 2 _ (9 2
3 <30£ -t ) == [1440 + 23,4¢?]
90¢ — gez =144 + 46,8/
0 :gﬁ — 900 + 46,80 + 144

0 :gﬂ — 43204 144

(=20VL0=4
S0 =20
Q =150 — 0,203
Q* =15(20)% — 0,2(20)?
=4400
w =144 4 23.4¢
w* =144 + 24,4(20)
=612
T=P-Q—-w-/{
—3(4400) — 612(20)
= 960

Ejemplo 27 [Nivel de contratacion y salario]. Una empresa vende su producto en un mercado perfectamente
competitivo que cuenta con la siguiente demanda: P = 5000 — 5@Q). Su funcién de produccion es Q@ = 20L
donde Q es la cantidad que produce y L es la cantidad de trabajo que contrata en un mercado perfectamente
competitivo. La oferta de trabajo es w = 1000 4 500L donde w es el salario.

= Encuentre la demanda de trabajo, el nivel de contratacién y el salario de mercado. Grafique el mercado
laboral en equilibrio.

e Demanda de trabajo
Si el mercado de los factores de la produccién es competitivo (como lo es en este caso y no en un
monopsonio o monopolio por ejemplo), entonces se debe cumplir que:

w=VPMg
< w=P-PMg

Por lo tanto, debe encontrarse la productividad marginal del trabajo:

oQ
PMgr =51
0

& PMgr =20
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Por lo tanto:

w=P-PMy,
& w =(5000 — 5Q) - 20
& w =(5000 — 5(20L)) - 20
& w =100000 — 2000L

e Nivel de contrataciéon

En el equilibrio, debe ser el caso que la oferta y la demanda de trabajo sean iguales:

wyg =ws = w < Lg = Lg
< 100000 — 2000L =1000 + 500L
< 100000 — 1000 =2000L + 500L
< 99000 =2500L

198
gy
5
e Salario de mercado
Sabiendo la cantidad contratada de equilibrio L = 15&, entonces debe ser el caso que el nivel de salario

(evaluando en la funcién de oferta o demanda de trabajo) es de w = 20800.

w

20,8

39,6

= Calcule el inciso anterior y elabore el gréafico correspondiente si:

e Una unica empresa vendiera el producto.

En este caso, el mercado de insumos sigue siendo competitivo, pero el mercado de donde la empresa
vende sus bienes o servicios es un monopolio.

Nuevamente, se sabe que la condiciéon de equilibrio de la demanda por trabajo es:

w=VPMg
s w=IMg-PMg

La uinica diferencia ahora es que, la empresa no ofrece sus bienes o servicios en un mercado competitivo
sino en un monopolio, por lo que el ingreso marginal ya no es igual al precio, y la forma del valor del
producto marginal cambia.

Luego, en un monopolio, el ingreso marginal tiene el doble de pendiente que la curva de demanda del
mercado, la cual es 5, por lo tanto:
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IMg =5000 — 10Q

Y de esta forma:

w=IMg-PMg

w = (5000 — 10Q) - 20

w = (5000 — 10(20L)) - 20
w =100000 — 4000L

En cuanto al nivel de contrataciéon hay que igualar la oferta y la demanda de trabajo:

wyg =ws = w < Lg = Ly
< 100000 — 4000L =1000 + 500L
< 99000 =4000L + 500L
< 99000 =4500L
& 22 =L

Sabiendo la cantidad contratada de equilibrio L = 22, entonces debe ser el caso que el nivel de salario
(evaluando en la funcién de oferta o demanda de trabajo) es de w = 12000.

w

12

e Se estableciera un salario minimo en el que w = 25000.

Nuevamente hay que suponer que la empresa ofrece sus bienes o servicios en un mercado competiti-
vo dado que los incisos son independientes. Por lo tanto, se toma la demanda laboral que se habia
encontrado inicialmente w = 100000 — 2000L y se compara con el salario minimo propuesto:

w

U
u"ﬂl,?'l?,

25

20,8

39,6
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Note que ese salario minimo equivale a un precio minimo por encima del salario de equilibrio, por lo
cual, a ese nivel de salario el trabajo demandado seria de:

w =100000 — 2000 - L
< 25000 =100000 — 2000 - L
< 2000L =100000 — 25000
< 2000L =75000

72
&L=y =315

25 Wmin

20,8

37,5 39,6
-

Nota: Los incisos (b.i) y (b.ii) son independientes.

Ejercicio 87 [Demostraciones de los monopolio,ﬂl. (5 Puntos) Demuestra matematicamente por qué la curva
de ingreso marginal de un monopolista estd siempre por debajo de la curva de demanda.
— Sea Qp(p) la curva de demanda. La curva de demanda inversa estd dada por p(Qp). El ingreso total es:

R =Qpp(@Qp)

Entonces, el ingreso marginal es:

dp 1
MR=— = 1+ -
10, @p +p(Qa) = p(Qa) < + 5)
donde ¢ = ddQ—pD . QLD es la elasticidad-precio de la demanda. Como la elasticidad es negativa y la demanda

inversa es p(Qp), entonces el ingreso marginal es siempre menor que el precio (i.e., siempre estd por debajo
de la curva de demanda).

. (5 Puntos) Demuestra mateméaticamente que un monopolista siempre querrd estar en el tramo eldstico de la
curva de demanda.
— El ingreso marginal es:
dp 1
MR = —-=-Qp + = 1+ -
-0 +2(Qa) =9(Q) (14 1)
En el 6ptimo:
MR=MC

Por lo tanto, si el monopolista esté obteniendo beneficios, necesariamente se debe cumplir que || > 1, de lo
contrario el margen de ganancia seria negativo.

. (5 Puntos) Demuestra mateméticamente que el margen de ganancia disminuye con el valor absoluto de la
elasticidad de la demanda.
— Del ejercicio anterior, si la demanda es mds eldstica (es decir, £ es més negativo), entonces el término

(1+ 1) es menor, y por lo tanto el margen es més bajo.
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Capitulo 18
Oligopolio

La siguiente y tultima estructura de mercado tipica que falta por estudiar, es el oligopolio. Como se puede
deducir de las dos estructuras estudiadas anteriormente, la competencia perfecta y el monopolio son figuras
diametralmente opuestas. Entre estas dos, generalmente se ubican los oligopolios.

Hasta el momento, se ha utilizado un criterio numérico para diferenciar a unas estructuras de mercado de
otras; es decir, un mercado de competencia perfecta es aquel en el que hay muchos consumidores y muchos
oferentes, a tal punto que el precio esta dado y este no puede ser alterado por un agente individual. Por el
otro lado, en un monopolio (monopsonio) hay un tnico oferente (consumidor), siendo as{ que entonces el
precio no estd dado, y debido a las concentras de poder de mercado, este si puede ser influenciado por un
tnico agente individual.

Ahora, es importante introducir un segundo criterio de distincién: la diferenciacién entre productos.
Ahora, estudiando los oligopolios, nos encontraremos con que ahora existen méds de un solo oferente del
producto, por lo que no se configura un monopolio. Ahora, la pregunta natural que surge es la siguiente:
jentonces cuantos oferentes hay? La respuesta a esta pregunta es: depende.

Es aqui en donde entra en juego el nuevo criterio diferenciador recién introducido: la diferenciacion del
producto. En un mercado de competencia perfecta, al haber tantos consumidores y tantas empresas y como el
precio estd dado, no puede haber diferencias entre productos, puesto que esto podria conducir a diferencias
en precios entre los mismos productos, por lo que podria no existir un dnico precio dado y fijo. En los
monopolios pasa algo similar: al haber solamente un oferente, su producto no tiene competencia y por ende
no existe diferenciacién alguna de producto.

Ahora, en el caso de los oligopolios, se generan matices. Es decir, puede haber o no diferenciacién de
productos, y con esto, se configuran distintos tipos de oligopolios. Asi, en los oligopolios pueden haber desde
dos oferentes (como minimo) hasta un nimero indeterminado de empresas, siempre y cuando no se configure
una competencia perfecta. Dentro de este margen de posibilidades, puede haber o no, diferenciaciéon de
productos entre ellos, llevando a la existencia de productos diferentes con precios diferentes, y con ello, el
establecimiento de empresas lideres y seguidoras.

18.1. Oligopolio de Bertrand

Definicion 34 [Oligopolio de Bertrand]. Un oligopolio de Bertrand es aquella estructura de mercado bajo la
cual las empresas que participan en el mercado compiten por precios.

Una de las particularidades mas importantes de esta estructura de mercado, es que, en tltima
instancia se llegara a una solucién idéntica al caso de una competencia perfecta, es decir, que al competir
las empresas por precios, estas en iltima instancia llegaran al punto en que el precio llegara a ser igual al
costo marginal.

Este tipo de oligopolio presupone la existencia de una cierta homogeneidad entre los productos de tal
manera que, a precios idénticos, las personas consumidoras sean indiferentes entre uno u otro producto.

Derivacion general 8 [Modelo general de oligopolio de Bertrand]. En el juego de Cournot, cada empresa elige
una cantidad a producir; el precio es determinado por la demanda del bien en relacién con la produccién
total. En un modelo alternativo de oligopolio, asociado a una resena del libro de Cournot por Bertrand
(1883), cada empresa elige un precio, y produce suficiente cantidad para satisfacer la demanda
que enfrenta, dados los precios elegidos por todas las empresas. Este modelo estd disenado para
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arrojar luz sobre las mismas preguntas que aborda el juego de Cournot y algunas de las respuestas que ofrece
son diferentes.

El entorno econémico del modelo es similar al del juego de Cournot. Un tnico bien es producido por n
empresas; cada empresa puede producir g; unidades del bien a un costo de C;(g;). Es conveniente especificar
la demanda mediante una “funcién de demanda” D, en lugar de una funcién de demanda inversa como se
hizo para el juego de Cournot. La interpretacién de D es que si el bien esta disponible al precio p, entonces
la cantidad total demandada es D(p).

Suponga que si las empresas fijan precios distintos, todos los consumidores compran el bien
de la empresa con el precio mas bajo, que produce suficiente cantidad para satisfacer esta
demanda. Si mas de una empresa fija el precio mas bajo, todas las empresas que lo hacen
comparten la demanda a ese precio en partes iguales. Una empresa cuyo precio no sea el mas
bajo no recibe ninguna demanda y no produce nada. (Nétese que una empresa no elige su produccién
estratégicamente; simplemente produce lo suficiente para satisfacer toda la demanda que enfrenta, dados los
precios, incluso si su precio estd por debajo de su costo unitario, en cuyo caso incurre en pérdidas.

En resumen, el juego de oligopolio de Bertrand es el siguiente juego estratégico.

Jugadores Las empresas.

Acciones El conjunto de acciones de cada empresa es el conjunto de precios posibles (ndmeros no
negativos).

Preferencias Las preferencias de la empresa i estdn representadas por su ganancia, igual a p; D(p;) /m—
Ci(D(p;)/m) si la empresa i es una de las m empresas que fijan el precio més bajo (m =1 si el precio de la
empresa i, p;, es mas bajo que el de todas las demds), y igual a cero si alguna otra empresa fija un precio
mas bajo que p;.

O sea que, basicamente, las empresas compiten por precios y se comprometen a proveer toda la cantidad
que los consumidores demanden a dicho precio. Asi las cosas:

0 si p; > pj

mi(p1,p2) = { piQ — cQ = (pi —c)Q  si p; <p;
Pin—CQ — (Pi;C)Q si Pi = Dj

Ejemplo 28 [Duopolio de Bertrand con costo unitario constante y una funcion de demanda lineal]. Suponga,
que hay dos empresas, cada una con funcién de costos constante igual a ¢ (es decir, C;(¢;) = cq;, para
1 =1,2). Suponga que la funcién de demanda es D(p) = a —p parap < o'y D(p) = 0 para p > «, con ¢ < a.

Dado que el costo de producir cada unidad es ¢, la empresa obtiene una ganancia de p; — ¢ por cada
unidad que vende. Por tanto, su ganancia es:

—~

pi —c)(a—p;)  sip; <pj
(pi —c)(a—p;) sipi=p;
si p; > pj,

Wi(pl,pz) =

(=N

donde j es la otra empresa (j =2 sii =1,y j = 1 si i = 2). Para encontrar los equilibrios de Nash del
juego hay que examinar las funciones de mejor respuesta. Si la empresa j cobra p;, jcudl es el mejor precio
que puede cobrar la empresa 7

Si la empresa ¢ cobra un precio p; = p; entonces se divide el mercado con la empresa j
Si la empresa ¢ cobra un precio p; < p;, entonces se le vende al mercado entero

Si p; > c entonces la empresa ¢ puede generar beneficios vendiendo a un precio ligeramente menor que pj,
lo cual es preferible que compartir el mercado con la otra empresa fijando un precio p;

Si p; < c entonces la empresa ¢ genera beneficios negativos si cobra un precio p; < p;. Sus beneficios serfan
0 si fijara un precio p; = ¢ > p;.

Se pueden hacer estos argumentos estudiando la funcién de pagos de la empresa ¢ como funcién del precio
p; para varios valores de p; fijados por la empresa j. Sea p™ el valor de p que maximiza (p — ¢)(o — p). Este
precio serfa el que cobrarfa una empresa monopolistica justamente porque (p — ¢)(« — p) es el beneficio que
recibiria una empresa con un monopolio sobre el mercado.

Estos distintos escenarios se pueden ver ilustrados en la siguiente figura:
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T v ™
pj
Oz p™ o i ij p™ « o p™ Pj [¢3
/) _— R —— _—
pj < ¢ c<pj < p™ pj > p™

Se puede razonar:

= Sip; < centonces la empresa ¢ tiene beneficios negativos si p; < p; y beneficios iguales a 0 si p; > p;. Por lo
tanto, cualquier precio mayor que p; es una mejor respuesta a p;. Entonces el conjunto de mejores respuestas
a pj es MR;(p;) = {pi : pi > p;}. Si p; = c entonces la empresa i tiene beneficios negativos si p; < p; y
beneficios iguales a 0 si p; > p; (ahora se incluye p; porque son iguales a los costos de la empresa 7). Por lo
tanto M R;(p;) = {p: : pi > pj}.

= 5ic < p; <p™ entonces los beneficios de la empresa ¢ aumentan a medida que p; aumenta hacia p;, pero
luego justo en p;, caen abruptamente porque pasarian a dividirse el mercado. Por lo tanto, no hay mejor
respuesta: la empresa ¢ quiere escoger un precio menor que p;, pero mientras mas cerca a p; esté estara
mejor. Para cualquier precio menor a p; siempre hay un precio mayor que podria cobrar pero siempre por
debajo de p;, asi que no existe un mejor precio determinado que pueda cobrar. Esto es asumiendo que los
precios pueden ser escogidos infinitesimalmente. Luego, entonces M R;(p;) = 0.

= Sip; > p™ entonces la tinica mejor respuesta que puede fijar la empresa i es p™, el precio que fijaria si fuera
monopolistica. Por ende M R;(p;) = {p™}.

Sea p™ el precio que maximiza (p — ¢)(a — p). Este es el precio que cobraria una empresa monopolista.
El resumen de la funcién de mejor respuesta de la empresa 7 es:

{pi:pi >p;} sipj<c
{piipi >p;} sipj=c

1] sic<p; <p™
{rm} sip™ < pj.

Bi(pj) =

Donde () denota el conjunto vacio.

Este comportamiento refleja que: - La empresa no tiene mejor respuesta para algunos valores (cuando el
precio del rival estd entre ¢ y p™). - Tiene multiples mejores respuestas (cuando p; = c). - Tiene una tnica
mejor respuesta (cuando p; > p™).

Un equilibrio de Nash es un par (pi,p3) tal que pi € MR1(p3) y p5 € MRy(p}). Si graficamos estas
funciones de mejor respuesta, veremos que se cruzan unicamente en el punto (¢, ¢). Por tanto, el juego tiene
un tnico equilibrio de Nash, donde ambas empresas cobran el precio c.
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(i) Primero probamos que (p1,p2) = (¢,¢) es un equilibrio: - Si una empresa cobra ¢, la otra no puede
hacer nada mejor: subir el precio implica quedarse sin clientes, y bajarlo genera pérdida.

(ii) Ahora probamos que ningin otro par es equilibrio: - Si p; < ¢, entonces la empresa estd perdiendo
dinero. Puede mejorar subiendo su precio a c. - Si p; = ¢y p; > c, entonces la empresa puede aumentar
su precio ligeramente y seguir capturando todo el mercado, mejorando su ganancia. - Si p; > ¢y p; > ¢,
entonces ambas tienen ganancia cero, pero cualquiera puede obtener ganancia positiva al bajarse a un precio
ligeramente inferior a la otra.

Por lo tanto, el
tinico equilibrio de Nash es SV = {(c, ¢)}.

Ejemplo 29 [Duopolio de Bertrand con costo unitario constante]. Considera hasta qué punto el andlisis
depende de que la funcién de demanda D tenga la forma especifica D(p) = o — p. Supén que D es cualquier
funcién para la cual D(p) > 0 para todo p y que existe p > ¢ tal que D(p) > 0 para todo p < P. jSigue
siendo (¢, ¢) un equilibrio de Nash? ;Sigue siendo el tnico equilibrio de Nash?

— El par (¢, ¢) de precios sigue siendo un equilibrio de Nash; el argumento es el mismo que antes. Ademas,
como antes, no existe otro equilibrio de Nash. El argumento solo necesita una modificacién muy menor. Para
una funcién arbitraria D, puede no existir un precio monopélico p™; en este caso, sip; > ¢, p; > ¢, p; > p; ¥y
D(p;) = 0, entonces la empresa ¢ puede aumentar su ganancia reduciendo su precio ligeramente por debajo
de P (por ejemplo).

Ejemplo 30 [Duopolio de Bertrand con precios discretos]. Considera la variante del ejemplo del juego de
duopolio de Bertrand en esta seccion en la que cada empresa esta restringida a elegir un precio que sea un
nimero entero de centavos. Supén que ¢ es un nimero entero de centavos y que a > ¢+ 1. (Es (¢, ¢) un
equilibrio de Nash de este juego? ;Existe algin otro equilibrio de Nash?

— Si, (¢, c) sigue siendo un equilibrio de Nash, por el mismo argumento de antes.

Ademéds, (¢+1, c+1) es un equilibrio de Nash (donde ¢ se da en centavos). En este equilibrio, las ganancias
de ambas empresas son positivas. Si alguna empresa sube su precio o lo baja a ¢, su ganancia se vuelve cero.
Si alguna empresa baja su precio por debajo de ¢, su ganancia se vuelve negativa.

Ningun otro par de precios es un equilibrio de Nash, por el siguiente argumento, similar al argumento
del texto para el caso en que un precio puede ser cualquier nimero no negativo:

Si p; < ¢ entonces la empresa cuyo precio es més bajo (o cualquiera de las dos, si los precios son iguales)
puede aumentar su ganancia (a cero) subiendo su precio a c.

Sip; = cy p; > c+ 1 entonces la empresa i puede aumentar su ganancia de cero a una cantidad positiva
subiendo su precio a ¢+ 1.

Sip; > p; > ¢+ 1 entonces la empresa i puede aumentar su ganancia (desde cero) bajando su precio a ¢+ 1.

Sip; =pj > c+2y p;j < aentonces cualquiera de las dos empresas puede aumentar su ganancia bajando su
precio en un centavo. (Si la empresa i lo hace, su ganancia cambia de 3 (p; —c)(a—p;) a (p;—1—c)(a—p;+1) =

(pi—1—c)a—p)+pi—1—c Tencmosqucpi—l—cz%(pi—c)ypi—l—c>0,yaqu0pi26+2.)

Sip; =p; > c+2yp; > aentonces cualquiera de las dos empresas puede aumentar su ganancia bajando
su precio a p™.
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Ejemplo 31 [Juego de oligopolio de Bertrand/. Considera el juego de oligopolio de Bertrand cuando las
funciones de costo y demanda satisfacen las condiciones de la Seccién 3.2.2 y hay n empresas, con n > 3.
Muestra que el conjunto de equilibrios de Nash es el conjunto de perfiles de precios (pi,...,pn) tales que
p; > ¢ para todo 7, y al menos dos precios son iguales a ¢. (Muestra que cualquier perfil as{ es un equilibrio
de Nash, y que ningtin otro perfil lo es).

— Considera un perfil (p1,...,p,) de precios en el que p; > ¢ para todo ¢ y al menos dos precios son
iguales a c. La ganancia de cada empresa es cero. Si alguna empresa sube su precio, su ganancia permanece
en cero. Si una empresa que cobra mas que ¢ baja su precio, pero no por debajo de ¢, su ganancia también
permanece en cero. Si una empresa baja su precio por debajo de ¢, entonces su ganancia es negativa. Por
tanto, cualquier perfil de este tipo es un equilibrio de Nash.

Para mostrar que ningiin otro perfil es un equilibrio de Nash, podemos argumentar lo siguiente:

= Si algin precio es menor que ¢, entonces la empresa que cobra el precio mas bajo puede aumentar su ganancia
(a cero) subiendo su precio a c.

= Si exactamente una empresa cobra un precio igual a ¢, entonces esa empresa puede aumentar su ganancia
subiendo un poco su precio (manteniéndolo por debajo del siguiente precio mds alto).

= Si los precios de todas las empresas superan ¢, entonces la empresa que cobra el precio méas alto puede
aumentar su ganancia bajando su precio a algiin valor entre ¢ y el precio mas bajo que se estd cobrando.

Ejemplo 32 [Duopolio de Bertrand con costo unitario diferente]. Considere el juego de duopolio de Bertrand
bajo una variante de los supuestos en la que los costos unitarios de las empresas son distintos, iguales a ¢y
y 2, donde ¢; < ¢o. Denota por pf* el precio que maximiza (p — ¢1)(a — p), y supén que co < pf* vy que la
funcién (p — ¢1)(« — p) es creciente en p hasta p7".

a. Supén que la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son iguales asigna todos los consumi-
dores a la empresa 1 cuando ambas empresas cobran el precio co. Demuestra que (p1,p2) = (c2,¢2) es un
equilibrio de Nash y que ningin otro par de precios es un equilibrio de Nash.

— Si todos los consumidores compran a la empresa 1 cuando ambas empresas cobran el precio c¢s, entonces
(p1,p2) = (c2,¢2) es un equilibrio de Nash por el siguiente argumento. La ganancia de la empresa 1 es
positiva, mientras que la ganancia de la empresa 2 es cero (ya que no atiende a ningin cliente).

= Si la empresa 1 sube su precio, su ganancia cae a cero.

= Sila empresa 1 baja su precio, digamos a p, su ganancia cambia de (c2 —¢1)(@ —c2) a (p —¢1)(a — p).
Como ¢y es menor que el valor que maximiza (p — ¢1)(a — p), la ganancia de la empresa 1 disminuye.

= Si la empresa 2 sube su precio, su ganancia sigue siendo cero.

= Si la empresa 2 baja su precio, su ganancia se vuelve negativa (ya que su precio es menor que su costo
unitario).

Bajo esta regla, ningtin otro par de precios es un equilibrio de Nash, por el siguiente argumento:

= Sip; < ¢y parai = 1,2, entonces la empresa con el precio mds bajo (o cualquiera si son iguales) puede
aumentar su ganancia (a cero) subiendo su precio por encima del de la otra empresa.

= Sip; > p2 > co, entonces la empresa 2 puede aumentar su ganancia subiendo un poco su precio.
= Sips > p; > cp, entonces la empresa 1 puede aumentar su ganancia subiendo un poco su precio.

= Sipy <p1yps < ca, entonces la ganancia de la empresa 2 es negativa, por lo que puede aumentarla
subiendo su precio.

= Si p; = py > co, entonces la empresa 2 puede aumentar su ganancia bajando un poco su precio.

b. Demuestra que no existe equilibrio de Nash si la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son
iguales asigna algunos consumidores a la empresa 2 cuando ambas empresas cobran cs.
— Ahora supo6n que la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son iguales especifica que la
empresa 2 recibe algunos consumidores cuando ambas empresas cobran co. Por el argumento de la parte a, el
tnico equilibrio de Nash posible es (p1, p2) = (c2,¢2). (El argumento en la parte a de que cualquier otro par
de precios no es un equilibrio de Nash no usa el hecho de que los consumidores se dividen equitativamente
cuando (p1,p2) = (¢2,¢2).) Pero si (p1,p2) = (c2,¢2) y la empresa 2 recibe algunos consumidores, la empresa
1 puede aumentar su ganancia reduciendo su precio ligeramente y capturando todo el mercado.
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Ejemplo 33 [Duopolio de Bertrand con costos fijos]. Considera el juego de duopolio de Bertrand bajo una
variante de las suposiciones de la Seccién 3.2.2 en la que los costos unitarios de las empresas son distintos,
igual a ¢; y cq, donde ¢; < co. Denota por pi* el precio que maximiza (p — ¢1)(« — p), y supén que ¢y < pi*
y que la funcién (p — ¢1)(a — p) es creciente en p hasta pi*.

Supdn que la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son iguales asigna todos los consumi-
dores a la empresa 1 cuando ambas cobran el precio ca. Muestra que (p1,p2) = (c2,¢2) es un equilibrio de
Nash y que ningin otro par de precios es un equilibrio.

Muestra que no existe equilibrio de Nash si la regla para dividir a los consumidores cuando los precios son
iguales asigna algunos consumidores a la empresa 2 cuando ambas cobran el precio cs.

Ejemplo 3/ [Duopolio de Bertrand con costos fijos]. Considera el juego de Bertrand bajo una variante de las
suposiciones de la Seccién 3.2.2 en la que la funcién de costos de cada empresa i estd dada por C;(gq;) = f+cq;
para ¢; > 0,y C;(0) = 0, donde f es positivo y menor que el maximo de (p — ¢)(« — p) respecto a p. Denota
por P el precio tal que (p—c)(a—p) = f y que es menor que el precio que maximiza (p—c)(a—p) (ver Figura
67.1). Muestra que si la empresa 1 recibe toda la demanda cuando ambas empresas cobran el mismo precio,
entonces (p,p) es un equilibrio de Nash. Muestra también que ningtin otro par de precios es un equilibrio de
Nash. (Primero considera los casos en que las empresas cobran el mismo precio, luego los casos en los que
cobran precios diferentes).

— Para el par de precios (p,D), las ganancias de ambas empresas son cero. (La empresa 1 recibe toda la
demanda y obtiene una ganancia de (p — ¢)(a —p) — f = 0, y la empresa 2 no recibe demanda). Este par de
precios es un equilibrio de Nash por el siguiente argumento:

Si cualquiera de las dos empresas sube su precio, su ganancia sigue siendo cero (no recibe clientes).

Si cualquiera de las dos empresas baja su precio, entonces recibe toda la demanda y obtiene una ganancia
negativa (ya que f es menor que el valor maximo de (p — ¢)(a — p)).

Ningin otro par de precios (p1,p2) es un equilibrio de Nash, por el siguiente argumento:

Si p1 = p2 < P, entonces la ganancia de la empresa 1 es negativa; la empresa 1 puede aumentar su ganancia
subiendo su precio.

Si p1 = p2 > P, entonces la ganancia de la empresa 2 es cero; la empresa 2 puede obtener una ganancia
positiva bajando un poco su precio.

Si p; < p; y la ganancia de la empresa 7 es positiva, entonces la empresa j puede aumentar su ganancia de
J )
cero a casi el nivel actual de la ganancia de i bajando su precio a un valor ligeramente inferior a p;.

Si p; < p; v la ganancia de la empresa ¢ es cero, entonces la empresa ¢ puede obtener una ganancia positiva
subiendo un poco su precio.

Si p; < p; y la ganancia de la empresa ¢ es negativa, entonces la empresa ¢ puede aumentar su ganancia a
cero subiendo su precio por encima de p;.

Ejemplo 35 [Modelo de Bertrand con diferenciacion de precios]. En este modelo con dos empresas maximi-
zadoras de beneficios, J; y J2, y que compiten en precios, supondremos que existen ciertas caracteristicas de
los bienes que éstas producen que los hacen diferentes a los ojos de los consumidores. En tal caso, podemos
pensar intuitivamente que el producto de cada empresa es en cierto modo tnico, lo que le proporcionara a
ésta un cierto poder de mercado sobre dicho producto, permitiéndole beneficiarse de dicho poder mediante
un precio mas alto que su coste marginal.

Concretando, supongamos que los precios p; y pa pertenecen a [0,00), que las funciones de demanda de
ambos productos dependen del vector de precios (p1,p2) del siguiente modo:

q1(p1,p2) = a—p1 +bps
q2(p1,p2) = a — p2 + bp1
que las funciones de costes son
Ci(q1) = cqn
C2(g2) = cgo

y que los pardmetros a, b y ¢ cumplen:
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O<c<a y 0<b<2

Calcule el equilibrio de Nash de este juego.
— Las funciones de pago de las empresas 1 y 2, respectivamente, son las siguientes:

71 (p1,2) =p1 - 1(P1,p2) — ¢ q1(P1,p2)
=q1(p1,p2) (p1 —¢)
m2(p1,2) =p2 - q1(P1,p2) — ¢ q2(P1,P2)
=q2(p1,p2) (P2 — ©)

Primero se va a encontrar la funciéon de mejor respuesta de J; a cualquier decisién de precio ps que decida
establecer la empresa #2. Entonces, el problema de maximizaciéon para encontrar la mejor respuesta de Jy
es:

Il})éXWI(plva) =(a —p1 +bp2) (p1 —¢)
1
=apy — p} + bpap1 — ¢ (a — p1 + bpz)

Y la condicién de primer orden seria:

0
ﬂzO@a—?pl—i—bpz—i—c:O
Op1
a+bps +c=2py
a+ c+ bpy
T "

Por simetria, la funciéon de mejor respuesta de Jo seria:

a4+ c—+ bpy
2

Y evaluando una dentro de la otra para resolver el sistema:

+otb
a+c+b(a 3 pl) B
9 =D1
a+c+ 2b+a—;c+bp1
=DP1
2
a—+ 2c+2b+121+c+bp1
=P1
2
2a+2c+2b+a+c+bp;
2 =P1
2
3a 4 3¢+ 2b + bp;
B =2p;

3a+ 3c+ 2b+ bpy =4p;1
3a + 3¢+ 2b =4p; — bpy
3a+3c+2b=p1(4—0)
3a+3c+2b
BEE
Ejemplo 36 [Dos empresas que compiten por precios]. En un mercado, dos empresas compiten por precios.

Ambas tienen la misma funcién de costes ¢; = ¢? + 3¢;. La funcién de demanda de mercado viene definida
por ¢4 = 7 — p. Calcule el equilibrio de mercado.
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1. Calcular ofertas individuales
Para maximizar los beneficios en una competencia en un oligopolio que compite por precios, se procede de
la misma forma que en la competencia perfecta.

p1—3:
2
p2—3:

pr=CMg & p =2 +3& Q1

po=CMgs & ps =2¢q3 +3 &

q2

2. Calcular oferta agregada

=3 p2—3

dm = q1 T+ q2 = qm = 5 + 5
Pz—3+p2§_ p—3+p—3
an: 2 B@qm:f

2p—6
=270 =y 5

3. Encontrar equilibrio de mercado
Se iguala la demanda del mercado (agregada) y la oferta agregada

qd:qm<:>7—p:p—3(:>10:2p<:>

Evaluando para encontrar la cantidad ofrecida:
Qm:(5)_2:>Qm:3

Ejemplo 37 [Duopolio con competencia en precios]. Considere un un duopolio de dos empresas que tienen
productos diferenciados. Las demandas que enfrentan ambas empresas son:

Q1=20—P + P,
Q2=20—P,+ P,

Note que como dependen positivamente del precio del otro producto, eso quiere decir que son bienes susti-
tutos. También se tiene que CMg; = CMge = 0.

= Encuentre el equilibrio del duopolio bajo competencia simultanea en precios.
El problema de la empresa 1 seria el siguiente:

max H1 :Ql . P1
Py

I’I}ngHl :(20*P1+P2)P1
1

Y la condicién de primer orden seria:

oIl 0

—— =0& — [20P, — P} + P,P,| =0
P, 8P1[ 1 T+ 2]
20 — 2P, + P, =0
20 + P, =2P;
P
m+§:a

Esta seria la curva o funcién de reaccién de la empresa 1. Observando, se puede notar que el problema para
la empresa 2 seria totalmente simétrico al de la empresa 1, por lo cual, la curva o funcién de reaccién de la
empresa 2 seria:

P
10+71:P2
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Y ya que se tienen ambas curvas de reaccién, se procede a encontrar el equilibrio de mercado hallando el
punto de interseccién entre las dos curvas de reaccién de las empresas:

P =P
P,
o P =10 + 71
P,
P — 71 =10
9P, — P,
—10
2
Py
110
2

P1:2042>P2:20

Y por tanto, dado que en el equilibrio ambas empresas ofrecen a un precio de 20, las cantidades de cada
empresa serian:

Q1 =20 — (20) + (20) =20
Q2 =20 — (20) + (20) = 20

Y finalmente, dadas la cantidad y precio de equilibrio, los beneficios de las empresas serian:

™1 :Ql'P1:20-202400
W2:Q2P2:2020:400

Ejemplo 38 [Oligopolio con n empresas competidoras en precios/. En un mercado, n empresas compiten por
b

precio y tienen un producto diferenciado. Cada una de las empresas se enfrenta a la siguiente curva directa

de demanda:

g =A—bP+d» P
j=1
J#i

Existen dos tipos de empresas, la mitad de ellas tienen un costo marginal constante e igual a ¢ y la otra
mitad tienen un costo marginal nulo.

= Encuentre el equilibrio en precios y cantidades para cada tipo de empresa si todas las empresas actiian de
forma simultdnea.

m=(P;—¢) [ A=bPi+d> P

j=1
i
orn; n n
i _ A~ 2P, d<f—1)PZ- d2P; + b =0
aP; Ty taghyte
b _A+d3P +cb
C2b—d(2-1)
A+dgP;

Pp=——2"
T2 —d(2-1)



256

- A+d3Pi+cb
C2—d(2-1)

A+dg P;

A+ dn <2b e 1)> +cb

P-:
' 2b—d (2 —1)

A2b—d(% -

1)+ 20— a (-
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] +cb[26—d(%

—1)]

Pi:

[
A(2b+d) 4 cb[2b—d (

2= (5 1))

P =

2b—d(3-1)]" -
_2A(2b+d) + cb[4b — d(n

3 1)]

(5

—2)|

TR —

P =

Abd(n — 2) — 242

A+dg<

-1

A+d% Pj+cb
2b—

i)

26 —d (% —1)
A(2b+d) +cb

T 742 — 2bd(n — 2) —

= Cémo cambian las ganancias de las empresas conforme cambia b y d. Es decir, determine el signo de

871’2‘
ad
A+dgP;+cb
Pp=——"27
2% —d(Z—1)
A+dgP,

7 T oh— d(f—l)

d?>(n—1)
U

0b

y

= a0 (G

+cb[4b— d(n — 2)]
Thd(n—2) — 2(n = >>+d(

A(2b+d) +cb )
462 — 2bd(n — 2) — d2(n — 1)

=t - (3] (i

2A(2b + d) + cb
(n—2)—

op;
ob
Jq;
ab
877,;

0b

n—1)> Tdy (8b2

a2

A(2b+d) +cb
Abd(n — 2) — 2d%(n — 1))

<0
>0

>0

Un aumento en b reduce todos los precios, el efecto sobre las cantidades depende de b y d por lo que no se

puede saber qué sucede con las ganancias.

0P,
od
9qi
ad
aﬂ'i
od

>0

<0

>0

Un aumento en d aumenta todos los precios, el efecto sobre las cantidades depende de b y d por lo que no se

puede saber qué sucede con las ganancias.
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18.2. Oligopolio de Cournot

Definicion 35 [Oligopolio de Cournot ]. Un oligopolio de Cournot es aquella estructura de mercado bajo la
cual las empresas que participan en el mercado compiten por cantidades.

El oligopolio de Cournot es conocido como un juego simultineo, lo cual quiere decir que los intervinientes
en el mercado toman sus decisiones al mismo tiempo, en lugar de esperar a que otro actie primero y luego
actuar en respuesta a lo que haga este primero. Asi, para que se puede desarrollar el juego con normalidad,
tiene que ser que, al tomar las decisiones cada interviniente, este tiene que incorporar en su proceso de toma de
decisiones (decision-making) asumiendo o conjeturando sobre cémo actia(n) el (los) otro(s) interviniente(s)
en el mercado.

Es asi, que en los juegos simultdaneos surge la figura de la funcién o curva de reaccién, que incorpora
en sus decisiones una expectativa de cudl sera el curso de accién de los otros.

Derivacion general 9 [Oligopolio de Cournot/. Un tdnico bien es producido por n empresas. El costo para
la empresa ¢ de producir ¢; unidades del bien es C;(g;), donde C; es una funcién creciente (producir més
unidades es mds costoso). Toda la produccién se vende a un tnico precio, determinado por la demanda del
bien y la produccion total de las empresas. Especificamente, si la produccion total de las empresas es @,
entonces el precio de mercado es P(Q); P se llama la “funcién de demanda inversa”. Suponga que P es una
funcién decreciente cuando es positiva: si la produccién total de las empresas aumenta, entonces el precio
disminuye (a menos que ya sea cero).

Recuerde que en un modelo de oligopolio de Cournot, las firmas compiten por cantidad y no por
precio, entonces la variable de decisién es cuanta cantidad producir, es decir, cudntas unidades de producto
generar. Esto se contrapone a un modelo de oligopolio de Bertrand, donde la variable de decisién es mas
bien el precio.

Si la produccién de cada empresa i es ¢;, entonces el precio es P(q1 + - -+ ¢n), por lo que los ingresos de
la empresa i son ¢;P(q1 + - -+ + ¢n). Asi, la ganancia de la empresa 4, igual a sus ingresos menos sus costos,
es

(g, - qn) = P + -+ qn) — Ci(qi)-

Cournot sugiri6é que la industria se modelara como el siguiente juego estratégico:

Jugadores Las empresas.

Acciones El conjunto de acciones de cada empresa es el conjunto de sus posibles niveles de produccién
(nimeros no negativos).

Preferencias Las preferencias de cada empresa estdn representadas por su ganancia, dada en
[de ganancias de la empresal

Ejemplo 89 [Duopolio de Cournot con costo unitario constante y una funcidn de demanda inversa lineal].
Para formas especificas de las funciones C; y P, podemos calcular un equilibrio de Nash del juego de Cournot.
Supén que hay dos empresas (la industria es un “duopolio”), y que la funcién de costos de cada empresa
es la misma, dada por C;(g;) = cq; para todo ¢; (“costo unitario” constante, igual a ¢), y que la funcién de
demanda inversa es lineal cuando es positiva, dada por

a—Q siQ<a
0 si@ > a,

donde o > 0 y ¢ > 0 son constantes. Esta funciéon de demanda inversa se muestra en la siguiente figura:
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(Note que el precio P(Q) no puede ser igual a o — @ para todos los valores de @, porque serfa negativo
para Q > ). Suponga que ¢ < a, de modo que exista algtin valor de produccién total @ para el cual el precio
de mercado P(Q) sea mayor que el costo unitario comin ¢. (Si ¢ fuera mayor que «, no habria produccién
con la cual pudieran obtener alguna ganancia, ya que el precio de mercado nunca excede «).

Para encontrar el equilibrio de Nash en este ejemplo, se debe usar el procedimiento basado en las funciones
de mejor respuesta de las empresas.

Primero se necesita encontrar las ganancias de las empresas. Si las producciones de las empresas son ¢;
¥ ¢2, entonces el precio de mercado es P(q1 +¢2) = a—q1 — g2 si ¢1 + g2 < ay cero si 1 + g2 > «. Entonces
la ganancia de la empresa 1 es

m1(q1,92) =1 (P(q1 + ¢2) — ¢)
:fh(afthffh)*c
=a-q1—q — @@ —cq
_Jale—c—a—q) siat+e<a
—cqq siqr+q2 > a.

Para encontrar la mejor respuesta de la empresa 1 a cualquier nivel de produccion ¢, de la empresa 2, se
debe estudiar la ganancia de la empresa 1 como funcién de su propia produccién ¢; para valores dados de

qz.

Si g2 = 0, la ganancia de la empresa 1 es m1(¢1,0) = (a—q1 —0)-q1—cq1 = a-q1—q1-q1—cq1 = q1(a—c—q1)
para g1 < «, una funcién cuadratica que es cero cuando ¢; = 0 y cuando ¢; = « — ¢. Esta funcién es la curva
negra en la siguiente figura.

m1(q1, q2)

qp =0

qz >0

o — c

Dada la simetria de las funciones cuadraticas, la produccién ¢; de la empresa 1 que maximiza su ganancia
_1
es q1 = 5(a —c).
Observe que se puede llegar a la misma conclusién derivando la ganancia con respecto a ¢; y resolviendo).
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T =aqi — cqi — ¢ — G2

T = —Cq1

Luego:

B
uLE I —eq— % — —0
o0 a0, [aqr — cq1 — a5 — q2q1]

Sa—c—2q —q =0
Sa—c—q =20
a—C—(Q
2

=q1

Asi, la mejor respuesta de la empresa 1 a una produccién nula de la empresa 2 es by (0) = %(a —¢). A
medida que la produccién ¢, de la empresa 2 aumenta, la ganancia que puede obtener la empresa 1 para un
nivel de produccién dado disminuye, porque mas produccién de la empresa 2 implica un menor precio.

La curva gris es un ejemplo de m1(q1,¢2) para g2 > 0y g2 < o — ¢. Nuevamente, esta funcién es una
cuadrética respecto a la produccién ¢; = a — ¢ — ¢2, que lleva a un precio de cero. Especificamente, la
cuadratica es m1(q1,¢2) = q1(cv — ¢ — g2 — ¢1), que es cero cuando ¢; = 0 y cuando g1 = o — ¢ — ¢a.

Por la simetria de las funciones cuadriticas (o con cdlculo), concluimos que la produccién que maximiza
m1(q1,q2) es q1 = %(a —c—¢q2). (Cuando g2 = 0, esto es igual a %(a —c¢), la mejor respuesta a una produccién
nula que encontré en el parrafo anterior).

Cuando g2 > a — ¢, el valor de a@ — ¢ — g2 es negativo. Por tanto, para un valor tal de go, se tiene que
q1(a — ¢ — g2 — q1) < 0 para todos los valores positivos de ¢;: la ganancia de la empresa 1 es negativa para
cualquier produccion positiva, asi que su mejor respuesta es no producir.

Se concluye que la mejor respuesta de la empresa 1 a la produccién go de la empresa 2 depende del valor
de go: si g2 < a— ¢, entonces la mejor respuesta de la empresa 1 es %(a —c¢— q2), mientras que si ¢a > @ — ¢,
su mejor respuesta es cero. O, de forma resumida:

1 .

s(a—c— si <a-—c
b1(Q2)={2( q2) .Q2_

0 sig >a—c.

Dado que la funcién de costos de la empresa 2 es la misma que la de la empresa 1, su funcién de
mejor respuesta by también es la misma: para cualquier niimero g, se tiene que ba(q) = b1 (g). Por supuesto,
la funcién de mejor respuesta de la empresa 2 asocia un valor de produccién de la empresa 2 con cada
produccién de la empresa 1, mientras que la funcién de mejor respuesta de la empresa 1 asocia un valor de
produccién de la empresa 1 con cada produccién de la empresa 2, asi que las se grafican en ejes diferentes.

(a1, 493)
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Se muestran en la figura anterior (b; es negra; b es gris). En un juego general, b; asocia cada punto del
eje vertical con un punto del eje horizontal, y by asocia cada punto del eje horizontal con un punto del eje
vertical.

Un equilibrio de Nash es un par (¢}, ¢5) de producciones para los cuales ¢ es una mejor respuesta a ¢,
Yy ¢5 es una mejor respuesta a gj:

q =bi(e3) vy a5 = ba(q])

El conjunto de tales pares es el conjunto de puntos donde las funciones de mejor respuesta en la Figura
56.2 se intersectan. A partir de la figura vemos que existe exactamente un punto asi, el cual se obtiene
resolviendo el sistema de dos ecuaciones:

1
0 =5(a—c—aq)

1
@ =30 —c—q)

Resolviendo estas dos ecuaciones (sustituyendo la segunda en la primera y aislando ¢;, por ejemplo),
hallamos que ¢i = g3 = % (o — ¢).

En resumen, cuando hay dos empresas, la funcién de demanda inversa estd dada por P(Q) = o — ) para
Q < a, y la funcién de costos de cada empresa es C;(g;) = cg;, el juego de oligopolio de Cournot tiene un
equilibrio de Nash tnico (¢}, ¢3) = (3(a — ¢), 3(a — ¢)).

La produccién total en este equilibrio es %(a — ¢), por lo que el precio al que se vende la produccién es
P(2(a—c)) = 3(a+ 2¢). A medida que o aumenta (lo que significa que los consumidores estén dispuestos
a pagar mas por el bien), el precio de equilibrio y la produccién de cada empresa aumentan. A medida que ¢
(el costo unitario de produccién) aumenta, la produccién de cada empresa cae y el precio sube; cada aumento

en ¢ conlleva un aumento de dos tercios de unidad en el precio.

Ejemplo 40 [[Duopolio de Cournot con costo unitario constante diferente y una funcién de demanda inversa
lineal]. Encuentre el equilibrio de Nash del juego de Cournot cuando hay dos empresas, la funcién de demanda
inversa esta dada por

a—0Q siQ<a
0 si@ > a,

y la funcién de costos de cada empresa i es C;(q;) = ¢;q;, donde ¢; > ca, y ¢1 < «a. (Hay dos casos,
dependiendo del tamafio de ¢y relativo a ¢). {Qué empresa produce més en equilibrio? ;Cuél es el efecto de
un cambio técnico que reduce el costo unitario de la empresa 2 ¢o (sin afectar el costo unitario de la empresa
1 ¢1) sobre los niveles de produccién de equilibrio de las empresas, la produccién total y el precio?

Solucién:

— Siguiendo el andlisis del texto, la funcién de mejor respuesta de la empresa 1 es

1 .

s(a—cp—q) sige<a—c
bi(g2) = 2 )

0 en otro caso.

mientras que la de la empresa 2 es

1 .

sla—c—q) sigg<a—c
ba (611) = { 2( )

0 en otro caso.

Para encontrar el equilibrio de Nash, es bueno primero graficar estas dos funciones. Ambas funciones
tienen la misma forma general que las funciones de mejor respuesta del caso estudiado anteriormente. Sin
embargo, el hecho de que ¢; # co lleva a dos casos cualitativamente distintos cuando se combinan ambas
funciones para encontrar un equilibrio de Nash. Si ¢; y ¢2 no difieren mucho, las funciones se intersectan en
un punto de producciéon donde ambas son positivas. Si ¢; y c¢o difieren mucho, las funciones se intersectan
en un par de producciones donde ¢; = 0.

Precisamente, si ¢; < %(a + ¢2), entonces las partes decrecientes de las funciones de mejor respuesta se
intersectan como en la siguiente figura:
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q2

a—cy | (47,493)

o — C1

b2(q1)

a—cy & — C2 q1

_ s

y el juego tiene un unico equilibrio de Nash, dado por la solucién del sistema:

@ =5(a—c1—q2)

— N =

q2 25(04 —C2 — Ch)

Y la solucién es:

1 1
(q1,¢3) = | 3l —2c1 +c2), 2(a—2c2 + 1)
3 3

Sicp > %(oz + ¢2), entonces la parte decreciente de la funcién de mejor respuesta de la empresa 1 queda
por debajo de la correspondiente a la empresa 2 (como en la Figura 22.1), y el juego tiene un dnico equilibrio
de NaSha ((JTa qs) = (07 %(a - 02))'

En resumen, el juego siempre tiene un unico equilibrio de Nash, definido como:

(%(a —2¢1 + ¢2), %(a — 2c9 + cl)) sicp
(0, % (o — 02)) sic

AVARVAN

(CITMJ;):{

La produccién de la empresa 2 excede la de la empresa 1 en todo equilibrio.

Si co disminuye, entonces la produccién de la empresa 2 aumenta y la produccién de la empresa 1 ya sea
disminuye, si ¢; < %(a + ¢2), 0 se mantiene igual a 0, si ¢; > %(a + ¢2). La produccién total aumenta y el
precio disminuye.

Ejemplo 41 [Duopolio de Cournot con demanda inversa lineal y funcion de costos cuadrdtical. Encuentre el
equilibrio de Nash del juego de Cournot cuando hay dos empresas, la funcién de demanda inversa esta dada

por

a—Q siQ<a
P(Q) = .
0 si@Q > a,
, v la funcién de costos de la empresa i es Ci(q;) = ¢7.
Solucién:
— Siguiendo el andlisis del texto, la funcién beneficios de la empresa 1 es:

2

Jale—g—@)-¢ sia+e<a
7T1(Q1»(I2)— .
—qi siqr+q2 >«
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o bien

alo—20 —q) sig+qea

m1(q1,q2) = .
’ {—q% si g1 +¢2 > a.

Cuando es positiva, esta funcién es una cuadrética en ¢; que se anula en ¢ =0y en ¢ = (o — g2)/2.
Asi, la funciéon de mejor respuesta de la empresa 1 es

Lo — sig < a
b1(Q2)={4( q2) .Q2_
0 siq >«

Dado que las funciones de costo de ambas empresas son iguales, la funcién de mejor respuesta de la
empresa 2 es igual a la de la empresa 1: by(q) = b1(g) para todo ¢. Las funciones de mejor respuesta de las

empresas se muestran en la figura siguiente:

q2

b1(q2)

(a1, 43)

wR

b2(q1)

« q1
[

INIY

Resolviendo las dos ecuaciones ¢f = b1(g3) v ¢35 = b2(q}), encontramos que existe un nico equilibrio de
1

Nash, en el cual la produccién de cada empresa i (para i = 1,2) es ¢; = za.

Ejemplo 42 [Duopolio de Cournot con demanda inversa lineal y costo fijo]. Encuentra los equilibrios de Nash
del juego de Cournot cuando hay dos empresas, la funciéon de demanda inversa esta dada por

_Ja-Q siQ<a
P(Q)_{O si@ > a,

, v la funcién de costos de cada empresa ¢ estda dada por

oy = 0 sig=0
)= f+eq sig >0,

donde ¢ > 0, f > 0, y ¢ < a. (Nota que el costo fijo f solo afecta la decisién de operar o no de la empresa;
no afecta la produccién que la empresa desea realizar si decide operar).

Solucién:
— La funcién de pago de la empresa i es

0 sig;=0
ai(P(q1 +4q2) —c)— f sig >0.
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Como antes, la mejor respuesta de la empresa 1 a g2 es (o« — ¢ — ¢2)/2 si su ganancia es no negativa para
esa produccion; de lo contrario, su mejor respuesta es una produccién de cero. La ganancia de la empresa 1

cuando produce (o — ¢ — ¢2)/2 y la empresa 2 produce g, es

2
a—c—q a—c—q a—c—q
A I (T

lo cual es no negativo si

a—c—q\’
(e=s2)' s

osi g <a—c—2f. Sea § = a — c— 2y/f. Entonces la mejor respuesta de la empresa 1 es

s(a—c—q) siqa<q
bi(g2) = {0, 3(—c—q2)} siga=¢q
0 siga > q.

(Si g2 = @, entonces la ganancia de la empresa 1 es cero ya sea que produzca %(a — ¢ — ¢2) o produzca
cero; ambas salidas son 6ptimas).

Asi, la funcién de mejor respuesta de la empresa 1 tiene un “salto”: para niveles de produccién de la
empresa 2 ligeramente menores que ¢, la empresa 1 quiere producir una cantidad positiva (y obtener una
ganancia pequefia), mientras que para valores ligeramente mayores que g desea producir cero.

La funcién de costos de la empresa 2 es la misma que la de la empresa 1, por lo que su funcién de mejor
respuesta es la misma.

Debido a los saltos en las funciones de mejor respuesta, hay cuatro casos cualitativamente distintos, de-

pendiendo del valor de f. Si f es lo suficientemente pequeno como para que q > %(afc) (o equivalentemente,
f < (a—¢)?/16), entonces las funciones de mejor respuesta toman la forma dada en la siguiente figura:

q2
«a — C

a .......

b1(q2)

x—cC

2

(g1:43)

a—c r

3 = b2(q1)

QS,C u;c q a—c aq1

En este caso, la existencia del costo fijo no tiene impacto en el equilibrio, que se mantiene en (¢, q3) =
1
(da—c).h(a—c).
A medida que f aumenta, el punto en el que las funciones de mejor respuesta saltan se acerca al origen.
Eventualmente, ¢ entra en el rango entre 5 (a—c) y 3(a—c) (lo que implica que (a—¢)?/16 < f < (a—c)?/9),
en cuyo caso las funciones de mejor respuesta toman las formas mostradas en el panel izquierdo de la siguiente

figura:
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a2 ¢

o5 a—e (0,%(&—@)
b1(q2)

q \ (a5, 65) = (3 (e —0¢), (e —0)) fl(qz)

=l
M)
—~
=)
=
Z
Ql
—
[N
B
|
o
°
=

S|
Q
@ |
o
M
(]
[

o g oz @

Se ilustran los dos casos:
= A la izquierda: % <f< %
= A la derecha: f > @

El primer caso, el de la izquierda, tiene 3 equilibrios de Nash:

SV — {(0,;(04 —c)) , (;(a o), %(a —c)) , (;(a —c),O)}

El segundo caso, el de la derecha, tiene 2 equilibrios de Nash:

SN = {(;(a —c),O) , (0, %(a —c))}

En este caso hay tres equilibrios de Nash:
(0,%(&—6))7 (%(a_c)vé(a_c))» Yy (%(Q_C)’O)'

Si f contintia aumentando, llega un punto en que § se vuelve menor que %(a — ¢), pero sigue siendo
positivo (lo cual implica que (o — ¢)?/9 < f < (a — ¢)?/4), de modo que las funciones de mejor respuesta

toman las formas mostradas en el panel derecho de la Figura 24.2. En este caso, hay dos equilibrios de Nash:

(07 %(O‘ - C)) y (%(a - C),O)

Finalmente, si f es extremadamente grande, entonces una empresa no querra producir nada incluso si la
otra empresa no produce nada. Esto ocurre cuando f > (a — ¢)?/4; el tinico equilibrio de Nash en este caso
es (0,0).

Ejemplo 43 [Variante de Cournot, con empresas que mazimizan participacion de mercado)]. Encuentre el(los)
equilibrio(s) de Nash de una variante del ejemplo del juego de duopolio de Cournot que difiere del presentado
anteriormente (demanda inversa lineal, costo unitario constante) solo en que una de las dos empresas
elige su nivel de produccién para maximizar su participacién de mercado sujeta a no tener
pérdidas, en lugar de maximizar su ganancia. ;Qué ocurre si cada empresa maximiza su participacion
de mercado?

Solucién:

— Sea la empresa 1 la que maximiza la participacién de mercado. Si g3 > « — ¢, no existe un nivel de
produccién de la empresa 1 para el cual su ganancia sea no negativa.

Por tanto, su mejor respuesta a un nivel de produccién asi de la empresa 2 es g1 = 0. Si g2 < a — ¢,
entonces la empresa 1 desea elegir su nivel de produccién ¢; suficientemente alto para que el precio sea igual
a ¢ (y, por lo tanto, su ganancia sea cero). Entonces, la mejor respuesta de la empresa 1 a tal valor de ¢ es
@1 =a—Cc—qs.
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Se puede concluir que la funcién de mejor respuesta de la empresa 1 es

bi(g) = a—c—qy sigg<a-—c
1192/ = 0 sigo >a—c.

La funcién de mejor respuesta de la empresa 2 es:

(a—c—q2) . < B
ba(q1) = s sigp<la-c
0 siqgg>a—c

Estas funciones de mejor respuesta se muestran en la Figura 26.1. El juego tiene un tnico equilibrio de
Nash, (¢7,q93) = (o — ¢,0), en el cual la empresa 2 no opera. (El precio es ¢, y la ganancia de la empresa 1
es cero).

Si ambas empresas maximizan su participacién de mercado, entonces las partes decrecientes de sus
funciones de mejor respuesta son las de la siguiente figura:

q2

b1(g2)

b2(q1)

Asi, cada par (¢1,¢2) tal que ¢1 + g2 = a — ¢ es un equilibrio de Nash.

Ejemplo 44 [Oligopolio de Cournot con n-empresas/. Considera el juego de Cournot en el caso de un nimero
arbitrario n de firmas; conserve los supuestos de que la funcién de demanda inversa toma la forma

_Ja-Q s Q<a
p(Q)_{O si Q>

y que la funcién de costo de cada firma i es C;(g;) = cg; para todo ¢;, con ¢ < a.

Encuentre la funcién de mejor respuesta de cada firma y plantee las condiciones para que (q1,...,q") sea
un equilibrio de Nash, suponiendo que existe un equilibrio de Nash en el cual las producciones de todas las
firmas son positivas.

Resuelva estas ecuaciones para encontrar el equilibrio de Nash. (Para n = 2 tu respuesta debe ser
(3(a =), 3(a —¢)), el equilibrio encontrado anteriormente).

Primero demuestre que en equilibrio todas las firmas producen la misma cantidad, y luego resuelva para
esa cantidad. Si no puede demostrar que todas las firmas producen la misma cantidad, simplemente asuma,
que lo hacen).

Encuentre el precio al que se vende la produccién en un equilibrio de Nash y demuestre que este precio
disminuye a medida que n aumenta, acercandose a ¢ conforme el nimero de firmas crece sin limite.

La idea principal detras de este resultado no depende de los supuestos sobre la funcién de demanda
inversa ni sobre las funciones de costo de las firmas. Suponga, més generalmente, que la funcién de demanda
inversa es una funciéon decreciente cualquiera, que la funcién de costo de cada firma es la misma, denotada
por C, y que existe una cantidad de produccion ¢ tal que el costo promedio de produccién C(q)/q es minimo.

En este caso, cualquier cantidad total de produccién se produce de forma mas eficiente si cada firma
produce g, y el precio méas bajo compatible con que las firmas no incurran en pérdidas es el valor minimo del
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costo promedio. El siguiente ejercicio pide que demuestre que en un equilibrio de Nash del juego de Cournot
en el que la produccién total de las firmas es grande en relacién con ¢, ese es el precio al que se vende la
produccién.

— La funcién de pagos de la empresa i es:

7T(qz‘7qﬂ‘) = (a - Q)Qi — Cq;

n
=la=> 4| a—cq
j=1

n
=aq — qZ‘ZQj — Cq
j=1

= ag; —Qizq]‘ —qu —Cq;
J#i

Y la condicién de primer orden seria:

om ~
=0=a-— qi —2¢; —c=0
9qi ;j ’
n
=>a—qu—c:2qi
J#i
n
oy
S )
Por lo tanto:
. Q= Q@ —q3— -,
q = 2 L; n
e O —qf —q3— - — 4,
@ = 1 32 n
e =@ =G5~ — Gy
qn_ 2
Y el sistema de ecuaciones se puede reescribir:
O=a—2¢ —q3—q3— " —dqp—¢ (1)
O=a—qi —2¢3—¢5— " —qy,—c (2)
O=a—q¢i —q5—2¢3——q,—c
O=aqi =@ =3 = = Q1 = 2¢, — ¢ (n)
Restando ?7 de 7? se obtiene 0 = —q] +¢5 < ¢f = ¢35 y asi sucesivamente, se llega a que ¢f =¢5 =+ =
g;,. Por lo tanto, evaluando ¢* =¢f =¢5 =--- =q,.

O=a—c—(n+1)-¢"
(n+1)-¢"=a—-c
a—c
n+1

*

q:
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Entonces, el equilibrio (de Nash) perfecto en subjuegos serfa SN757 = {(g;f) ; (f;jrf) e (g;f) }

Luego, el precio seria:

a—c
p_a_jz_:l<n+1>
B a—c
p—a—n<n+1)
_a—n(a—c)

B n+1

Es decir, que el precio de equilibrio decrece a medida que n aumenta, aproximdndose a ¢ (el costo
marginal) a medida que n tiende a infinito (como en competencia perfecta).

Ejemplo 45 [Duopolio con competencia en cantidades]. En un mercado existen dnicamente dos empresas que
compiten por cantidades. Cada una responderd a lo que haga la otra eligiendo la cantidad que maximice
sus beneficios. La primera empresa posee una una funcién de costos de la forma ¢; = 10g;, mientras que la
segunda empresa tiene la funcidn de costes co = 10gs. Ademads, la demanda del mercado viene definida por
la expresién p = 90 — §q.

Encuentre las funciones de reaccién de ambas empresas, asi como el precio y la cantidades de equilibrio.

1. Funcién de beneficios de la primera empresa

w1 = ingresos totales - costos totales < w1 = p1g1 — 1

1 1
T = (90— 2q> q1 — (10(]1) & m = (90— 5[(]1 + (/ﬂ) q1 — 10q;

Recuerde hacer la diferencia entre la cantidad de la empresa individual vs la cantidad total producida en el

mercado. Es importante manipular con cuidado las variables para asi generar una funciéon de reaccién que
incorpore las decisiones propias y las de los otros.

— (90_ Q1J2qu)ql_10q1

™= [(90—“’2“12) —10| g
180 — ]

T = |:(q1 +q2) — 10 q1
2 _
180 — g1 — g2 — 20]

T = D) q1
__[160— g~ gs]

1 B ] q1

1600 ¢ qge

m = - = - —=

2 2 2

w1 = 80 — 4 - o

2. Maximizar los beneficios de la primera empresa y obtener la funcién de reaccién

om ) @ qe o @
I e |80g — L MR gy gt 2 _
dq o |0 T2 T 2 22 2

< |80 — %2 = ¢1 | = Curva de reaccién de la empresa 1

3. Funcién de beneficios de la segunda empresa
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mo = ingresos totales - costos totales < mo = pags — ¢
1 1
2= (90— -q ) g2 — (10q2) & ™2 = 90—5[% + 2] ) g2 — 10g2

2
— <90_Q1;Q2>q2_10q2

Ty = [(90 ‘“2(12) ~ 10| go
180 — :
S [ (¢ —H]2)_10 o
2 -
|:180 —(q1 — Q42 — 20-
T2 = a2
2 -
_ {160 —q1— 2]
T2 = | — 5 | 42
2 _
_160g2 @3 q1ge
Ty = - = - ==
2 2 2
mo =80, — % — 42
4. Funcién de reaccién de la segunda empresa
o 9 B Qg @2 @
— =0 — |80 — = ——=|=80—-2->—-—=-=0
dg2 dgs |07 22 ? 72
<80 — % = @2 | =~ Curva de reaccién de la empresa 2

5. Equilibrio
El equilibrio se encuentra planteando un sistema de ecuaciones con las funciones de reacciéon. En el caso
concreto, ambas empresas se enfrentan a funciones de costos idénticas y se enfrentan a la misma curva de
demanda de mercado. Asi, es esperable que produzcan exactamente la misma cantidad.

—80— & 80 — 4 160—q1 160 —
{‘“ 2 @q1—80—M®11:80— 2 g =80 — @

g =801 2 i
320 — (160 — 320 — 160 — :
@ql:%ﬁql=%®4q1=160—q1®3q1=160® q = 180

Ahora, evaluando en la curva de reaccién de la segunda empresa:

160
= 1 480 — 1
q2:80——(;)@q2:80——20@q2:7806 60@ 160

Que era lo esperado dado que ambas empresas se enfrentaban a la misma demanda de mercado, tenian los
mismos costos y no se indicaba distincién alguna de producto.

Ejercicio 88 [Competencia por precios o (,:mz,tzﬁdade.ﬂ/. Dos empresas compiten en un mercado con producto
diferenciado. El costo marginal de produccion es constate e igual a 2 para ambas empresas y las demandas
por el bien de cada empresa estan representadas por:
1
Q1:10—2P1+§P2

1
QQ=10—2P2+§P1

— Si ambas empresas son seguidoras, encuentre si para estas empresas es mds rentable competir por
precios (estilo Bertrand) o por cantidades (estilo Cournot).

1Ejercicio tomado de ACCG
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Bertrand:
Suponga que no existen costos fijos

1 1
Maxp, m1 = (10 — 2P + 2P2> P —2 (10 —2P + 2P2>

871’1 1
— L —10-4P +-P,+4=0
P, 1+2 > +

10+3P+4
7 =

5 1
R1(P2)3P1=§+§P2+1

1
10+§P2+4:4P1:> P,

Anélogamente tenemos:

5 1
Rz(P1)5P2:*+*P1+1
2 8
Suponga que P, = P,

5 1
Po=-+4+=-P+1
1 2+81+

1 5
Pp—-P=—-+1
Tt Tt
7 5 7
—-PP==-4+1=-
1T 2T Ty
P=4=P

Obteniendo las ganancias:

1
mo=my=4q— 29 =2q =2 10—2(4)+§(4) =38

Cournot:
1 1 1
q1:10—2P1+§P2:>P1:5+ZP2—§(11
P2:5+%P1_%QQ
P1:5+i<5+1P1—;q2> — 50
Pi-2cPi=5+ (5 2o o
%ZHZ%—%D—%%
Plz?_%(h_%(h
P2=5+i<2;)—125q2—f5q1> —%qz
P2=?—18*5Q2—135Q1

Maximizando ganancias:

269
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) 20 2 8
maxmy = | o = @2~ p0 ) @1 - 2q1

0 3 15
20 2 16
- _ = _ —92=
3 2" 0
20 2 16
3 R ST n
25 1 15
4 8(12 3 =4q1
Analogamente
»_ 1. _15_
1 8611 3 =q2
Asumiendo ¢; = ¢
2 1 15
4 891 3 =qQ1
2 15_ 1
4 3 =41 8£]1
% 15 _9
1§ gh
5 _9
] 8Q1
]
q1 =q2 = 9
Obteniendo las ganancias
20 8 3 2 35\ 35 35 1960
—my=Pg-2= (5 - —x = - ) 2% =" %806
[ (3 59 15*9>9 9T 3 T
1960
213~ °

Ejercicio 89 [Precio y cantidad en un oligopolio de Cournot con n—mnp’z’cmﬂ/. N empresas que tienen un
costo marginal igual a ¢ compiten en un mercado oligopdlico donde la funcién de demanda es igual a:

A n
P_é 3 Q_lzzlqz

Si las empresas compiten por cantidades simultaneamente, determine el precio y la cantidad de equilibrio.
%

mé{ A c }é A +A c=0
Xy~ "¢ — ¢4 — i T 5 T C=
w \Sa T @7 Q

Sumando todas las condiciones de primer orden:

A nA 1 A n-1 A ne ne
—_— _— = — A—A = = — . P:—:An =
Q2Q+Q e 0:>Q(n J=ne= Q=7 Q An—1) n-1

Para obtener ¢;:

Q%*c c A n-1 A n—-1 ¢
w=0-Lioa-0(i-0 ) =222 (1-2.00.5)

c n c n A

_é n—l(l_n—1>_A_n—1 l_é n—1

2

C n n Cc n n Cc n

FEjercicio 90 [Precio y cantidad en un oligopolio de Cournot con ’n,—e’ru,])r‘esu,ﬁlzl/. En un mercado existen n

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)
3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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empresas oligopdlicas con un costo marginal igual a ¢ y la funcién de demanda del mercado es igual a:

P=a-b/Q ; QZZ%‘
i=1

Si las empresas compiten por cantidades simultaneamente, determine el precio y la cantidad de equilibrio.
— Este ejercicio puede resolverse de 2 maneras diferentes:

Forma 1:
max i
qi
b 1
a—5Q g —b/Q-c=0
b 1
Forma 1: a—iQ 2qi—b\/§—c=()
b 1 . .
a—iQ 2qk—b\/§—c:0 {Combinando se tiene que ¢; = g}
_9( .)—%,_b ma; —c =0 = —L_%—b ma; —c =0
a 2 ng; qi ng; c= a Qﬁqi ng; c=
:>a_c_b\/;. 1 —|—\/ﬁ — = a—c 2 4n
— v 2,/ng; 7= b (14 2n)?
2 2
a—c 4n 2n
— P—=a—(a—c)-
© ( b > Gronpe o P=e -9 5,
Forma 2:

a—gQ_%qz‘—b\/@—CZO

Sumando: na — g\/@_lQ — nb\/@ —nc=20

a—c=b\/é(21n+1)

a—c 2 2n 2_ p_ b a—c 2n
< b ) <1+2n> —Q=P=a- ( b )(1+2n)

Ejercicio 91 [Precio y cantidad de equilibrio en un oligopolio de Cournot con 77,7(2777,])r(*,sa,ﬂ/. N empresas que
tienen un costo marginal igual a ¢ compiten en un mercado oligopdlico donde la funcién de demanda es igual

a:

A n
P_é ) Q_FZIQZ

Si las empresas compiten por cantidades simultdneamente, determine el precio y la cantidad de equilibrio.

%

4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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, { A }: A +A 0
max < —— - ¢; — Cq; ——= " q; - — C=
o (e " @z "Tq
Sumando todas las condiciones de primer orden:
A nA 1 A n-1
*@'QJrafnc:Oéa(nA—A):ncéQ:z~ -
A n ne
P=—=—=A- =
Q Aln—-1) n-1
Para hallar ¢;:
Q%*c Qc A n-1 n—1 ¢
e J 1 =22) = 2. _ R
€= A A ¢ n n A
A n-1(n-(n-1)\ A n-11_ A n-1
c n n c n n ¢ n?

18.3. Oligopolio de Stackelberg

Definicion 36. Un oligopolio de Stackelberg es aquella estructura de mercado bajo la cual las empresas que
participan en el mercado compiten por cantidades en una modalidad de juego secuencial, lo cual quiere decir
que una primera empresa, denominada empresa lider, toma su decision de produccion, y posteriormente otra
empresa llamada empresa seguidora, toma su decision en base a lo que ha decidido hacer la empresa lider.

Ejemplo 46 [Duopolio con liderazgo en cantidades]. En un mercado existen inicamente dos empresas que
compiten por cantidades. Cada una responderd a lo que haga la otra eligiendo la cantidad que maximice sus
beneficios. La primera empresa, que es la empresa seguidora, posee una una funcién de costos de la forma

c1 = 10q;, mientras que la segunda empresa, que es la lider, tiene la funcién de costes c; = 10¢2. Ademas, la

1
demanda del mercado viene definida por la expresién p = 90 — 3¢

Encuentre las funciones de reaccién de ambas empresas, asi como el precio y la cantidades de equilibrio.

1. Funcidén de reaccion de la empresa seguidora

w1 = ingresos totales - costos totales < 11 = p1g1 — 1

1 1
T = (90 — 2q> q1 — (10q1) & m = (90 - 5[(/| + (/~_)}> q1 — 10q;

= <90—q1;q2>ql—10q1

™ = [(90‘]1;‘12) ~10| g
180 — i
771: |:(ql—~_(]2)_10 Q1
2 .
|:180—Q1—QQ—20-
= Q1
2 o
o= [ 160 = a1 — a2
1 2 ] q1
S 160g: ﬁ 4192
! 2 2 2
m = 80q; — ‘%1 1112(12
om 0 @ ae Qg0
— =0 — |80 — = — —=| =80—-2=—==0
g o 0T 2 T 2 Zz 2

& |80 — %2 = ¢ | = Curva de reaccién de la empresa 1
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2. Funcién de beneficios de la empresa lider

mo = ingresos totales - costos totales < my = page — co
1 1
m = {90~ 5q) a2~ (10g2) & m = { 90 — S[a1 + ¢2] | @2 — 10gs

™ = (90—q1;—q2>q2—10q2

Ty = [(90—‘“;”12) —10] ¢
180 — :

- [ (q1 + g2) — 10 ¢
2 |
|:180—Q1—QQ—20_

Ty = 5 q2
160 — q1 — g2 |

Ty = 42 q2

1602 ¢ qige

Ty = R,

2 2 2

™o = 80, — 4§ — 1

3. Maximizar los beneficios de la empresa lider
Se sustituye la funcién de reaccion de la empresa seguidora dentro de los beneficios de la lider. Asi:

2 2 1
WQZSOQQ—qu—wﬁﬂ'g:gOQQ—qu—*(80—@)QQ

2 2 2 2 2
2 2
a5 a3
& =80gy — = — 40gy — =
T2 q2 9 q2 4
2 2
q5 )
= 40qy — 22 _ 12
<< Ty 0(]2 5 1

Ahora, derivando respecto a g2 e igualando a cero se obtiene:

(971'2 0 CI% q%
— =0 — [40gs — = —=| =0
g2 8q2[ 2= 4
q2 q2
S40-25 -5 =0
) Z 4
®4O—q2—612—2:0<:)40:%=0<:>80=3q2
L 80
3 =q2
4. Hallar el equilibrio
80
q2 3
=80— = =80— =
q1 B) =q 9
200

80
Q1780*E@Q1—7

Ejemplo 47 [Duopolio con liderazgo en precios]. Considere un un duopolio de dos empresas que tienen
productos diferenciados. Las demandas que enfrentan ambas empresas son:

Q1 =20—-P, + P,
Q2 =20— P, + P,

Note que como dependen positivamente del precio del otro producto, eso quiere decir que son bienes susti-
tutos. También se tiene que CMg; = CMgs = 0.

= Encuentre el equilibrio si la empresa 1 es lider y la empresa 2 es seguidora.
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En el caso que haya una empresa lider y otra seguidora, se debe empezar con el problema de la empresa
lider. Esta empresa tiene el problema de maximizar sus ganancias II; dadas o sujeta a la curva de reaccion
de la empresa seguidora. La curva de reaccién de la empresa seguidora es:

max Up) :QQ . P2
P>

H}DEiXﬂ'Q:(QO*PQ‘FPl)PQ
2

Y la condicién de primer orden seria:

87'('2 0 2
2 =06 ——= [20P, — P} + PP, =0
P, 8P2[ 2 5 + 11 2]
20 — 2P, + P, =0
20+ P, =2P;
P
1O+71:P2

Y por tanto, el problema para la empresa lider seria:

P
maxm =Q1- P s.a P :10—&——1
Py 2
. P
H}DaXﬂj:(QO—Pl—i-Pg)Pl S.a P2=10+?
1

P
méxm =20P, — P2 + P, (10 + 1)
Py 2

P2
maxm =20P; — P2 + 10P, + —%
Py 2

) Py
IIII%X m =30P; — -5

Y la condicién de primer orden seria:
871'1 6 P12
— =0& — [30P, — —| =0
P, P, { L)
P
s0- 21 g

Z

Y al obtener el precio que cobrard la empresa lider, esto se puede evaluar en la curva de reacciéon de la
empresa 2:

P*
10 + 21 =P
30

Y al tener los precios de equilibrio para ambas empresas, se puede evaluar cuanto seria la cantidad que
produciria cada una en equilibrio para luego saber cudles serdn los beneficios de ambas empresas en el
equilibrio:

Q1 =20—(30) + (25) =15

Q2 =20 — (25) 4+ (30) = 25
Y finalmente, dadas la cantidad y precio de equilibrio, los beneficios de las empresas serian:

m =Q1- P =15-30 =450

7T2:Q2P2:2525:625
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En este caso se observa que la empresa seguidora obtiene unos beneficios mayores que la empresa lider,
yva que, al ser seguidora en precios, puede simplemente fijar un precio menor que el que fija el lider y asi
abarcar una mayor parte del mercado.

Ejemplo 48 [Tres empresas compiten por cantidades|. Tres empresas participan en un mercado y compiten
por cantidades. Dos empresas son seguidoras y la otra es lider. Las dos empresas seguidoras son idénticas
y tienen un costo marginal igual a 10. La empresa lider tiene un costo marginal igual a 0. Las empresas se
enfrentan a una curva de demanda representada por X = 60 — %P. Encuentre la cantidad de equilibrio de
cada una de las empresas.

1. Calcular la curva de reaccién de las empresas seguidoras
La funcién de ganancias de la empresa 2 es la siguiente:

Ty = [120 — 2(I1 + 2o + ZL'3)] xo9 — CTh
Y el problema de maximizacién de ganancias de esta empresa seria:

MAax mg = [120 - 2((E1 + x5 + Z,Ed)] xo9 — CTh
T2
Y la condicién de primer orden seria:

om 0
87;:0@872[12072@1 + 29 + 23) 22 — 10] =0

0
& 2s [1201:2 — 2x129 + 2z§ + xox3 — 10} =0
2

< 120 — 22y — 49 — 223 — 10 =0
< 110 — 221 — 223 =4x4

5 1 1
— — -] — T3 =2
5 T 5T 5T =2
95 —x1 —

Dado que las empresas seguidoras son idénticas, se sabe que la curva de reaccién de la empresa 3 es:

55 —x1 — T9
2

:mg

2. Sustituir la curva de reaccion de las empresas seguidoras en la curva de reaccion de la empresa lider

55*1’1 — X2
T3 =—

2
55—x1—x
e
2
55 _ 331 _ 55—:)21—923
T3 — 2
2
55_"_ —2x1—55+x1+x3
T3 — 2
2
110—2x1 —554x1+x3
T3 = ;
110—23’;1 —55+.’L‘1 + T3
T3 =
4
43’)3 — X3 =55 — T
3x3 =55 — 1
55 — X1
Tr3 = T

Y dado que las empresas seguidoras son idénticas, entonces:

755—‘%1

T2 3




276

CAPITULO 18. OLIGOPOLIO

3. Calcular el nivel de produccién de la empresa lider al maximizar ganancias
Hay que resolver el problema de maximizacién de beneficios de la empresa lider, la cual toma como dadas
las cantidades que producen las empresas seguidoras. De esta forma:

max T = [120 - 2(331 + 22 + .%‘3)] 1 — CTh
x1

Y evaluando x5 y x3 el problema se puede reformular de la siguiente formas:

55 — 55 —
maxm; =120z — 2 (xl + ( x1> + ( 1
x1

méxm :1201'1 —2 <

Z1

max T =120x7 — 2 <

T1

x1

3 3

3 3

3$1+55*£L‘1+557CE1

méxm; =120z — 221 (

3 )xl

3z1 + 110 — 23:1)
3

11
méx m, =120z, — 22, (W)
T 3
—2x2 — 22
maxm, =120z, + u
T 3
, 360x1 — Qz% — 220z,
maxm =
T 3
, 14021 — 2;16%
mMAax mp =—3
1

Y la condicién de primer orden seria:

87r1 -

dry

d {140% — qu 0

) 3
140 4$1
e
3 3

140 _43?1
33
& 140 =424

< 35 =21

4. Calcular el nivel de produccién de las empresas seguidoras
Sabiendo cuanto va a producir la empresa lider, se puede ver cuanto produciran las empresas seguidoras:

T2

T3

55—$1:>x _@
3 SR
55 — 11 20
:>$3:§

) -sx

3x1 + 55 — 21 +55—x1>x1

Ejercicio 92 [Competencia y liderazgo en p’f'@(:i(}.. Considere un duopolio de dos empresas, E1 y E2. Tienen

productos diferenciados. Las demandas son:

Q1 =20—P, + D
Q2 =20—DP5+ P

Note que como dependen positivamente del precio del otro producto, eso quiere decir que son bienes
sustitutos. También se tiene que CM; = CMs = 0.

5Ejercicio tomado de ACCG
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a) Encuentre el equilibrio del duopolio bajo competencia simultdnea en precios.

— Se plantea el problema de la empresa 1:

H}ljéXHl :Ql’Pl :(20—P1+P2)P1
1
CPO:

P.

20-2P + P =0= P =10+ 7
Esta es la funcién de reaccién de la empresa 1 . Como el problema para la empresa 2 es simétrico, ya que
tienen los mismos costos y la misma forma de la demanda, entonces sabemos que la funcién de reaccién de

la empresa 2 luce asi:

P
PQ=10+71

Para el equilibrio, también sabemos que P, = P, ya que son simétricas. (Sin saber esto, de igual forma
se puede encontrar el equilibrio encontrado la interseccién entre ambas funciones de reaccién).

P
P1:10+71:>P1*=20:P2*

Y entonces,

Qi = Q5 = 20,11} = II; = 400

— Para el caso de liderazgo en precios, comenzamos con el problema de la empresa lider, E1: maximizar
sus ganancias sujeta a la funcién de reaccién de la empresa 2 .

Méx p,II; = (20 — Py + P,) Py s.a. Po = 10 + %
= Méx p II; = 20P, — P +10P; + B 30P; — %12
CPO:
30— P, =0= P} =30,P; =25
Y entonces,

Qr = 15,11} = 450
Q; = 25,11} = 625

Note que en el caso de liderazgo en precios, la empresa seguidora tiene la ventaja, ya que define un precio
menor al del lider, asi abarca mayor mercado y aumenta sus ganancias. El lider tiene menos ganancias que la
seguidora, sin embargo, sigue prefiriendo este resultado que volver a la situacién de competencia simultanea
ya que aumenta sus ganancias.

Ejercicio 93 [Oligopolio con tres empresas . Tres empresas participan en un mercado y compiten por
cantidades. Las primeras dos empresas son seguidoras y la tercera es lider. Las dos empresas seguidoras son
idénticas y tienen un costo marginal igual a 10, la empresa lider tiene un costo marginal igual a 0 . Las
empresas se enfrentan a una curva de demanda representada por X = 60 — %P. Encuentre la cantidad de
equilibrio de cada una de las empresas.

— A continuacion los pasos:

6Ejercicio tomado de ACCG
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Paso 1: Se calculan las curvas de reaccién (RC) de las empresas seguidoras.
La funcién de ganancias de la empresa 2 es la siguiente:

Ty = [120 —2(z1 + 22 +$3)} r9 — CThy

9
92 190 — 22y — 4y — 225 — 10 = 0
81'2

Se despeja x5 para encontrar RC5.

55—331—.233
2

To =

El célculo de RC es analogo al célculo de RCs.

55*I17$2
BETTy

Paso 2: Se sustituye la curva de reaccién de la empresa 2 en la curva de reaccién de la empresa 3.

_ _ 557{1}171}3
£ = 55 Ty 2(72 )

_55—371
3

T3

Dado que las empresas son idénticas, producen la misma cantidad, por lo que ( zo = x3 ).

_55—!E1

T2 3

Paso 3: Se calcula el nivel de produccién de la empresa lider al maximizar las ganancias.
La funcién de ganancias de la empresa 1 es la siguiente:

™ = [120—2(l‘1 + 2o +$3)]$1 - CT

Se sustituyen xo A x3 en la funcién de ganancias.

w1 = 120z, — 222 — 4a; (55 S xl)

om 220 8§
I 90 —dpy — 224 2
O, 13t

Se multiplica todo por 3 y se despeja x7.

360 — 1221 — 22048z, =0

Se despeja x7.

$1:35

Paso 4: Se calcula el nivel de produccién de las empresas seguidoras.

B335
273

20
($3:$2)1>$3:§%6767

20
= my = 5~ 6,67
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Ejercicio 94 [Liderazgo en cantidades con cambio en los (i()é’f()(. En un pueblo hay dos clinicas que brindan

servicios médicos algo diferenciados.

28

La clinica A enfrenta la curva de demanda inversa: P4 = 10 — g4 — ¢g y tiene un costo marginal igual a 2 .

2.

La clinica B enfrenta la curva de demanda inversa: Pg = 10 — qg — g4 y tiene un costo marginal igual a

Ambas empresas compiten en cantidades, con la clinica A siendo la lider (modelo de Stackelberg).
a) Determine cuédnto es la produccién y los beneficios de cada clinica.

— Se inicia con la maximizacion de la clinica B para encontrar su funcién de reaccion o de mejor respuesta:

méXHB = PBqB - CTB

Al ser competencia por cantidades, se sustituye la demanda inversa:

= MaxIIp =(10—gp —qa)qs — CTn

CPO:

oIl
gB :10—2qB—qA—CMB:0
dqp

=10—2gp —qg4 —2=0

:>QB=_7QA+4

Vemos que son sustitutos estratégicos.
Ahora se realiza la maximizacion del lider:

Méx I14 = Paga — CT4
= Max T4 = (10 — g4 — gB) ga — CTa

Se sustituye la funcién de reaccién de la clinica B :

- Maan:(10—qA+q§—4)qA—CTA

N Maan:(ﬁ—%‘)qA—CTA

CPO:
o1l
A —6—qa—2=0
9qa
= ¢y =4
=qp =2
Los precios son:
Py,=Pp=4

Se calculan las ganancias:

Iy = (4)(4) = (4)(2) =8
B=(24) - (2)

"Ejercicio tomado de ACCG
728 Ejercicio tomado del Quiz 3 Grupo 01 del I Ciclo 2022



280 CAPITULO 18. OLIGOPOLIO

b) Si el costo marginal de la clinica B se reduce a 1 , determine cudnto es la produccién y los beneficios
de cada clinica.

— Ahora CMp = 1. Se realiza el mismo proceso. Primero se encuentra la funcién de reaccién de la
empresa seguidora:

maxIlg = Pgqg — CTg
= Méx g = (10 — g —qa) g — CTg

CPO:
oIl
73210—2(]3—(]14—01\4320
9B
=10—-2gp —qa—1=0
i
TaE Ty

Ahora se realiza la maximizacion del lider:

méxHA = PAqA - CTA
= Méx Iy = (10 —qa — qB) ga — CTa

Se sustituye la funcién de reaccién de la clinica B :

9
= MéXHA:<1O—qA+qA—>QA—CTA

2 2
11
= Mix II4 = = ga —CTy
2 2
CPO:
oIl
A 55 —qa—2=0
0qa
=44 =35
= ¢y = 2,75

Los precios son:

Py =Pj =375

Se calculan las ganancias:

I, = (3,5)(3,75) — (3,5)(2) = 6,125
Iy = (2,75)(3,75) — (2,75)(1) = 7,5625

¢) Explique qué relacién hay entre sus resultados del punto a) con los del punto b).

— En el primer caso, la empresa lider produce el doble que la seguidora y obtiene, también, el doble de
ganancias. En el segundo caso, la tnica diferencia es una disminucién en los costos de la seguidora, sus roles
se mantienen iguales. Por esta disminucién, vemos un cambio en la funcién de reaccién de la clinica B que,
a su vez, afecta la decisién éptima de la clinica lider A. Ahora, la clinica lider continta produciendo mayor
cantidad que la seguidora pero comparando con la situacién original, A produce menos y B més. Al calcular
las ganancias vemos que las ganancias de la A disminuyen y que las ganancias de la B aumentan. Ahora,
inclusive, la clinica B tiene més ganancias que la A , sin embargo, esto se debe a que tiene menores costos y
no por ser seguidora en cambio de lider.
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Ejercicio 95 [Competencia en cantidades y liderazgo ﬂ/ Inicialmente hay una tinica empresa llamada Amay
que cambia aceite de automéviles. Suponga que la empresa tiene un costo marginal de 12 délares por cambio

de aceite y no tiene costos fijos. La funcién de demanda inversa del mercado viene dada por P(Q) = 100—2Q.
29

1. Calcule el precio, la cantidad de equilibrio y el beneficio de esa tinica empresa.

a) Al ser la dnica empresa, acttia como un monopolio, la condicién éptima es CMg = I M.

12 =100 —4Q = Q = 22
= P =100 — 2(22) = 56
T = (56)(22) — (22)(12) = 968

b) Funcién de reaccién de la empresa 1:

I = (100 = 2(q1 + q2) — 12) ¢
o1l
L 100 —4q —2¢2 —12=0
oq

:>q1:22—%2

2. Ahora, una segunda empresa llamada Teneti ingresa al mercado. La segunda empresa tiene un costo marginal
de 20 ddlares por cambio de aceite y tampoco tiene costos fijos. Determine las curvas de reaccién, calcule la
produccién de equilibrio de Cournot para cada empresa y el beneficio de cada una. (4pts.)

— Funcion de reaccion de la empresa 2:

Iy = (100 — 2 (q1 + q2) — 20) ¢2

ol
2 2100 —4gs —2¢1 —20=0
g2

S gp=20-L1

2
Equilibrio:

21 = 44 — (20— %1)

3
on =24=q =16,q2 = 12

= P =44
I, = (44 — 12)16 = 512
I, = (44 — 20)12 = 288
3. Calcule la produccién de equilibrio de Stackelberg para cada empresa, tomando en cuenta que la empresa
Teneti entra en segundo lugar, es decir, es seguidora.

— Equilibrio de Stackelberg:
Se resuelve la maximizacién del lider sujeta a la funcién de reaccién de la empresa seguidora.

m, = [100—2((]14—20—%) —12} g=08—q)a
9| Pix
oq

=48—-2¢1=0=q =24,¢q2 =8
= P =100—-2(32) =36

II; = (36 — 12)24 = 576

I, = (36 — 20)8 = 128

8Ejercicio tomado de ACCG
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Ejercicio 96 [Falso y verdadero: mercados no (:()’rnp(r%t/ﬁlevr()ﬂ/. Decide si las siguientes afirmaciones son Ver-
daderas o Falsas. Explica tus respuestas.

1. (5 Puntos) En un duopolio de Cournot, si una firma reduce su produccién, entonces es 6ptimo que la otra
firma también reduzca su produccion.
— Falso. Si la otra firma reduce su produccién, esto aumenta el ingreso marginal de esta firma, por lo tanto
es Optimo aumentar su produccion.

2. (5 Puntos) La competencia a lo Bertrand siempre resulta en beneficios econémicos nulos en el largo plazo.
— Falso. Esto es cierto si ambas firmas tienen la misma tecnologia. Si una firma es mas eficiente, entonces
obtendra beneficios positivos en equilibrio.

3. (5 Puntos) Los mercados competitivos siempre son preferibles a un monopolio.
— Falso. Si existe un monopolio natural, entonces el monopolio es preferible, porque la firma cerraria en un
mercado competitivo.

4. (5 Puntos) La regulacién gubernamental puede mejorar el bienestar en mercados no competitivos.
— Verdadero. Si existe un monopolio, la intervencién del gobierno puede mejorar el excedente total, por
ejemplo, imponiendo topes de precios.

Ejercicio 97 [Competencia en cantidades y lzﬁde:/r'azgcm/. Considere un mercado con n empresas que enfrentan
una demanda igual a P = A — b@Q con

y donde cada empresa tiene un costo marginal igual a c.

1. Determine el equilibrio si las empresas compiten por cantidades simultdneamente.
— Forma 1 (competencia simultédnea):

n
mé,x A—bqi—quj qi — Cq;

qi

J#i
3?]' :A—2bqi—b2qj—c=0:>A—bqi—bQ—c:O
! J#i
nA — nc nA — nc
Sumando: nAbefanf'nC:OiQ:mﬁP:Abe:Ainn

Forma 2 (simetria desde CPO):

88 tA—2bg; —b(n—1)gi—c=0=A—-bg; —bng; —c=0
qi
A—c A—c A—c A—cn
= — = —_—. P:A— . —
s b(n+1):>Q b(n+1) "= ntl T ntl

Sin—c0=P—c AN Q— Ab_c lo cual coincide con el resultado de competencia perfecta).

2. Determine el equilibrio si se compite por cantidades y existe una empresa lider y todas las demads son
seguidoras.
— Equilibrio con lider y seguidores:

9Ejercicio tomado de Gruber (2023)
0Fjercicio tomado de Casasola (2024)
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Seguidores (forma 1):

283

max A—bqs—qu—blij s — Cqs
j#s,L
O A 9bg, b ~b Y g—c=0
aqs qs qr qi =
i#s,L
Sumando sobre (n — 1) seguidores: (n—1)A —qul (n—1)bgy —(n—1)c=0
n—lA (n—1) (n—1)c
éAfizqﬁqufC*OéZqi— T
i£L i#L
Lider:
—-1)A -1 —
méX{<Aqu(n )+(n )quJr( )C>qchL}
qL n
o AB e A
dqr, n n(JL n = 2b
Con CPO de seguidores:
A 1 ¢ A— A—c A—c
=T = =P=A-b -1)-
@ = T b 2nb ( 2b +n-1) 2nb)
Forma 2 (resolviendo por sustitucién simétrica):
_A—bqr —c B A—bqr —c
e D DL Sl U h s T
A—bqr —
méx{[A—qu—QL c(n—l)}QL—CQL}
qr n
oA W e A
dqr, n n 1 N = "9
A— A
q):A 5 c:A—%:A—c
° nb nb 2nb
A—c A—c A-c n—1 A—-c n—1
= ~1)- = 1 P=A-bQ=A- 1
S Q= )5 2b<+n):> bQ b[2b(+n>}

Limite: si (n — oo = q, = 4~

Aa—c
2b 7

qs — 0,

C
Q— 4=,

P — 4£¢ (resultado de monopolio)

FEjercicio 98 [Competencia en cantidades y Z’/ﬁdengcl:r]/. Considere que n empresas distintas compiten entre
si y enfrentan una misma demanda inversa de mercado representada por P = a— (@, donde @ es la produccién
combinada de todas las empresas. Lo que hace diferente a cada una de las empresas es su costo marginal,
el cudl es igual a . O sea, el costo marginal de la primera empresa es 1, el de la empresa 2 es 2 y asi

sucesivamente hasta la empresa n.

. Si las empresas compiten al estilo Cournot, encuentre el precio y la cantidad de equilibrio de mercado; asi
como la cantidad que produce la empresa.

— Forma 1: Empresa j

n
= (a_zqi> aj — J4;
i=1

Sumando todas las condiciones de primer orden:

HEjercicio tomado de Casasola (2024)

D izl —J
a=Y qi—2q—j=0=gq = ”2&]
i#
@ Lg~ o J
K2
2 2427 2



284 CAPITULO 18. OLIGOPOLIO

: 2 2 4
1=1
na n na n
— e pP—4—O=a-— _n
S@= 07 7 P=a-@=a (n+1 2>
na n
=P=qg— —— 4+ —
a1

Finalmente, despejando g;:

1 a—> .G —J a— +5—7 na n .
Qj<1+2>: g = —a- +5 7

Forma 2:

O N

‘J .

5—wa—§ G —¢—j=0
4qj i=1 ' !

Sumando sobre todas las j:

- na—Z’Llj na n
— — — :0:> el J= = _— —
na—nQ@ =@ 2;7 @ n+1 ntl 2
na n na n
jP: — = — — — — — —
@a-Q=a <n+1 2) ntl 2
- na +n .
. n_
4 ntl 2

Forma 3:

or N or N
j . k
Soa—) ¢—q¢—j=0y ——:a—-)» ¢—q—k=0
Restando las ecuaciones:
Gri=at+tk=aq=q+j—Fk
Sustituyendo en la condicién de primer orden:

N n
a—Zqiij—&-j:a—nqj—FZk—qj—j:O
i=1 k=1

nn+1) . a n o
Sa—(n+1)g 4+l j=0=q = —— 4= —
a—(n+1)g+—— J G =1ty
Suma total:
- " a n o an n? an n?  n(n+1)
w=Y (75 d) =ty ity
Jj=1 Jj=1 Jj=1
an n an n an n
ntl 2 a-Q=a (n+1 2) ntl 2

. Si las empresas compiten al estilo Stackelberg y la empresa j es la tnica lider, encuentre la produccién y los
precios de mercado; asi como la cantidad que produce cada empresa.

— Forma 1:
Seguidora Vk # L

N

me=(a—= Y a)ar —kay = = (a—qr — g — > 6:)qk — kax
i=1 i#£L,k
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87%
aiza_QL_ZIk_ZQi_kZO:G_QL_Qk_ZQi_kZO
dx i£ Lk s
Sumando sobre todas las seguidoras:
n—|—1 (n—1a (n-—1) (n+1) L
—Da—(n-1q.—Y g 1) L= . = - - =
(n—1)a—(n—1)q Zqz -1 g-" nnt1), 0:>Zqz - g+
i#L i#L i#L
Lider:
n—1)a n—1 n+1 L
7TL=(a—qL—( ) +( )qL+( )_)QL_LC]L
n n 2
a n+1 L
S PRPCEST
n n 2 n
FOC:
or, a 2q, (n+1) L a nn+1) L
dq, n n + 2 n w 2+ 4 2(n+ )
Produccion total:
(n—1a 1 n+1 L n—1a 1 n+1 L
Y=ttt g L, kg e le 1, D L
n 2 n n n 2 n

i#L

(n—1a a nn+1l) Ln+1) (n+1) L
2n 4n 2n 2 n

a nn+1) Ln+1) (n+1) L
(e s o)

2n 4n 2n n

Forma 2:
Seguidora:

N

me=(a— Y g)ak —kar = (a—qu—qx — »_ @) — ka
i=1 £k
aﬂk
=a—qL—2qk — ¢ —k=0
s >

1#L.k

=a—qr, —qr — Z% — k=0 (de aqui también se deduce que ¢; = g + k — 7)
i#L

:>a—qL—Qk—Z(Qk-l-k‘—i)—k:0:>a—qL—nqk+Zi—k:O:>nqk:a—qL—nk—i-Zi

i#L i#L i#L
a qp 1 .
éqk:f—fﬁ—fz:z—k
n n  n-
i#L
Lider:

a qr 1
m=la—aw-Y a|law-La=m=|a-q-Y [--Z=+=->"j-i| |a—-La
i#L o\ " M
a qp 1 oy,  a 2qp 1
=>np=-——==4+- —Lgp=>+—=———+— —L=0

L n+nZ] aw =75 n n nZ]
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n(n+1) nL
= —— _ =
=5+ 2
a a (n+1) L L 1 )
e e I
L n 2n 4 n+2+ “ !
i#L
a nn+1) L nL Kfa a ®m+1) L L 1 )
= — _— = — _—_— — — — — —k‘
@=5+"7 IS m T tatatn
kAL i#L

Ejercicio 99 [Competencia por precios y Zicleng(l:z]/. En un mercado, n empresas compiten por precio y
tienen un producto diferenciado. Cada una de las empresas se enfrenta a la siguiente curva directa de
demanda:

n
gi=A-bPi+dy P
J#i
Existe una empresa que es lider y n — 1 empresas seguidoras. La empresa lider tiene un costo marginal
constante e igual a ¢ y las empresas seguidoras tienen un costo marginal nulo (cero).

. Encuentre el equilibrio en precios y cantidades si todas las empresas compiten simultdneamente por precios.
%
Simultdneo (todas compiten al mismo tiempo por precios):

miix § P A—bPi+dY Pi| —c|A-bPi+dY P

k#j kg
= A—20P;+d» Pi+cb=0
k#j
méxq P | A=bPe+d > Py Vk # j
P htk
= A-20P+dY Py=0= P =P, Vik#]j
h#k

Por lo tanto: A — 2bPj, +d(n — 2)P, + dP; =0
Y también: A —20P; +d(n —1)Py+c¢b=0

De la primera: — 2bPy, + d(n — 2)P, + dP; = —2bP; + d(n — 1)Pj + ¢b
cb

= —Pu(2b—d) = —Pj(2b+d) +cb= Py = P — 5

Sustituyendo en la segunda:

A—2bP; +d(n—1) (Pj—d’)+cb=

2 +d
cb
:>A—|—Pj[—2b—|—d(n—1)]—d(n—1)2b+d+cb 0
A—d(n—1)525 + cb
I T
1 cb cb
Po=|—" | |[A—dn—1 -
= {2b—d(n—1)][ dn =Dy ~5va

2Fjercicio tomado de Casasola (2024)
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2. Encuentre el equilibrio en precios y cantidades si compiten secuencialmente por precios.
%

Secuencial (empresa lider y seguidoras):

Seguidores:
mi=P |A—bP,+dP;+d Y _ Py
k#i,j
Omi _ 44 qpy+d > P.—2bP =0 Omi _ Ay ap,+d > P —2bP =0
opP, ! -k ) S ’ A o
k#i,j k#i.j
=dY Py —20P+dPj=dY Pi—2bPy+dP; = Pi=P, Vi#j k#j
ki k£
B A+ dp
Lider:
A+ dP; A+ dP;
Desarrollando:
Ad(n—1) d*(n —1) cAd(n —1) cd*(n —1)

m; = AP; — bP} +

; P? — cA+ cbPj — - P;
%—dn—2)7 T _dm_2 T j

2b—d(n—2) 2b—d(n-2)

or; Ad(n —1) 2d%(n — 1) cd®(n —1)
9N — A~ 2P, Pipeb— 2T
oP; it S dm =2 T B—dn-2 T —gm—2) "
d*(n—1) Ad(n —1) cd?(n —1)
op (b— "7 g ST =T
- ](b 2b—d(n—2)> T —dm— T T B dm =
1 Ad(n—1) cd?*(n —1)
h- s e
d2(n—1 2b—d(n—2 20 —d(n—2
(o) -2 @)
p A d .

J

% _dn—2) W—dn—-2)
Finalmente:

Para encontrar las cantidades, basta con sustituir los valores de P; y F; en sus respectivas funciones de
demanda:

GG =A—bPj+dY P, qa=A-bP,+dPj+d ) P
k#j k#i,5

18.4. Cartel
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Parte II1

Equilibrio General

289






291

|E| Un equilibrio general es aquel en donde todos los precios son variables, y para que haya equilibrio
deben de vaciarse todos los mercados, y en particular, se toman en cuenta las relaciones entre todos los
mercados, en contraste a solo examinar uno a la vez.

Es por esta razén que ahora se dard el paso a estudiar la interaccidon de varios mercados entre si y el
impacto que esto tiene en la economia como un todo.

Es importante en este momento citar la obra de Arrow y Debreﬂ quienes demostraron que, bajo
ciertas condiciones (preferencias convexas, competencia perfecta e independencia de demandas), debe existir
un conjunto o sistema de precios bajo las cuales, la demanda agregada total ha de igualar o ser igual a
la oferta agregada para cada una de las mercancias en la economia. Es importante no trivializar dicho
acontecimiento, puesto que segin no pocos economistas, este es un acontecimiento que ha revolucionado a
la economia como ciencia.

Arrow y Debreu generalizaron y formalizaron las ideas que habian sido anteriormente propuestas por
Leon Walras, quien habia llegado a la misma conclusién pero por medios menos rigurosos. Walras senialé
que si en una economia existian n mercados, con n funciones de demanda y n funciones de oferta, si n — 1
mercados estaban en equilibrio, necesariamente el n — ésimo mercado también debia estarlo. Nétese que el
razonamiento de Walras fue muy similar a la idea del algebra lineal, en el cual ”si se tienen n ecuaciones
y n variables, debe haber una unica solucion al sistema de ecuaciones lineales. Sin embargo, este primer
acercamiento de Walras permitié sentar las bases de los teoremas del bienestar.

Arrow y Debreu en 1954 formalizaron y demostraron de manera mas rigurosa esta intuicién y plantea-
miento de Walras, de manera que al equilibrio general se le suele conocer como equilibrio Walrasian

Un primer acercamiento al tema del equilibrio general, es estudiar un escenario en el cual todos los agentes
son consumidores, por lo que entonces inicialmente no habra produccion en este escenario y se hara uso de
un elemento muy importante en la economia: las dotaciones.

13Véase Varian, [199

15Véase Arrow y Debreu, [1954

16Lectura recomendada: Geanakoplos, John. “Kenneth Arrow’s Contributions to General Equilibrium.”
https://www.econometricsociety.org/sites/default /files/inmemoriam/arrow geanakoplos.pdf.
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Capitulo 19

Equilibrio general de mercado

En un andlisis de equilibrio parcial, se toma en consideracién un mercado en aislado, en el cual no se
toman en consideracion fuerzas externas que puedan incidir sobre el por medio de lo que pase en otros
mercados. Asi, es mds realista considerar que en en la realidad ningiin mercado opera en abstracto, sino que
por lo general los mercados suelen estar interrelacionados unos entre otros, de manera que lo que ocurra en
alguno, generalmente puede terminar influyendo en otros. Por tanto, si se quiere generalizar el anélisis para
contemplar todas estas influencias, es necesario ampliar la estructura del modelo de un mercado aislado.

En el caso de un mercado aislado, la condicién de equilibrio era una tnica ecuacién que planteaba que
Qs = Qg, es decir, que en el equilibrio se ha de cumplir que la cantidad demandada sea igual a la cantidad
ofrecida, lo cual en ultima instancia conllevaba también a que el precio de equilibrio de mercado fuese el
mismo tanto para la oferta como para la demanda. De esta manera, podria replantearse la condicién de

equlibrio de mercado como sigue ’ E=Qs—Qs=0 ‘

Esta tltima expresién da origen al concepto de exceso de demanda. En un mercado aislado, para que
haya equilibrio, tiene que ser que el exceso de demanda sea igual a cero, o sea, que la cantidad demandada
sea igual a la cantidad ofrecida. Asi, en ese mercado se estarian agotando todas las posibles transacciones.

I Ahora, qué pasaria en el caso que hubiesen miltiples mercados simultdneamente? Bueno pues el anélisis
es similar: en un escenario con multiples mercados interrelacionados entre si simultdneamente, para que haya
equilibrio general en todos los mercados simultaneamente, sera necesario que el exceso de demanda en cada
uno de los mercados sea igual a cero. En el entretanto que haya un mercado cuyo exceso de demanda no sea
cero, el ajuste de precios necesario para que dicho mercado llegue al equilibrio, terminara influyendo sobre
las cantidades ofrecidas y demandadas en los otros mercados, ocasionando asi cambios en los respectivos
precios de cada mercado.

Por tanto, el equilibrio general en n mercados se garantiza mediante la siguiente condicién:

EiEQdi_QsiZO 121,2,7’7, (191)

19.1. FEl caso de dos mercados

S

19.2. FEl caso de n mercados
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Capitulo 20

Ley de Walras

La ley de Walras es un intento de respuesta a la pregunta: jexistird siempre un vector de precios
en el que se vacien todos los mercados?

En primer lugar, es vital tomar en cuenta un hecho importante: la funcién de demanda )?i(ﬁ, 13711’1-)
es homogénea de grado 0 en los precios. Esto significa que, si todos los precios son multiplicados por una
constante positiva k cualquiera, el conjunto presupuestario del consumidor no cambiara. Mateméaticamente
esto significa que )?Z(ﬁ, ]3711}) = X}(kﬁ, kﬁu’)}) para k > 0 cualquiera.

Ahora, obsérvese que a la hora de introducir un sistema de precios a esta determinada economia, taci-
tamente se estd imponiendo una restriccién presupuestaria a cada agente, la cual se puede plantear de la
siguiente manera para la persona consumidora i:

(e —wp) + pa(af — wi) + oo+ pufaf —wi') =0 (20.1)

A partir de esta restriccion presupuestaria planteada, es que entonces existe la posibilidad de que, dado
un cierto sistema de precios ]3, es posible que no necesariamente la persona consumidora consuma para todos
sus bienes, las dotaciones iniciales de las que dispone, por lo que a partir de este punto es que esta persona
se puede configurar como un oferente o demandante neto, punto a partir del cual surgiria el interés o la
necesidad por acudir al mercado a intercambiar.

Sin embargo, el equilibrio competitivo general o equilibrio walrasiano, lo que exige es que en suma, al
final todas esas demandas y ofertas netas sean iguales entre si, de manera que se agoten todas las dotaciones
sean agotadas. Es asi que entonces esto explica el por qué dicha restricciéon presupuestaria estd igualada a
cero. Es decir que si la persona consumidora no consume exactamente sus dotaciones iniciales para cada uno
de los bienes o por el contrario, desea mas de algin bien de lo que dispone en su dotacién, debe ser que
acudiendo al mercado, y ya sea vendiendo o comprando bienes, salde su demanda neta y se iguale a 0, de
manera que en ningin momento se excedan las capacidades dotacionales de la economia.

Entonces, retomando las funciones de demanda para cada bien individual, si las funciones de demanda
somo homogéneas de grado 0 en precios, la funciéon de demanda neta también ha de ser homogénea de grado
0 en precios, dado que es la suma de las demandas de cada uno de los bienes individuales.

Entonces, una funcién de demanda neta z, para un agente i, se puede expresar de la siguiente manera:

n
2(p) = Y _[wi(P, Pij;) — ] (20.2)
i=1
Si todas las funciones de demanda son continuas, z(p) también ha de ser una funcién continua. Aqui es
donde se dice que la funcién de demanda neta, debe satisfacer la ley de Walras:

Definicion 37. Ley de Walras Dado cualquier P perteneciente a S"71, se tiene que pz(p) = 0; es decir, que
el valor de la demanda neta es 0.

Demostracion.

p2(p) = pY_wi(P, Pii) = 3 ] (20.3)

0= Z[pl’i(ﬁ7 131171) — plﬁl] (204)
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Entonces, a partir de la ley de Walras y la definicién del equilibrio Walrasiano, entonces se obtienen los
siguientes corolarios:

Si la demanda es igual a la oferta n —1 mercados y p, > 0, la demanda debe ser igual a la oferta
en el n — ésimo mercado. De lo contrario, se trasgrederia la ley de Walras.

Si es un equilibrio walrasiano y zj(ﬁ*) < 0,p;* = 0. Es decir, si hay un exceso de oferta de
algiin bien, en un equilibrio walrasiano, debe ser un bien gratuito.

Por lo tanto, a manera de resumen, lo necesario para que pueda existir equilibrio es que no hayan
demandas netas distintas a 0 para ningtin bien de la econonmia, y si, en efecto hay un exceso de demanda
neta para algin bien, debe ser que su precio sea 0. Por lo tanto, si todos los bienes tienen una cierta
deseabilidad en el sentido de que un precio de 0 implicaria un exceso de demanda neta, no equilibrio vendria
caracterizado por la igualdad de la oferta y la demanda en todos los mercados.



Capitulo 21

Primer y seqgundo teorema del
bienestar

Definicion 38 [Primer teorema del bienestar|. La asignacién de recusos alcanzada mediante el equilibrio
competitivo general (equilibrio walrasiano) es éptima en el sentido de Pareto, o en otras palabras, pareto-
Optima.

Esto también se puede analizar introduciendo la figura de un planificador social benevolente. Si este
planificador (es decir, un medio centralizado de asignacién y distribucién de los recursos) quisiera disponer de
la distribucién de los recursos en la economia y tuviera que maximizar la utilidad de un agente representantivo
de esta economia, llegaria exactamente al mismo resultado de asignacién y sistema de precios al cual se ha
llegado por medio de un medio descentralizado.

Algo muy importante a denotar de este primer teorema es que: todo equilibrio competitivo general es
6ptimo de Pareto, mas no todo 6ptimo de Pareto es, necesariamente, un equilibrio competitivo
general.

Note que este primer teorema es algo limitado: si bien es cierto que por medio de un equilibrio competitivo
general se puede alcanzar un éptimo de Pareto, no necesariamente esta asignacion es la tnica que logre
alcanzar un éptimo de Pareto.

Definicion 39 [Sequndo teorema del bienestar]. Todo éptimo de Pareto puede ser alcanzado mediante un
determinado sistema de precios.

Este segundo teorema indica que, dado un sistema de precios, una asignacién pareto-éptima (que no sea
un equilibrio competitivo general) puede alcanzar a ser una asignacién del equilibrio competitivo general
mediante una adecuada redistribucion.

Ejercicio 100 [Impuestos y costos en el b’i(ennsm@‘ El individuo representativo de una economia tiene una
funcién de utilidad representada por

n
_ i
U= I I x;
i=1

El costo marginal de produccién de cada bien es constante e igual a 1 y el individuo tiene un ingreso
igual a 100. Si el gobierno establece un impuesto unitario igual a 7 (o sea, 1 para el bien 1, 2 para el bien 2,
3 para el bien 3, etc.).

. Determine el costo en bienestar en un modelo de equilibrio general para esta economia si la economia consiste
en n bienes.

— Primero se encuentra la relacién éptima entre los bienes y se evalia en la funcién de utilidad:

IEjercicio tomado de Casasola (2024)
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Ejercicio 101 [Costo en bienestar de un impuesto en una economia con n bzf(—zn(—x. El individuo representa-
tivo de una economia tiene una funcién de utilidad representada por

1
H?:z Ti

El costo marginal de produccién de cada bien es constante e igual a 1. Si el gobierno establece un impuesto
unitario igual a 7 (o sea, 1 para el bien 1, 2 para el bien 2, 3 para el bien 3, etc.).

U(x1,...,xp) =21 —

. Determine el costo en bienestar en un modelo de equilibrio general para esta economia si la economia consiste
en n bienes.

n n n n
1 .
TMS; ; = Hﬂfi_Q Hxi_Q =3 H =z Hml _ & {Combinando}
i—n 4 X i=2 pj
i#£] i£]j
n
X o Lj ;
TMSj’k = 7]6 H:l_2 1 = & = T = &m]
zi[licawi  pa Dk
n .
Zj Hl‘l = &
o V2
n—1 7 pi n,.n &
= ] sz =17=>pjw]=pini
J i=2
1/ 1/ 1/
:xj:pznnl 2pn:>xj:HZl1pzn
Dj Dj
1 1
U= - — o =u=a— — 5 —
[T % | R Py
1 n 1/n
U= T n—1 17 Hz*f/]:;
" Tliza v D1
n 1/n n 1/n
:Htl:quHz 12/]2 u+Hl;p’
P 1
n 1/n n 1/n
$1=u+7ni:1p’ A l‘jzinz LD
b1 Pj
n n
=33 s
1= 1] 1
1
=73 Zsﬂﬂa + Zzsw%%
=2 j=1
1
= _5 81171 + Zslj’)/l')/j + ZZSW’%’VJ
=2 j=1
1
- _5 511’71 + Zslj717j + ZSZZ'YZ + ZZSUVZ’YJ
1=2 jF£i

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Capitulo 22

Una economia de intercambio

22.1. Caja de Edgeworth

Suponga que en esta economia existen mercancias, pero en particular, bienes. Ademds, en esta economia
tiene sus preferencias y su respectiva funcién de utilidad que representa esas preferencias, y cada consumidor
parte de una dotacién inicial de las mercanciias de esta economia. Otro supuesto importante a tener en
cuenta (que fue tomado en cuenta por Arrow y Debreu) es que dichas personas consumidoras son tomadoras
de precios, esto es, se comportan competitivamente, e independientemente de sus conductas y acciones, no
pueden incidir en el precio de las mercanciias.

La cuestion central en el andlisis de equilibrio general es estudiar cémo se distribuyen o asignan los
bienes a los agentes que intervienen en esta economia. Entonces, suponga una economia con n agentes, y en
particular, el agente i, tiene una cesta o conjunto de consumo x; = (z},2?,...,2%), en donde x], representa
la cantidad consumida del bien j. Por lo tanto, una asignacién (”allocation”) es un vector o conjunto de la
forma X = (z1, 22, ...,Zn) con n entradas que indica lo que se tiene de cada uno de los bienes de la economfia.

Es importante estudiar el concepto de viabilidad (”feasibility”), que se refiere a la posibilidad fisica a la
que estan sujetas las potenciales asignaciones en esta economia. En particular, dado que se estd hablando
de una economia de intercambio puro, seria una asignacién que, en suma, no exceda las cantidades de los
bienes de los que estd dotada la economia, esto es, que no exceda las dotaciones.

Supdngase que en esta economia de n bienes, las personas consumidoras disponen de una cierta cantidad
de dotaciones que les son dadas de manera exégena (esto es, que parten con estas dotaciones, no es de interés
en este momento explicar cémo llegan a poseer dichas dotaciones). Por lo tanto, El consumidor 4 dispone
de una serie de preferencias =; las cuales se encuentran representadas por una funcién de utilidad u;, y una

dotacién de los n bienes w;.
n n

Por lo tanto, una asignacién es viable si: g T < g w;, pero en particular, serd de interés el caso
i=1 i=1
concreto en que todas las dotaciones de la economia, son aprovechadas, por lo que entonces, un caso especial
n n

de una economia que emplea todas sus dotaciones, es: Z T; = Z Wy
i=1 i=1

Ahora, para el caso concreto en que en la economia se trancen dos bienes y existan unicamente dos
agentes, existe un instrumental grafico que asistird al anélisis del equilibrio general: la caja de Edgeworth.

Suponiendo que existen dos agentes: 1 y 2, y que ademads existen sélo dos bienes: 1 y 2, una caja de
Edgeworth con dos consumidores (1 y 2), cuyas dotaciones respectivamente son wi,w? para el consumidor
1y wi, w? para el consumidor 2, se ve de la siguiente manera:

Note que para el caso particular se ha colocado al bien x; en el eje horizontal y al bien x5 en el eje
vertical (convencionalmente se suele hacer asi), de manera que las dimensiones de la caja corresponden a
las dotaciones totales disponibles en la economia de cada uno de los bienes en cuestion. Por ejemplo, dado
que el bien 1 se encuentra en el eje horizontal, entonces la dimensién de ese lado de la caja ha de ser:
w] +w? = wk. Es decir, que el lado horizontal de la caja ha de corresponder con la cantidad de la dotacién
total de la economia de ese bien.

Anélogamente, para el bien xs, el cual se encuentra representado en el eje o lado vertical de la caja, debe
ser que ese lado tenga de dimensién: w} + w3 = w2. Es decir, que ese lado ha de corresponder también con
la dotacion total de la economia del bien xs.

Note que si las cantidades de las dotaciones totales coinciden o son iguales, ambos lados de la caja seran

301



302 CAPITULO 22. UNA ECONOMIA DE INTERCAMBIO

Consumidor
2

Dotacién consumidor 1 + Dotacién consumidor 2
= Dotacié n total del bien 2

Consumidor

1 Dotacién consumidor 1 + Dotacién consumidor 2 = Dotacion total del bien 1

Figura 22.1: Una caja de Edgeworth

iguales, de manera que la caja tendrd forma cuadrada, pero si las cantidades de las dotaciones totales no
coincidan, entonces los lados de la caja tendran dimensiones distintas, de forma que la caja sera rectangular.

A partir de esta formacién de la caja, se pueden ubicar las posiciones iniciales de cada agente o consumidor
gracias a sus dotaciones. De manera que cualquier punto dentro de la caja, representa, a la vez, la posicion
inicial del agente 1 y el agente 2, puesto que en esta economia se cumple el caso particular de viabilidad en
el que se agotan todas las dotaciones. Es asi que dada la posicién inicial de una persona consumidora gracias
a sus dotaciones, denota que la otra persona consumidora consume lo restante en todos los bienes (en este
caso 2) que no tenga el primer consumidor.

Para poder ubicar geométricamente la posicién de los consumidores en esta economia (caja), entonces
témese en consideracion lo siguiente: el conjunto de consumo inicial del consumidor 1 dado a partir de su
dotacioén inicial se ubica partiendo de la esquina inferior izquierda, mientras que la de la persona consumidora
2, se mide iniciando a partir de la esquina superior derecha. Es asi que entonces, mediante un simple punto
inicial en esta caja, se pueden representar todas y cada una de las asignaciones viables de los dos bienes en
esta economia.

Es a partir de este punto, que ya habiendo sido introducida la figura de la caja de Edgeworth, que en la
caja se pueden empezar a hacer curvas de indiferencia que correspondan a cada uno de los agentes. Es asi
que para el consumidor 1, cuya posicion inicial se contabilizar en la esquiza inferior izquierda, moverse hacia
arriba y hacia la derecha implica tener mas de ambos bienes, pero para la persona consumidora 2, moverse
hacia la izquierda y hacia abajo, es tener mas de ambos bienes.

Consumidor
2

total del bien 2

6n

Dotacién consumidor 1 +
Dotacién consumidor 2
Dotaci

dotacion
inicial

Consumidor Dotacién consumidor 1 + Dotacién consumidor 2 = Dotacién total del bien 1
1

Entonces, volviendo a generalizar el andlisis a n consumidores con n bienes, se procede a indicar que,
naturalmente, cada uno de esos bienes tiene un precio (aunque como en estas economias no existe el dinero
técnicamente, suponga la figura de una especie de subastador neutral que entra al mercado a proponer
precios a los agentes, y ofrece relaciones de precios hasta encontrar agentes que estén de acuerdo en tranzar
o comerciar sus dotaciones iniciales a esa relacién de precios), y por tanto se obtiene un vector de precios
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de los bienes P = (p1,p2,...,pn). Es importante recordar que estos precios no son particulares para cada
individuo, sino que estan dados, y por ende, todas las personas se comportan competitivamente, porque sus
conductas no tienen incidencia en los precios de la economia.

Es asi que, dado que cada persona tiene, andlogamente, un vector de dotaciones iniciales de la forma
W; = (w}, w2, ...,w") para una persona consumidora i cualquiera. Por tanto, esta persona consumidora i se
enfrenta a un problema particular de maximizacién de la siguiente forma:

max u(X)
X (22.1)
sujetoa P-X =P -

Note que este es un problema de maximizacion de los ya conocidos anteriormente, de manera que la
solucion a este problema es encontrar las demandas xl(ﬁ, }31[)'1-)7 sin embargo, en los problemas inicialmente
planteados, la restriccién presupuestaria estaba planteada en términos de un ingreso m consistente de una
cierta cantidad de dinero, pero ahora, dado que no existe ni el dinero, ni la produccién, y se estd hablando
de dotaciones y términos reales, la restriccién se plantea en términos de dotaciones y no de un ingreso.

En otras palabras, el nuevo ingreso para este tipo de problemas es de la forma: m; = Pw;. A partir de
aqui, se define un equilibrio Walrasiano de la siguiente manera:

Definicion 40. Equilibrio Walrasiano Definase un equilibrio Walrasiano como un conjunto de vectores (una
asignacién) de la forma (Px, Xx) tal que:

> xi(P, Pi;) < Zn:wi (22.2)

Entonces, el equilibrio walrasiano o equilibrio competitivo general es un sistema de precios Px
y una asignacion de cantidades de consumidas dadas las funciones de demanda éptimas para cada agente
X =( Ly, xh*, ..., x*) para cada uno de los agentes que satisfaga que:

%

. Las cantidades totales asignadas de cada bien son las que cada consumidor querria comprar a los precios
vigentes.

. La suma de las cantidades totales de la economia coincida con la de las dotaciones (se vacian los mercados,
esto es, no se desperdician o no quedan sin usar dotaciones).

Ejemplo 49 [Cajas de Edgeworth basicas]. Considere una economia con dos individuos, A y B, y en la cual
existen dos bienes: x e y. Grafique una caja de Edgeworth para las siguientes funciones de utilidad:

Complementos perfectos
UA = ml'n(QXA, YA)
UB = ml’n(XB, QYB)
En las funciones de Leontieff siempre se igualan los argumentos dentro de la funcion:

2X 4 =Y4

X
Xp =2Yp < TB —Yp

Por lo cual, en la caja de Edgeworth lo primero a graficar serian los rayos o sendas de expansién de ambas
funciones:
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B
Y

Dado que la utilidad crece a medida que las curvas de indiferencia se alejan de su respectivo origen, se puede
enmarcar la zona de contrato:

B
Y

/

Z

4

3 /

.
.0
!\J
~
=
Il
e
L

A

En esta caja, w es un par ordenado cualquiera (z4,y4) o (zp,ys) que indica las dotaciones iniciales de los

agentes. A partir de esa informacién, se pueden dibujar unas cuantas curvas de indiferencia que representen
las preferencias para cada uno de los agentes.

B
Y
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La zona coloreada en verde es la zona de contrato, y todos esos puntos son 6ptimos de Pareto. Dado que la
zona de dotacion inicial w es tal, las rayas verdes son la zona de comercio.

= Sustitutos perfectos

Ua=X4+2Ya
U =2Xp+Yp

La caja de Edgeworth se veria asi:

no
Pareto

&

Pareto

En este caso, si el punto de dotacién inicial fuese w, la curva de contrato seria la zona coloreada en verde.

En los casos de las funciones de utilidad de bienes sustitutos, siempre es importante observar la pendiente
de las mismas:

Us—X U 1
UAZXA+2YA<:>%=YA<:> QA —5 XA =Yy
pendiente
—_————
Ugp=2Xp+Yg< Up —2Xp =Yp
pendiente
——

-1 1
- -2 - <2
5 I<l-2le35<

En este caso, la pendiente de las curvas de indiferencia de A es menor que la pendiente de las curvas de
indiferencia de B en valor absoluto. Esto tiene implicaciones para la curva de contrato:

e Como la pendiente de las curvas de indiferencia de A es menor, la curva de contrato corresponde a
todo el borde de izquierda y arriba:
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B

e Si la pendiente de las curvas de indiferencia de A fuese mayor, la curva de contrato corresponderia a
todo el borde de la derecha y abajo:

e Si las pendientes de las curvas de indiferencia de ambos agentes fuese igual, la curva de contrato
corresponderia a todos los bordes de la caja:

» Curvas de indiferencia céncavas

Cuando las curvas de indiferencia son céncavas, la curva de contrato serfan todos los bordes de la caja.
Asumiendo un punto de dotacidén inicial w, las curvas de indiferencia ser verian asi:
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La zona de comercio seria la zona coloreada y punteada en verde. El punto w coincide con un punto de
tangencia entre las curvas de indiferencia de los agentes, sin embargo no es un 6ptimo de Pareto ya que

ambos pueden mejorar.

Ejemplo 50 [Caja de Edgeworth con curvas de indiferencia especiales]. Dos individuos A y B consumen
solamente dos bienes X e Y, y tienen las siguientes funciones de utilidad (U) y las siguientes dotaciones (w):

UA(XA, YA) men(2XA, YA) + ml'n(XA, 2YA)

wa =(10,0)
Up(Xp,Yg) =Xp+Yp
wr =(0,20)

Dibuje la caja de Edgeworth e identifique:

= Kl punto inicial

» El area de comercio
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10
20 Op

= La curva de contrato

= El punto final
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20

Oa

10

El punto final puede ser cualquier punto (como cualquiera de los rojos) entre la zona de comercio y la zona
de contrato.

Ejemplo 51 [Dos agentes y dos bienes|. Suponga una economia de dos agentes: A y B. En este economia
existen dos bienes: x y y. A y B tienen las siguientes funciones de utilidad:

2 1
_ ..5,3
Up=23yp

I ol

1
Ug =23y

A continuacién, se denotan las dotaciones de esta economia:
(Ta,71) = (2,4)

(ﬁ7 ny) = (67 2)

a) Calcule la curva de contrato
b) Calcules los precios relativos de equilibrio
c) Calcule el equilibrio general competitivo

En primer lugar, es importante hacer uso del instrumental aprendido para tener una mejor comprensién
del problema. A continuacién, asi se ve la caja de Edgeworth para este problema.

6 B

Note que las dimensiones de la caja fueron determinadas obteniendo las dotaciones totales de la economia.
En particular para este problema:
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(T,¥) = (Ta+75,Ya +Yn)
(7,79) = (8,6)

Una vez que se tienen las dotaciones totales y el punto inicial de esta economia, se puede proceder a
encontrar la curva de contrato.

Recuerde que la curva de contrato es la linea que une todos los puntos que son eficientes u 6ptimos de
Pareto en esta economia, de manera que uno de esos puntos Pareto-6ptimos, serd el equilibrio competitivo
general de la economia. De esta manera, se procede buscando la maxima utilidad posible que puede obtener
cada uno de los agentes, dada la utilidad del otro agente. Siguiendo la légica del principio de arbitraje, se
tiene que:

UngA - UngB

TMSA =TMSp < —
A BT UMg,a ~ UMg,,

Por lo tanto, se tiene que:

1 2 2 1
1,371 3 2,.5-1 3
3P4 Ya _ 3%p Ya

1 2 - 2 1
2.5,5 1 1,.5,35 1
3TAY4 3TpYp

3ya _6ys

6xa 3rp
ya  2ym
= 2= = 2=
27 4 TR
Ahora, se ha logrado alcanzar una expresién que resume el comportamiento de la curva de contrato, pues
es el resultado de igualar las pendientes de las curvas de indiferencia. Note que se tiene una ecuacién con
cuatro variables, sin embargo, haciendo uso de las restricciones dotacionales de esta economia, se pueden
plantear las siguientes sustituciones:

TA+Tp=8=Tp=8—-Ta
Ya+yp=6=7p=06-7a

De manera que la igualdad obtenida de la igualacién de las tasas marginales de sustitucién, puede
plantearse mediante el uso de las anteriores sustituciones, en términos de dos variables tinicamente:

ya 2(6 — ya)
2:6,4 N 8 — T A
Ahora, se puede despejar alguna de las dos variables restantes para obtener la curva de contrato. Por
tradicién, se despejard y4.

8ya —yara = 2414 —4yazs = 8ya — yaTa +4yazas = 2474
241 4

8+3IA

Note que la forma resultante de la curva de contrato es una funcién de la forma y = maz + b, es decir,
lineal, por lo tanto, la curva de contrato ha de ser una linea recta que va de esquina a esquina.

8Yya +3yaxs =24x4 = ya =

6 B
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Para proceder a encontrar los precios relativos de est equilibrio general competitivo, se debe resolver el
problema de optimizacién o maximizacién de cada uno de los consumidores.
Témese a la persona A. Su condicién de optimalidad es que: TM S, , ,, = B=, por lo tanto, se tiene que:
bR py

1418 -3.2
3%A Ya _ Dz LTa"¥Ya _ Px
5 127 7 - = 1 1 -
3TAYA Pv - 2wiyd Py
A
el T L
2z 4 Dy Py

Ahora, evaluando en la restriccién ”presupuestaria.™ términos de las dotaciones:
PzTA+ PyYA = PzTA + PyYA
2ps

= 3pexA = 2p; + 4py
M — 2py + 4py

A 3ps
2p5 2p. +4p
= ya = ﬁ(iy)
Py 3%
yM _ 4p, + Spy
A “55;‘*

Témese ahora a la persona B. Su condicién de optimalidad es que: TM Sy, 4, = f}—“, por lo tanto, se tiene
Y
que:

2,31, % o b
378 Ya _ Do 205 Yp  Pa
lglfl_piilglfl:pi
3 3 3 3
3ZRYR Y 3ZRYR Y
-1 1
3 B
208 Yp  Da lp
> 2 = T YBT 5 B
3 3
IByB Yy Yy

Evaluando en la restriccén ”presupuestaria en términos de dotaciones:
PzXB +pyyB = PzTB +Pny3

Pa
= P2TB +%(%xa) = 6ps + 2py
3
= 5Pa¥p = 6pe + 2py
v _ 12py +4py
SCB — T
s = ﬁ(ﬂpx + Ap,
Zpy 3%

yM _ 6p; + 2py

Habiendo encontrado las demandas marshallianas éptimas de los agentes de esta economia, la manera de
proceder para encontrar los precios relativos es mediante el establecimiento de un sistema de ecuaciones:

)

Tqa+xr =28
ya+yp =206

Notese que tanto la demanda por el bien de x como la demanda por el bien y de ambos agentes, deben
sumarse e igualar las dotaciones globales de esta economia. Sin embargo, por la ley de Walras, si hay n
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mercados (en este caso 2), si n — 1 mercados (en este caso 1) estdn en equilibrio, el n-ésimo mercado también
lo estara, por lo que basta solucionar una ecuacién solamente:

2p, + 4p, + 12p, + 4py
3Dz 3pz

=38

A+ =8=

2p5 + 4py + 12p, + 4p,

=8 = 14p, + 8p, = 24p,
3P

4 Do
8p, = 10p, = - = —
Py Dz 5 Py
Finalmente, para calcular el equilibrio competitivo general es importante observar en primer lugar si la
asignacién inicial de los agentes forma parte de la curva de contrato. ; Cémo saber si esto se cumple? Piénsese
en el agente A, al evaluar en la curva de contrato y4 = 82;1;;“/4 la cantidad de dotacién de la mercancia T4
debe obtenerse como resultado la cantidad de dotacién de la mercancia y4 que le fue entregada al agente
A. Note que 82;%?2)) = % # 4 y por ende la asignacién inicial del agente A no forma parte de la curva de
contrato. Si la dotacién inicial formara parte de la curva de contrato, dicha asignacién seria el equilibrio
competitivo general, sin embargo, cuando no sucede esto, como en este caso, dado que ya se sabe la relacion
de precios de la economia, se puede proceder a encontrar las cantidades de equilibrio.

Sabiendo que % =to b - % entonces:
v

5 Pz
z%z%%#az%z%—k%%éz%z§+§g=>x%=§+g:>z%:§
y%ZWﬁy%=§Z+§ %—§§+§ %—%+§:>y%—%
x%:npg;;zlpy M_4+§%:> g_4+ﬂ:> g_4+§:>$g:g
y%=W=>y%4=2§z+§éyBM=2§+§:>y%4=§+§:>y%=i’§

ObsérvesequeZJr@:w:%zﬁ,%,miemrasqueg %:w:%:%zlqﬁ

Note que dadas las utilidades que representan las preferencias de cada agente, los precios de equilibrio de
esta economia y las dotaciones iniciales de cada persona, decidieron intercambiar hasta alcanzar asignacio-
nes que se ajustaran a sus demandas optimas marshallianas, las cuales, sumadas, siguen cumpliendo con las
restricciones de dotaciones de la economia.

Ejemplo 52 [Equilibrio general en una economia (Macroeconomia): corto plazo: agente representativo y em-
presa representaliva sin gobierno/. Suponga una economia sin gobierno en la que hay un agente represen-
tativo con la siguiente funcién de utilidad: wu(c, ) = log(c) + ! y una funcién de produccién de la forma:
Y =2K%h - 1)1«

El consumidor tiene una restriccién presupuestaria de la forma: ¢ = wN 4+ 7 + rK — 'y la funcién de
beneficios de la empresa es de la forma: 7 = F(K, N%) — wN¢ — rK.

a) Defina el equilibrio competitivo de esta economia. (5 puntos)

El equilibrio competitivo general de esta economia se define:

Una asignacién (vector) compuesto por las siguientes entradas [C,Y, N, K].

Un sistema de precios de la forma: [w, r].

Si hubiera gobierno: una politica gubernamental [G, T].

Tal que:

El agente representativo (quien representa a los hogares ("households”) de esta economfa) maximice su

utilidad u y ¢, dado el sistema de precios [w.r].

La empresa representativa (que representa a las empresas de esta economia) maximiza 7 (" profits”) eligiendo
N9y K, dado el sistema de precios [w, r].

Si hubiera un gobierno: una politica gubernamental tal que el gobierno mantuviera un presupuesto balan-
ceado; es decir: G =T.
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Y los mercados se vacian. Esto significa:
= Néd=N$=N*
[ ] Y* = C* +g
s K*=K

b) Plantee el problema del hogar representativo y caracterice su solucién. (4 puntos)
Asumiendo que los hogares son los propietarios de las empresas:

(cl,?)?n%# u = log(c) +~l
st. c=wN+rm+rK
c=wN+[F(K,N)—wN —rK]|+rK
c=wN + F(K,N) — wN — 2K + 2K
¢ = F(K,N)
c=Y

Ahora, recordando la condicién de optimalidad:
TMS., =2
Pc
Y sabiendo que p; = w normalizando p. = 1 entonces:

=w="v=w

o=

c) Plantee el problema de la empresa representativa y caracterice su solucién en el corto plazo. (3 puntos)
Se sabe que en el éptimo la empresa debe comportarse de tal manera que:

PMgN =w
Y recordando que: h =N +1= h —1 = N. Por lo que:
Y = 2K*N'™

PMgny =(1—a)zK“N™¢
Asi que debe ser que, en el equilibrio:
(I1-a)zK*N~™“=w
d) Encuentre explicitamente el equilibrio general de corto plazo de esta economia. Analice un shock de

productividad de Az < 0 sobre las variables de equilibrio. (7 puntos)

Observe que la variable que gonecta.? los hogares con las empresas es w, de manera que encontrar el
equilibrio competitivo general se resume a encontrar el w que garantice que se vacien los mercados (ley de
Walras). Por lo tanto, empleando las condiciones de primer orden del agente representativo y de la empresa
representativa se obtiene que:

vye=(1—-a)zK*N~¢

Sin embargo, de la restriccion inicial se sabe que c=Y y h — [ = N. Por tanto:

yzK*N'™% = (1 — a)zK*N~*

2KANY~  1-a

cKoeN—o 5y

:,ﬁé@fz\ﬂﬂ_l—a

ZEINZT oy
gl
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Sabiendo el valor de N que garantiza el vaciado de mercados, se procede a averiguar los otros elementos que
conforman el equilibrio competitivo general:

l—a
11—«
Y* ZK'ozN*lfa Y* 2K ( )

1—a 11—«
c*:Y*:>c*=zK°‘( )

Y dado que se estd en un escenario de corto plazo entonces:

K*=K

Y, bajo el supuesto de la teoria neoclédsica en donde cada insumo recibe como remuneraciéon su productividad
marginal, entonces:

w* =(1 — a)2K*® <1;O‘>a

1—
r* =azK*! (1 — a) i
Y

Shock Az < 0:

N* no depende de z
Y*.

* o -«
ovr Ko <1 a> 50
0z

* _ -«
ovr Ko <1 a> >0
0z

K* no depende de z

w*:

ow* L (1—a\'""
5, =(1-a)K < 5 > >0

a—1 (1 - a)la
aK >0
Y

Ahora, recuerde que % > (0 implica una relacién directa entre las variables, de manera que ante un cambio
o shock negativo de z se tendria que ante un shock Az < 0:

Y*
ct |
w* |
r*l
Ejemplo 53 [Decision de consumo y oferta de tmba,j(ﬂ/. Suponga una economia sin gobierno en la que hay
un agente representativo con la siguiente funcién de utilidad:

1 N0

1—7(6_1/}1—1-9)ﬁ

u(e, N) =

y una funcién de produccién de la forma: ¥ = z(uK)*N'~® donde u es un parametro de utilizacién del
capital. Las familias son duenas de las empresas.

El consumidor tiene una restriccién presupuestaria de la forma: ¢ = wN + 7 + rK — 7'y la funcién de
beneficios de la empresa es de la forma: 7 = F(K, N%) — wN¢ — rK.

a) Defina el equilibrio competitivo de esta economia. (5 puntos)

El equilibrio competitivo general de esta economia se define:

1Ejercicio tomado de Jose Andrés Ortega para el curso Teorfa Macroeconémica 1T
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Una asignacién (vector) compuesto por las siguientes entradas [C,Y, N, K].

Un sistema de precios de la forma: [w, r].

Si hubiera gobierno: una politica gubernamental [G, T].

Tal que:

El agente representativo (quien representa a los hogares (”households”) de esta economia) maximice su
utilidad u y c, dado el sistema de precios [w.r].

La empresa representativa (que representa a las empresas de esta economia) maximiza 7 (" profits”) eligiendo
N9y K, dado el sistema de precios [w, r].

Si hubiera gobierno: una politica gubernamental tal que el gobierno mantuviera un presupuesto balanceado;
es decir: G =T.

Y los mercados se vacian. Esto significa:

N&=Ns=N*

Y*=c + @&

K*=K

b) Plantee el problema del hogar representativo y caracterice su solucién. (4 puntos)
Asumiendo que los hogares son los propietarios de las empresas:

) 1 N1+9 1
(i, ule N) = g (e vyt
st. c=wN4+7m+rK
¢c=wN+ [F(K,N)—wN —rK]+rK
c=wlN + F(K,N) — whN — 2K + 2K
c=F(K,N)
c=Y

Ahora, recordando la condicién de optimalidad:

TMS,, =2

C

Y sabiendo que p; = w normalizando p. = 1 entonces reacomodando:

1

Ule,1) = —— <c_¢(hl)”"> L

1—7v 1+46
7UM91
TMSC’liUMgC
1 1 (h _ l)1+9 1 w(h _ l)1+9—1
M . — T—v R N 7 .
UMgi == 75— ¢35 U= v
1 h— D0
UM = i 1) plo D)
w(h—1)? h—DY70 o
UMQZ‘M(Cw(lﬁe”‘
Ahora para el consumo:
1 1 (h=D"* 1
UMgC_l—’y.l—’y(c_w 146 ) 1
1 (h—D*0 5
UMoe = —ple g )T

Entonces ahora:

W(h—1)? h—Dt0 . o

I'MS., = (g—'y))2 s 1+)9 )T
S h—1)1+6 |
(1_1,),)2 (wa( 1_;,_)9 )1_7
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1+6

=¥ () 5
TMS.; =¢(h—1)°

TMS,, =

Y por ende, la solucién del agente representativo se caractiza por la siguiente condiciéon de primer orden:
Y(h—1)° =w

c) Plantee el problema de la empresa representativa y caracterice su solucién en el corto plazo. (3 puntos)
Se sabe que en el éptimo la empresa debe comportarse de tal manera que:

PMgny =w
Y recordando que: h =N + 1= h —[ = N. Por lo que:
Y =zK*N'™@
PMgny = (1 — a)z(uK)*N~—¢
Asi que debe ser que, en el equilibrio:
(1-a)z(uK)*N™*=w

d) Encuentre explicitamente el equilibrio general de corto plazo de esta economia. Analice un shock de
productividad de Az < 0 sobre las variables de equilibrio. (7 puntos)

Observe que la variable que ¢onecta.? los hogares con las empresas es w, de manera que encontrar el
equilibrio competitivo general se resume a encontrar el w que garantice que se vacien los mercados (ley de
Walras). Por lo tanto, empleando las condiciones de primer orden del agente representativo y de la empresa

representativa se obtiene que:
P(h =17 =(1-a)z(uK)*N~2

Expresando la TM S, ; en términos de N:
YN? = (1 — @)z(uK)*N~°

N? (1—a)z(uK)>

N-o "

pia (1= a)z(uk)®
=y

. ((=a)zuk)*\ 7=
N ‘( v )

Sabiendo el valor de N que garantiza el vaciado de mercados, se procede a averiguar los otros elementos
que conforman el equilibrio competitivo general:

K* =K
Y* = 2(uK)ON 5 Y = (R (“‘O‘L(“K)) i
=YY"= =z(uk)® ((l—oz)zj(uK)o‘) LR

Y, bajo el supuesto de la teoria neoclédsica en donde cada insumo recibe como remuneracién su productividad

marginal, entonces:
1
e
w* = (1 —Q)Z('LLK)a <( a);(u ) > 11—«

= az(uR)e ! <<1 = O‘)j(um(x)sia 1o

Shock Az < 0:
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N*:
! 1+a—0

ON*  (1—a)(uK)~ (z(l—a)(uK)O‘

9z (0 —a)

>0 para z>0

Y* .

=@ >0 para z>0

= >0 para z>0

K* no depende de z

*

w

e

Ahora, recuerde que % > ( implica una relacion directa entre las variables, de manera que ante un cambio
o shock negativo de z se tendria que ante un shock Az < 0:

e
) 1=e para z>0

e) Resuelva el problema de corto plazo de un planificador social benevolente. ;Se cumplen los Teoremas del
Bienestar? Justifique su respuesta. (6 puntos)
El planificador social maximiza la utilidad del agente representativo dados G y K:

A [
(Sax, ulel)
st. c+G=Y

Entonces, imponiendo la restriccion:

mix  u(Y —G,I)
(1)eRrRF

st. ¢c+G=Y
Condicién de primer orden respecto a I:
U
—u.PMgny +u; =0= u; =u.PMgn = —t = PMgn
Uc

Y se sabe que:

Uy 0
— =¢(h—1

o= p(h=1)
Mientras que:

PMgny =(1—a)z(uK)*N~¢
De manera que el planificador social maximiza la utilidad del ingreso cuando:
YN? = (1 — @)z(uK)*N~°

Note que el planificador social llega a la misma condicién hallada descentralizadamente. De manera que:

N? (1—a)z(uK)~

N—«

<

it _ (1= @)z(uk)®

<
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N* = ((1—04)1;(1&()“)9#

Sabiendo el valor de N que garantiza el vaciado de mercados, se procede a averiguar los otros elementos
que conforman el equilibrio competitivo general:

K* =K
V* = 2(uK*) N0 o Y =z (uK)® <(1_a)z;(uK)a) =

Para el planificador social no hay precios, entonces no hay ni w ni r.

.,Se cumplen los teoremas del bienestar? — Si. jPor qué? Observe que el primer teorema dice que todo
equilibrio general del modelo estudiado, es un éptimo de Pareto. Esto se puede traducir de otra forma:
las condiciones de equilibrio general son iguales a las condiciones de optimalidad de un planificador social.
Revisese que tanto en el equilibrio competitivo general como en el problema del planificador social, se llegd a
la misma asignacién del vector [C*,Y*, N*  K*|. De manera que las condiciones del ECG y dle planificador
social coinciden, aunque una es una manera centralizada de alcanzarlo y otra es descentralizada.

Con respecto al segundo teorema, este dice que existe un sistema de precios con el cual se puede construir
un equilibrio general igual al 6ptimo del planificador social. Nétese que graficamente el modelo se ve asi:

Y

c+G

-G

Noétese que la frontera de posiblidades de produccién representa todas las posiblidades de equilibrio
competitivo general en esta economia. Sin embargo, note que existe la posibilidad de alcanzar éptimos de
Pareto distintos al equilibrio competitivo general. Es asi que si sigue la ley de Walras y se vacian todos los
mercados, necesariamente eso va a ser un 6ptimo de Pareto, pero no necesariamente va a ser un punto del
equilibrio competitivo general de este modelo. Es asi que se podrian hallar 6ptimos de Pareto que vacien
el mercado sin que estos sean el equilibrio competitivo general: recuerde el primero teorema del bienestar:
”todo equilibrio competitivo general es éptimo de Pareto, pero no todo éptimo de Pareto es un equilibrio
competitivo general necesariamente”. Es asi que el segundo teorema también se cumple.

Ejercicio 102 [N-agentes con funcion de utilidad cuasilineal con 2 bi(—m,(—:ﬂ/. Considere una economia con n
individuos, cada uno con una funcién de utilidad dada por

U;=x; + lnyi.

Cada uno tiene una dotacién igual a (Z;, §;).

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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. Encuentre los precios de equilibrio para esta economia.
— Condicién de equilibrio marginal:

Como todos los agentes tienen la misma demanda de y;, entonces:

3|

n
_ Z p p
P Dz Dy

Por la ley de Walras, este valor de = garantiza que se cumple

Dy
n n
i=1 i=1

. Encuentre la curva de contrato.
— Como todos los agentes consumen la misma cantidad éptima de y, entonces:

SRS

Yi =

Esa es la condicién que define la curva de contrato en este caso: todos los agentes consumen la misma
cantidad de y.

Ejercicio 103 [Una economia con n-agentes y 2 bi(rn/(fwlﬂ/. N individuos posee cada uno la funcién de utilidad

Zg
Uz' = ? + y?’5
. Los precios de equilibrio de esta economia.
— Los precios de equilibrio son:
2
TMS-:lzpzé\/gI:py:y-:(py)
2\/371 Dy Dz Dz
B 1 n 1 n py . 2 py 2 1 n )
== (i) - ()
=1 =1 1=1
Como .
222 ~n(n+1)2n+1)
= c ;
=1
entonces:
2 2 _ 1/2
__(py\ nn+1)@2n+1)  (py .(n+1)(2n+1):>pl_ 67
b 6n P 6 py \(n+D2n+1)
. La curva de contrato para dos individuos representativos.
— La curva de contrato seria:
TMS; = TMS, = =2 = Lo oy = 2 (=)
i

1 [ vy
éyi:mykﬁ‘(l—k@)y:.

3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Ejercicio 104 [N-agentes con funcién de utilidad Cobb-Douglas con 2 b’/',(%’n/(rn«ﬁ/. Considere una economia con
n individuos, cada uno con una funcién de utilidad dada por

a;  1—a;
Ui =z;"y;
Cada uno tiene una dotacién igual a (Z;, §;).

. Encuentre los precios de equilibrio para esta economia.
— Condicién de equilibrio marginal:

. iyl o;Y; P l—a p
TMS! — g Z, = I I:>y< L. m)x
e F e N (e aipy)

Restriccion presupuestaria:

- _ 1—a; po Pa
(673 py

Despejando x;:

(67 _ _
T = j(prﬂi + py¥i)

x

Ley de Walras (no es necesario encontrar y;):

- 1 n 1 n . - ~ n - p n ~
T== wi=—Y —(paBi +pyli) = Y i + = il
ni4 ni= P i=1 P i

De ahi:

— n —
py _T— Do 4T
- n —

Pz Zi:1 ;Y
. Encuentre la curva de contrato.
— Volvemos a la condicién de equilibrio:

B (l—ozi px>
Yi = e
Qy Dy

— n —
QY Pa T D QT

(1—a)z  py o ol

Entonces, la curva de contrato esta dada por:

yi = 1 _aixi ( Sl )

Sustituyendo la expresién para %:
Y

— n —
oy T—)

FEjercicio 105 [Equilibrio General de una economia de dota(tidr. Una economia estd representada por n
individuos de dos tipos. La mitad de los individuos son de tipo A y poseen la siguiente funciéon de utilidad

U(za,ya) = min{za, ya}.
La otra mitad de individuos son de tipo B y tienen una funcién de utilidad
U(rp,yp) =5 +Inys.

La dotacién global de x y de y son idénticas y todos los individuos son dotados con la misma cantidad de x
y de y.

4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
5Ejercicio tomado de Casasola (2024)




22.1. CAJA DE EDGEWORTH 321

. Encuentre los precios de equilibrio general para esta economia y demuestre cudl serd el consumo de equilibrio
para cada tipo de individuo.
— Se sabe que las dotaciones deben cumplir:

b
Il
4
|
&

Agente representativo A

A _ A
x _wy

w
w _
n

ug =min{za,ya} = x4 =ya

Restriccién presupuestaria:

SERS

P2TA + Dyya = —(Pe +Dy)

w
n

w
TA(pe +1y) = =Pz +py) = T4 = —=Ya

Agente representativo B

FOC:
1 _p = yp = Py
YB Dy Dz
Restriccién presupuestaria:
w
Patp +pyys = —(pz +py)
w p w  wp p
rp = (pw"‘!‘py)_l:*“v‘**y_l
npiE pz n n pr p:v

Condicién de equilibrio: mercado de = y y
Como hay 7 agentes tipo Ay 4 tipo B:

n +n A n +n
w=—=x —x w=—= -
2A 5B 23/A 2Z/B
nw o nf(w o w o
2 n 2\n n pr P
_Y Y W by by
3ty Pe 2 Da
Agrupando:
_ w NN Py (w ”) Py _
= _ | L === = .7_0
v “+(2 2) Pa 2 2) p,
Entonces:
by _ 1
Dz w
Consumos de equilibrio:
w
TA=Ya = —
n
w
B =YB = —
n
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2. A partir de la dotacidn inicial y utilizando el equilibrio encontrado en el inciso anterior, muestre cémo seria
el punto inicial, punto final, la zona de comercio, y la curva de contrato entre un individuo tipo A y un
individuo tipo B.

— La Caja de Edgeworth con los elementos indicados seria la siguiente:

04 za

Un

Ejercicio 106 [N-agentes y m + 1 b’z’ene.. Una economia estd compuesta por 2 individuos quienes tienen
la siguiente funcién de utilidad en n bienes:

U(z1,...,zy) =1 +Zlnxi
i=2

1. Encuentre los precios de equilibrio para cualquier dotacién arbitraria.
— Se tiene que:

, ) 2
! 2 i Py; t Dy;
Jji =93 — . - 1
i=1 i=1 t Py; Dy; 22?:1 i

6Ejercicio tomado de Casasola (2024)



Capitulo 23

Una economia con produccion

Ejemplo 54 [Robinson Crusoe y los (,:0(:03[]/. Suponga que Robinson Crusoe produce y consume pescado (F)
y cocos (C). Asuma que, durante un cierto periodo, ha decidido trabajar 200 horas y no le importa si pasa
este tiempo pescando o recolectando cocos. La produccién de Robinson para peces viene dada por F = /{r
y para los cocos por C' = /7. , donde ¢ y ¢c son la cantidad de horas dedicadas a pescar o a recolectar
cocos. En consecuencia, {r + ¢c = 200. La utilidad de Robinson Crusoe para pescado y cocos viene dada

por u(F,C)=VF-C.

Si Robinson no puede comerciar con el resto del mundo, ;jcémo elegird asignar su trabajo? ;Cudles seran los
niveles éptimos de F y C? jCudl serd su utilidad? ;Cudl serd el RPT (del pescado para los cocos)?

F:\/KF<=>F2ZEF
C= KC@CZZKC

S F? 4+ 0% =200
<200 — F? =C?

Para encontrar los niveles éptimos de F y C, la tasa marginal de transformacién y la tasa marginal de
sustitucién deben ser iguales, es decir, RT P, ¢ = TMSSL ¢, de forma tal que igualando:

F C
C F
o F? =C?
& F? =200 — F?
& 2F? =200
< F? =100
s F=+10

1Ejercicio tomado y transcrito de Mendoza, Daniel (2020)

323
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Luego de descartar la alternativa negativa, se tiene que:

F =10
C =10

Ahora bien, como la asignacién del trabajo se determina por F? = {r A C? = /¢, entonces dedicard 100
horas a cada uno.

En cuanto a la utilidad, u(F,C) = VF - C < u(10,10) = 10. Por dltimo, dado que los niveles éptimos de
pescado y cocos son iguales, el RTP del pescado para los cocos igual a 1.

= Suponga ahora que se abre el comercio y Robinson puede comerciar pescado y cocos a una relacién de precios

de Z—g = % Si Robinson continda produciendo las cantidades de F y C de la parte (a), jqué elegird consumir

una vez que tenga la oportunidad de comerciar? ;Cudl serd su nuevo nivel de utilidad?
Dada la relacién de precios, Robinson decidird consumir en las cantidades tales que:

TMSSp,c =2
C
= 9
“F
& (O =2F

Junto con esto, la recta presupuestaria de Robinson ante esta relaciéon de precios es:

2F+C=2-10+10

& 2F 4+ C =30

Sustituyendo C' = 2F, se tiene que:
4F =30
F =75

Y como C es del doble de F, el consumo de C es de 15. Ademds, el nuevo nivel de utilidad sera: u(7,5,15) =

%. En este caso, Robinson se encuentra en una situacién que le genera mas utilidad que en el inciso (a),
por lo que es mas conveniente que este.

= ;Cémo responderia usted ante el cambio de la parte (b) si Robinson ajusta su produccién para aprovechar
los precios mundiales?
En el caso de que Robinson ajustara su produccién tendria que producir de forma que:

=2&F =20« F?=4C?
200 — C? = 4C? < 40 = C*?
C, =2V10
F, =410

Debido a la nueva relaciéon de precios y al cambio en las cantidades producidas, la nueva restricciéon presu-
puestaria de Robinson Crusoe es la siguiente:

2Fc + Co = 2F, + Cp < 2Fc + Cc = 2 - 4V10 + 210
& 2Fc + C. = 1010

Ce + Ce. =10V10

& Co =5V10

5v/10
& Fo=——

Ademis, el nuevo nivel de utilidad serd de 5v/5. Este es el caso més deseable para Robinson Crusoe ya que
produce dentro de su frontera de posibilidades de produccién, pero consumo fuera de ella, en un punto donde
su utilidad es mayor que en (a) y (b). Por lo tanto, este es el mejor de los tres casos.
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= Grafique sus resultados para las partes (a), (b) y (c).

FEjercicio 107 [Teoremas del comercicﬂ/.
FEjercicio 108 [Teoremas del comercio y funcion de mz’nmw:El/.

FEjercicio 109 [Teoremas del comercio y produccion con dotacz’o%ﬂ/.

2Ejercicio tomado de Casasola (2024)
3Ejercicio tomado de Casasola (2024)
4Ejercicio tomado de Casasola (2024)
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Parte 1V

Equilibrio de Mercado
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El primer gran tema de estudio en la teoria microeconémica es una especie de repaso muy bésico de
un tema del curso de introduccién a la economia: el equilibrio de mercado. Para efectos de este curso, serd
util pensar en un mercado como una institucién en la cual interactian dos grandes elementos o fenémenos:
la oferta y la demanda. A partir de este gran modelo béasico y primitivo de lo que es un mercado, se
pueden introducir complicaciones o elementos adicionales: un gobierno, impuestos de suma fija, impuestos
proporcionales, externalidades, subsidios, etc.

Para estos efectos, es importante tomar en cuenta que la teoria microeconémica requiere de un instru-
mental matemético fundamental: el cdlculo. Ademds, con respecto a cursos anteriores, este curso implica
un gran cambio fundamental: a partir de ahora, lo normal sera el uso de las funciones multivariables. Esto
quiere decir que entonces a menudo serd fundamental también conocer el instrumental basico del dlgebra
lineal y el calculo en varias variables.

Este capitulo, ademés de introducir el tema de equilibrio de mercado, serd la tltima oportunidad para
repasar el instrumental matemaético pre-calculo asi como una ligera introducién al cdlculo en varias variables.

En esencia, puede entenderse un equilibrio de mercado como una situacion particular: una situacién o
estado en el cual hay una falta de tendencia al cambio, razon por la cual, al anélisis del equilibrio de mercado
suele conocerse como analisis estatico. De momento, no se hacen consideraciones éticas o morales de dicho
estado equilibrio (si es deseable, no deseable, injusto, moral, etc.), sino que lo importante, de momento, es
comprender que el equilibrio es una situacién en la cual, de mantenerse las variables externas fijas, tendera
a mantenerse en perpetuidad.
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Capitulo 2

Modelos economaicos

Un modelo econémico es una marco analitico deliberadamente simplificado cuyo propdsito es ser una
representacion de la economia real. De esta manera, todo modelo econémico es una abstraccién de la realidad,
y por tanto, necesariamente implicard una seleccion de factores y relaciones por estudiar en el modelo, dado
que, en principio, seria (practicamente) imposible incorporar en un modelo todas las posibles interrelaciones
que ocurren en la realidad econémica.

Inicialmente, los modelos econémicos eran de orden intuitivo y politico, y con el pasar de los anos, estos
han ido evolucionando, adquiriendo cada vez mas complejidad, principalmente por medio de la introduccién
de las matematicas. Asi, las relaciones y condiciones asumidas para un determinado modelo econémico-
matematico, generalmente son planteadas mediante ecuaciones que describen la estructura del modelo.

Es por esta razon que es una sana practica, antes de comenzar propiamente con los modelos, estudiar
cémo funcionan estos modelos. Generalmente, estos modelos contienen variables, constantes y parametros.

Definicion 41 [Variable]. Se define como variable a aquel valor que no permanece inalterado o cambia. El
valor de una variable suele variar segtin los pardametros y alcances de un problema determinado. Generalmente
se le denota a las constantes con las letras: z,y,x... En economia, algunas variables, por ejemplo, pueden ser:
el precio, la cantidad, los bienes, los insumos, etc.

Lo usual es que, si un modelo econémico esta correctamente construido, este debe poder ser solucionado
de tal manera que se puedan obtener una serie de valores que solucionen cierto conjunto de variables. Dichas
variables del modelo, son variables llamadas enddgenas. Sin embargo, también es posible que el modelo
asuma la presencia de ”fuerzas.®*ternas al modelo, las cuales se asumen como dadas, las cuales se llaman
variables exégenas.

Es comun ver que las variables, en ocasiones, aparezcan combinadas o al lado de constantes, como por
ejemplo 7p o 5q.

Definicion /2. Se define como constante a aquel valor que permanece inalterado o no cambia. Independien-
temente de que no se sepa su valor, el valor de una constante permanece fijo. Es decir, una constante es
la antitesis de una variable. Es decir, que las constantes pueden ser valores denotados por niimeros, pero,
también pueden ser representadas simbdlicamente. Generalmente se le denota a las constantes con las letras:
a,b,c... Cuando una constante aparece unida a una variable, se le suele llamar a la constante como coeficiente
de la variable.

En ocasiones, para alcanzar mayores grados de abstraccion, las constantes de un modelo no tienen asig-
nados valores especificos, por lo que se representan simbolicamente en lugar de numéricamente. En estos
casos, las constantes pueden variar, como las variables, pero para efectos del modelo, son asumidos como
valores constantes desconocidos, por lo que se les conoce como parametros.
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Capitulo 25

Equilibrio parcial de mercado: un
modelo lineal

El problema de un equilibrio parcial, usualmente se reduce a hallar el conjunto de variables endégenas
(precio y cantidad) que garanticen una condicién de equilibrio para el modelo. De esta manera, en este
primer tema se estudiara el anélisis de mercados aislados.

Asi, en el mercado de una determinada mercancia o servicio cualquiera, se definen 4 variables endégenas:

= Precio de demanda = Cantidad demandada

= Precio de oferta » Cantidad ofrecida

La condicion de equilibrio en estos modelos se define como el estado o situacién en que el exceso de
demanda, es igual a 0. Esta condicién se resume bajo la siguiente ecuacion:

Qs =Qa e Qs —Qa=0 (25.1)

Esta condicion de equilibrio también es conocida como condicién de vaciado de mercado.

Asi, Qs y Qg se definen como funciones del precio ofrecido y del precio demandado respectivamente. La
funcién de demanda Q4(Py) es una funcién lineal decreciente en precio, mientras que la funcién de oferta
Qs(Ps) es una funcién lineal creciente en precio. Ademds, es necesario anadir una condicién adicional: el
mercado ocurre y transa siempre y cuando el precio al cual se tranza la mercancia o servicio, sea positivo.
De lo contrario, el mercado no puede existir.

Geométricamente, el equilibrio de mercado se puede observar como sigue:

Q
a

Qa = a—bp Qs = c+dp

(demanda) (oferta)

QU=0Qq =0y | N
c
P =Py = Ds P
Matematicamente, el modelo se escribe de la siguiente manera:
Qd = Qs
Qa=a—"bp (a,b>0) (25.2)

Qs =c+dp (d>0)
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Note que en la funcién de oferta, el parametro ¢ puede ser positivo, negativo o igual a 0, ante lo cual la
grafica de la funcién variara correspondientemente. Note que quiza el supuesto donde ¢ < 0 seria el que mejor
represente la condicidn necesaria de un precio positivo para que ocurra el mercado. Ademas, la necesariedad
de que d > 0 sea estrictamente positiva, representa la relacién positiva y creciente entre la cantidad ofrecida
y el precio ofrecido. Sin embargo, més adelante se estudiard la posibilidad de que la pendiente de la curva
de oferta, sea perfectamente horizontal, es decir d = 0.

En el caso de la funcién de demanda, b si debe ser necesariamente positivo, para que —b < 0, es decir,
que su opuesto debe ser negativo, y con ello la pendiente de la funcién de demanda siempre ha de ser
negativa, esto en representacién de que, existe una relacién inversa entre la cantidad demandada y el precio
demandado.

Nétese que, de en apego a la convencién matemdtica, en una funcién de la forma y = f(x), la variable
dependiente, es decir y, se grafica en el eje vertical, mientras que la variable indepediente x, es graficada en
el eje horizontal. En el caso anterior, al representarse una funcién de la forma Q = f(p), la cantidad q se
grafica verticalmente mientras que el precio p, horizontalmente.

En ocasiones, se recurrird a una notacién de la forma p = f(Q), es decir, el precio en funcién de la
cantidad, por lo que el precio se graficaria en el eje vertical y la cantidad en el eje horizontal.

La solucién de un modelo de equilibrio, consiste en hallar los valores de equilibrio de las variables endége-
nas. Dichas variables, al encontrar los valores de equilibrio, deben garantizar las igualdades anteriormente
expuestas al evaluar o sustituir dichos valores de equilibrio.

Para efectos practicos, la condicion de equilibrio de mercado senala que, en el equilibrio, tanto la cantidad

ofrecida como la cantidad demandada han de ser iguales, lo mismo para el precio. Por lo tanto, el sistema
de ecuaciones arriba, puede ser reducido evaluando y sustituyendo una ecuacién en otra.

En el equilibrio, Q* = Qi = @}, a partir de lo cual, geograficamente también se puede ver que en ese
punto p* = pi = pj;. Esta segunda expresién es mads 1til en el caso en el que se tengan funciones de la forma
p = f(Q). Ahora, en el caso de una funcién de la forma @ = f(p), la condicién de equilibrio de mercado

sefiala que Q* = QF = Q}:

QIr=Q;=Qy&a—bp=c+dp

a—c=dp+bpsa—c=p(d+Db) (25.3)
a—c
ity ?

Notese que la expresion del precio de equilibrio hallada, depende tnicamente de pardmetros, lo cual sign-
fica que, si los valores para dichos parametros han sido dados, una solucién numérica para p* puede ser
explicitamente encontrada.

Observe que, geométricamente, a > ¢, por lo que la expresién a — ¢ > 0 siempre serd positiva, extricta-
mente. Esto es indistamente del valor de ¢ y de su signo, por lo cual, el numerador de la expresion siempre
serd positivo, y el denominador es una suma de positivos, haciendo que el precio de equilibrio siempre sea
positivo, lo cual es consistente con el modelo.

En palabras sencillas, lo que se hizo fue aplicar la condicién de equilibrio, para suponer que ambos precios
y ambas cantidades, en el equilibrio, han de ser iguales, lo cual permite plantear un sistema de dos ecuaciones
con dos variables, permitiendo plantear ambas ecuaciones en términos de la misma variable Q, para igualarlas
entre ellas y simplemente despejar la variable restante, en este caso, el precio.

Ahora, sabiendo el precio de equilibrio, dicha expresién puede ser ahora sustituida en cualquiera de las
dos funciones de demanda o oferta, y ahi averiguar la cantidad de equilibrio.

Asi:

Q§=a—bp*®QZ:a—b(ac>

d+b
. bla—c) . ab — be
« _ a(d+b) —[(ab— bc)] . ad+ab—ab+bc
©@a= d+b ©Qa= d+b
. ad+bc
Qa=

d+b
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Observe qué hubiera pasado si mas bien se hubiera sustituido en la funcién de la cantidad ofrecida:

Q:—c+dp*@Q:—c+d<a_c>

d+b

. d(a —c) . ad — cd

Q*_c(d—l—b)—i—ad—cd@Q*_cd+bc+ad—cd
i d+b i d+b

. bctad « _ ad+bc

©=a 9T

Observe que la expresion para la cantidad ofrecida es la misma que se encontré en la cantidad demandada.

Es decir, que la cantidad de equilibrio es la misma indistintamente de si se evalia el precio de equilibrio en
la cantidad demandada o en la cantidad ofrecida, lo cual refuerza la idea de que en el equilibrio, la cantidad
de equilibrio es la misma tanto para la oferta como para la demanda.

Ahora, observe que en la expresién de la cantidad de equilibrio, el denominador es una suma entre d y
b, y al ser ambos positivos, la suma serd también positiva. Ahora, para que en el mercado se trance una
cantidad positiva, debera ser el caso que ad > bc, puesto que como senal6é anteriormente, podria ser el caso
que ¢ < 0, por lo que podria tenerse una expresiéon como ad — bc, y asi, se garantiza que la interseccién
entre la oferta y la demanda, sea por encima del eje horizontal, es decir, que haya una cantidad de equilibrio
positiva tranzada.
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Capitulo 26

La funcion de demanda

Para efectos de este capitul resulta 1til pensar en la demanda como una relacién entre dos
grandes elementos: la cantidad demandada y el precio. Dicha relacién, puede ser representada por medio de
una ecuacion, a la cual se le conocerd como funcién de demanda.

Témese entonces una ecuacién de demanda bésica como una ecuacién de la forma:

g=a—"bp (26.1)

Noétese que para este primer capitulo, por una cuestion meramente ilustrativa y de simplicidad, se presenta
una ecuacién de demanda como una relacién lineal e inversa entre la cantidad demandada (q) y el precio (p).
Notese que la simplicidad radica en la similitud presente con la funcién lineal tradicional estudidada desde
el colegio.

Es asi que entonces si esta ecuacién se tratase como una funcién, y se tratase de de graficar esta repre-
sentacion lineal, se obtendria algo similar de la siguiente manera:

Figura 26.1: Una demanda lineal tradicional basica

Nota algo particular? Recuerde que en las funciones de la forma f(x) = y, la variable y, es dependiente de
la variable x, siendo que entonces x es una variable independiente. A esto se le suele conocer como funcién de
demanda: una funcién en donde la demanda queda en funcién del precio. Nétese que esto, matematicamente,
serfa decir que la cantidad (q) es la variable dependiente del precio (p), que seria la variable independiente.

Nétese que segun lo que se ha aprendido tradicionalmente, las funciones f(z) = y se suelen graficar
de manera que la variable independiente se grafica en el eje horizontal (eje de las abscisas), y la variable
dependiente se grafica verticalmente (eje de las ordenadas).

1Consultar : Vicuia, [2017
2Es importante tener presente que para la gran parte de este curso, la tendencia serd utilizar el cdlculo multivariable y las

funciones, no las ecuaciones.
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pendiente L

negativa

Figura 26.2: Una funcién de demanda que representa al precio como variable dependiente de la cantidad

Ahora, recuerde que por ley de demanda, debe ser que haya una relacién inversa entre la cantidad
demandada y el precio, lo cual si se ve reflejado en la ecuaciéon de demanda presentada. Sin embargo, es hora
de introducir uno de los conceptos més importantes de la economia: la demanda marshalliana.

De momento, lo importante a saber sobre las demandas de Marshall radica en un elemento gréafico y no
tanto matematico:

Noétese ahora, que se estd presentando a la demanda como una relacién en la cual el precio es la variable
dependiente de la cantidad, puesto que se esta graficando la funcién con el precio en el eje de las ordenadas.

Sin embargo, observe que la forma de la funcién de demanda tiene al precio como la variable indepen-
diente, y es la cantidad que depende del precio, sin embargo, las demandas marshallianas se grafican con el
precio como variable dependiente de la cantidad, lo cual no corresponderia con la funcién presentada.

Esto se hace asi por una conveniencia grafica, lo cual quedara mas claro cuando se introduzca el tema de
la oferta, la cual presenta una relacién positiva entre el precio y la cantidad, por lo cual, graficamente sera
mas conveniente verlo en términos de demandas marshallianas.

26.1. Flasticidad de demanda

La elasticidad es una medida de sensibilidad o de respuesta de una variable ante un cambio en otra
variable relacionada. A continuacién se introducen algunas de las medidas de elasticidad méas comunes para
la elasticidad.

Definicion 43 [Elasticidad]. Definase la elasticidad de la demanda como el cambio porcentual en una variable
ante un cambio porcentual en otra variable.

26.1.1. FElasticidad precio

La elasticidad precio es una medida de sensiblidad de la cantidad demandada ante un cambio en el precio.

Definicion /4. Definase la elasticidad precio de la demanda como el cambio porcentual en la cantidad
demandada ante un cambio en el precio.
e dap

- 26.2
b (26.2)
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26.1.2. Clasificacion de la elasticidad precio

= Demanda perfectamente inelastica £ = 0 = una variacién en el precio no provoca cambios en la cantidad
demandada.

Figura 26.3: Una funcién de demanda perfectamete ineléstica

= Demanda inelastica £ < 1 = la variaciéon porcentual en el precio es mayor que la variacién porcentual en la
cantidad.

Figura 26.4: Una funcién de demanda inelastica

= Demanda de elasticidad unitaria &€ = 1 = la variaciéon porcentual en el precio es igual a la variacién
porcentual en la cantidad demandada.

P
PLA D
P L
.
9 9 q

Figura 26.5: Una funcién de demanda de elasticidad unitaria



340 CAPITULO 26. LA FUNCION DE DEMANDA

= Demanda eldstica £ > 1 = la variacién porcentual en el precio es menor que la variaciéon porcentual en la
cantidad.

P
4 :
P Y
-
9 9 q

Figura 26.6: Una funcién de demanda elastica

= Demanda perfectamente elastica £ = co =
Si el precio es superior al precio de equilibrio entonces la cantidad demandada es cero

Si el precio es igual al precio de equilibrio la cantidad demandada € [0, +o0]

Si el precio es menor al precio de equilibrio entonces la cantidad demandada es infinita, se indefine

Figura 26.7: Una funcién de demanda perfectament elastica
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26.1.3. FElasticidad precio para un precio fijo

Dado que lo que se quieren examinar son cambios porcentuales, se puede expresar la elasticidad precio
de la demanda, dado un precio fijo p, de la siguiente manera:

g=B"0DP (26.3)
P1—=pPq1
Haciendo estatica comparativa en aras de alcanzar un resultado general, suponga el siguiente escenario en

el cual se comparan varias demandas que comparten un mismo precio de comparacién p. La intencién es
encontrar alguna forma en la que se pueda, graficamente, distinguir distintas funciones de demanda con base

en sus elasticidades precio:

]

Pz

Figura 26.8: Varias funciones de demanda intersecadas por un mismo precio p.

Observe que para estas demandas, también se tienen las respectivas cantidades alcanzadas al precio p

como a continuacién:

P3
P2

P1

0 g2 q3 q
Figura 26.9: Funciones de demanda y sus cantidades respectivas cantidades al precio p.

Ahora, procédase a encontrar las elasticidades precio para cada una de las funciones de demanda:

lgliwﬁéé‘l:iﬁéé‘l: p_

P1—P @1 p1—p 9 p1—D

_ 932=0p _ ¥ D _ _D
n = 1= _— = = = = ~
&= — & vaDar &= 55
" E= 80D g MWD o= D
p3—D q3 p3—D 38 p3—p

Note que todas las elasticidades anteriores tienen el mismo numerador, lo tinico que varia es la expresién
del denominador. Ahora, note la relacién existente entre los diversos precios: p3 > p2 > p1 > p, mientras que

para las cantidades se tiene que: g3 > ¢2 > q1.
Entonces, a partir de la relaciéon de los precios, se puede decir entonces que:

Ips — D| > |p2 — p| > [p1 — P|
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Note entonces que la la expresion del denominador de la primera elasticidad es menor que la de la segunda
elasticidad, y esta a su vez, es menor que la expresién del denominador de la tercera elasticidad. Y recuerde
. a a
que: 7 > 2 Vb<ec.
Es asi que entonces se concluye que:
51 > 52 > 53

Note que la conclusién general que se puede extraer de aqui es que: a medida que una demanda
interseca el eje de precios mas alto o méas arriba, mas ineldstica es la elasticidad precio. Note

que para efectos de una funcién de demanda bésica de la forma ¢ = a — bp = p = ¢ — {, esto se traduce a

que mayor #, mas ineldstica la demanda. Recuerde que en las funciones de demanda de esta forma lineal,
¢ es la interseccién con el eje de los precios, lo cual puede ser interpretado en términos econémicos como la
maxima disposicion a pagar por una mercancia.

Asi pues, intuitivamente puede decirse que: a mayor mdzima disposicion de pago, menos ineldstica en
términos de precio, es la demanda. Esto puede ser muy intuitivo, puesto que mientras mayor sea la maxima

disposicion de pago, menos se vera afectada la cantidad demandada ante cambios en los precios.

26.1.4. FElasticidad precio para una cantidad fija

Dado que lo que se quieren examinar son cambios porcentuales, se puede expresar la elasticidad precio
de la demanda, dado una cantidad fija ¢, de la siguiente manera:

g=0"97P (26.4)
P1—Po Q1
Haciendo estatica comparativa en aras de alcanzar un resultado general, suponga el siguiente escenario en
el cual se comparan varias demandas que comparten una misma cantidad de comparacién §. La intencion
es encontrar alguna forma en la que se pueda, graficamente, distinguir distintas funciones de demanda con
base en sus elasticidades precio:
Observe que para estas demandas, también se tienen los respectivos precios alcanzados a la cantidad ¢ como

D-

g m q2 93 q
Figura 26.10: Varias funciones de demanda intersecadas por una misma cantidad §.

a continuacion:
Ahora, procédase a encontrar las elasticidades precio para cada una de las funciones de demanda:

. 5 = 1l

=& = qlfti}lj:gl _ a1—¢

3>

P10 Zak; q

_ 92=34p _ 92—4ps _ 92—4
o= =0 e h =
_93=34p _ g3—4pg _ g3—q
&= i T B =N T 8B

Note que todas las elasticidades anteriores tienen el mismo denominador, lo inico que varia es la expresién
del numerador. Ahora, note la relacién existente entre los diversos precios: ps > ps > p1, mientras que para
las cantidades se tiene que: g3 > g2 > q1 > §.

Entonces, a partir de la relacion de las cantidades, se puede decir entonces que:

lgs — D| > |g2 — D| > |q1 — P
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p
Ds
P3 fo o
D=

D:
pa | -
pr|

g M g2 43 q

Figura 26.11: Funciones de demanda y sus precios respectivos a la misma cantidad g.

Note entonces que la la expresién del numerador de la primera elasticidad es menor que el numeraodor
de la segunda elasticidad, y esta a su vez, es menor que la expresién del numerador de la tercera elasticidad.
Es asi que entonces se concluye que:

€3><€2>51

Note que la conclusion general que se puede extraer de aqui es que: a medida que una demanda
interseca el eje de la cantidad mas alto o mas a la derecha, mas elastica es la elasticidad
precio. Note que para efectos de una funcién de demanda basica de la forma g =a—-bp=p=% -1,y la
interseccién con el eje de la cantidad serfa de la forma 0 = § — { = § = { = a = q esto se traduce a que
mayor a, mas eldstica la demanda. Recuerde que en las funciones de demanda de esta forma lineal, a es la
interseccién con el eje de la cantidad.
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Capitulo 27

La funcion de oferta

Para efectos de este capitulo, resulta util pensar en la oferta como una relacién entre dos grandes
elementos: la cantidad ofrecida y el precio. Dicha relacién, puede ser representada por medio de una funcion,
a la cual se le conocera como funcién de oferta.

Témese entonces una funcion de oferta basica como una ecuacién de la forma:

g=c+dp (27.1)

c=0 p c=0 p c=0

Figura 27.1: Tres posibles casos de una funcion de oferta

Es importante senialar que en el lado de la oferta, queda en evidencia una relacién positiva entre el
precio y la cantidad ofrecida. Se suele decir que el drea bajo la funcién de oferta representa los costos de la
produccién.

27.1. FElasticidad de oferta

La elasticidad es una medida de sensibilidad o de respuesta de una variable ante un cambio en otra
variable relacionada. A continuacién se introducen algunas de las medidas de elasticidad mds comunes para
la elasticidad.

dgp
E=—22 27.2
dp q (27.2)

Definicion /5. Definase la elasticidad precio de la oferta como el cambio porcentual en la cantidad ofrecida
ante un cambio en el precio.

27.1.1. FElasticidad precio

La elasticidad precio es una medida de sensiblidad de la cantidad ofrecida ante un cambio en el precio.

dgs p
E=-"2L 27.3
dp qs (273)
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27.1.2. Clasificacion de la elasticidad precio

= Oferta perfectamente ineldstica £€ = 0 = una variacién en el precio no provoca cambios en la cantidad
demandada.

Figura 27.2: Una funcién de oferta perfectamete ineldstica

= Oferta inelastica £ < 1 = la variacién porcentual en el precio es mayor que la variacién porcentual en la
cantidad.

Figura 27.3: Una funcién de oferta inelastica

= Oferta de elasticidad unitaria & = 1 = la variacién porcentual en el precio es igual a la variacién porcentual
en la cantidad demandada.

Figura 27.4: Una funcién de oferta de elasticidad unitaria
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= Oferta elastica £ > 1 = la variacién porcentual en el precio es menor que la variaciéon porcentual en la
cantidad.

Figura 27.5: Una funcién de oferta elastica

= Oferta perfectamente elastica & = oo =
Si el precio es superior al precio de equilibrio entonces la cantidad ofrecio es infinita, se indefine

Si el precio es igual al precio de equilibrio la cantidad ofrecida € [0, +-00]

Si el precio es menor al precio de equilibrio entonces la cantidad ofrecio es cero

Figura 27.6: Una funcién de oferta perfectament elastica

27.1.3. [Elasticidad precio para un precio fijo

Dado que lo que se quieren examinar son cambios porcentuales, se puede expresar la elasticidad precio
de la oferta, dado un precio fijo p, de la siguiente manera:

g=0L"DP (27.4)
p1—p a1

Haciendo estética comparativa en aras de alcanzar un resultado general, suponga el siguiente escenario en el
cual se comparan varias ofertas que comparten un mismo precio de comparacién p. La intencién es encontrar
alguna forma en la que se pueda, graficamente, distinguir distintas funciones de demanda con base en sus
elasticidades precio:

Observe que para estas ofertas, también se tienen las respectivas cantidades alcanzadas al precio p como
a continuacién:

Ahora, procédase a encontrar las elasticidades precio para cada una de las funciones de oferta:

lgl_wﬁﬁglziﬁiglz p

P1—P q1 p1—p 9 p1—D
_ 22-0p _ 9 D _ _p
u = i _— = = = = ~
&= — & va-Dar 2= 55
— 3=0p — % D — _0p
" &= e 53 Po—pad &= 07

Note que todas las elasticidades anteriores tienen el mismo numerador, lo inico que varia es la expresién
del denominador. Ahora, note la relacién existente entre los diversos precios: p3 > ps > p; > p, mientras que
para las cantidades se tiene que: g3 > g2 > ¢;.
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Sz

Pa
P2
P1

Figura 27.7: Varias funciones de oferta intersecadas por un mismo precio p.

p
Sa S,
S.

P
Pa
P2
P1

q1 g2 93 q

Figura 27.8: Funciones de oferta y sus cantidades respectivas cantidades al precio p.

Entonces, a partir de la relaciéon de los precios, se puede decir entonces que:
lps — | < |p2 —p| < [p1 — D

Note entonces que la la expresion del denominador de la primera elasticidad es mayor que la de la segunda
elasticidad, y esta a su vez, es mayor que la expresion del denominador de la tercera elasticidad. Y recuerde
que: ¢ > % Vb<ec.

Es asi que entonces se concluye que:

E1 <& < 53

Note que la conclusion general que se puede extraer de aqui es que: a medida que una oferta interseca
el eje de precios mas alto o mas arriba, mas elastica es la elasticidad precio. Note que para efectos
de una funcién de oferta bésica de la forma ¢ = ¢+ dp = p = { — ¢, esto se traduce a que mayor §, més
ineldstica la demanda. Recuerde que en las funciones de oferta de esta forma lineal, { es la interseccién con
el eje de los precios, lo cual puede ser interpretado en términos econémicos como el costo m inimo a pagar
por producir una mercancia.

Asi pues, intuitivamente puede decirse que: a menor costo por producir una unidad adicional, mds ineldsti-
ca en términos de precio, es la oferta. Esto puede ser muy intuitivo, puesto que mientras menor sea el costo

por producir una unidad adicional, menos se vera afectada la cantidad ofrecida ante cambios en los precios.

27.1.4. Elasticidad precio para una cantidad fija

Dado que lo que se quieren examinar son cambios porcentuales, se puede expresar la elasticidad precio
de la oferta, dado una cantidad fija ¢, de la siguiente manera:

@—qp

E= ———

b1 —Po a1

Haciendo estatica comparativa en aras de alcanzar un resultado general, suponga el siguiente escenario en
el cual se comparan varias demandas que comparten una misma cantidad de comparacién §. La intencion

(27.5)
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es encontrar alguna forma en la que se pueda, graficamente, distinguir distintas funciones de demanda con

base en sus elasticidades precio:
Observe que para estas demandas, también se tienen los respectivos precios alcanzados a la cantidad ¢ como

52

q1 42 93 q q
Figura 27.9: Varias funciones de oferta intersecadas por una misma cantidad g.

a continuacion:

S:
Pa

Pz

P1

I 42 93 q q
Figura 27.10: Funciones de ofertas y sus precios respectivos a la misma cantidad g.

Ahora, procédase a encontrar las elasticidades precio para cada una de las funciones de demanda:

. & = q1—éﬁ§51:q;é%§51:m@—d

p1—04¢
. &= 27dp2 o ©2=0pF o _ 42-4
27 P03 27 Tps T 2 q
_ 93—Q4ps _ g3—qps _ 93—4q
" &=pm07 =10 T EB =

Note que todas las elasticidades anteriores tienen el mismo denominador, lo 1inico que varia es la expresién
del numerador. Ahora, note la relacién existente entre los diversos precios: ps > ps > p1, mientras que para

las cantidades se tiene que: g3 > g2 > q1 > q.
Entonces, a partir de la relacién de las cantidades, se puede decir entonces que:

lgz — Dl < lg2 — Bl < |q1 — Pl
Note entonces que la la expresiéon del numerador de la primera elasticidad es menor que el numeraodor
de la segunda elasticidad, y esta a su vez, es menor que la expresién del numerador de la tercera elasticidad.
Es asi que entonces se concluye que:
E3 <& <&
Note que la conclusion general que se puede extraer de aqui es que: a medida que una oferta interseca
el eje de la cantidad mas alto o mas a la derecha, mas inelastica es la elasticidad precio. Note

que para efectos de una funcién de oferta bésica de la forma ¢ = ¢ +dp = p = { — {, y la interseccién con
el eje de la cantidad serfa de la forma 0 = { — § = ¢ = { = ¢ = ¢ esto se traduce a que mayor ¢, més

inelastica la oferta.
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Capitulo 28

El equilibrio en el mercado

Definicion 46 [Mercado]. Definase un mercado como el medio a través del cual se desarrolla el intercambio
de bienes y servicios entre demandantes y oferentes, ya sea directamente, o mediante la intervenciéon de

intermediarios o instituciones.

Para efectos de este capitulo, piénsese en un mercado como el escenario en el cual interactutian la oferta
y la demanda, y eventualmente, el gobierno. Es en este mercado, en el cual se ha de alcanzar un equilibrio
y a partir del cual se define la cantidad y precio de equilibrio.

Dicho mercado puede ser alterado mediante la introduccién de impuestos, subsidios, aranceles, etc.

Figura 28.1: Con un mercado en equilibrio se puede determinar la cantidad y el precio de equilibrio

Entonces el equilibrio en un mercado de oferta y demanda seria el punto en el cual la oferta y la demanda
se igualan, siendo que las coordenadas de ese punto geométrico (¢*,p*) son el precio y cantidad de equilibrio.

Ejemplo 55 [Ejemplo de mercado]. Suponga que en el mercado de una mercancid se tienen las siguientes

funciones de oferta y demanda:

Demanda: ¢ =12 — 3p
Oferta: ¢ =1+ 2p

Dicha situaciéon de mercado se ve de la siguiente manera:

351
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;,Cudl es el equilibrio de ese mercado? — Notese que las ecuaciones de oferta y demanda configuran un
sistema de ecuaciones lineales, el cual puede ser resuelto para encontrar el punto en el cual la oferta y la
demanda son iguales, es decir, el punto en el cual las rectas se intersecan.

q=12-3p
—12-3p=1+2p=>11=5p=LL=p
g=1+2p

Ahora, sabiendo que el valor de x que hace que la oferta y la demanda se igualen p = 15—17 queda por encontrar

la cantidad de equilibrio correspondiente al punto de equililbrio, para lo cual se puede evaluar el valor p = 15—1

en cualquiera de las dos ecuaciones, pues ambas deben tener el mismo valor de ¢* para p = %

g=12-3)=q¢=12-B = ¢=003 5 ==

q:1+2(1—;):>q:1—|—25f2:>q:—5§22éq:%

Note que al evaluar el valor de p* en ambas ecuaciones se obtiene el mismo valor, lo cual era lo esperado,

sin embargo sélo era necesario evaluarlo en una (cualquiera) de las ecuaciones.

Ejemplo 56 [Catdstrofe natural]. Suponga un mercado de venta de gasolina que se ve afectado por una
catastrofe. En dicho mercado, la oferta de gasolina era perfectamente ineldstica e igual a 180 millones de
galones antes de la catdstrofe y perfectamente ineldstica e igual a 150 millones después de esta. Ademas, la
funcién de demanda, expresada en millones de galones, viene dada por @ = 240 — 30P, donde P es el precio
en ddlares que pagan los consumidores por cada galén de gasolina.

. Cuadl seria el precio de equilibrio de mercado de la gasolina antes y después de la catastrofe?
A continuacién se plantean cada uno de los escenarios:
= Antes de la catéstrofe

En el equilibrio sucede que QP = Q°, por lo tanto:

QD :QS
< 240 — 30p =180
& 240 — 180 =30p

o 60 =30p

& 2=p

Y por lo tanto la cantidad de equilibrio seria:

Q" = 240 —30(2) = Q* =240 — 60 = Q* = 180
Q= 180



353

Note que al tratarse de una oferta perfectamente ineldstica, la cantidad de equilibrio es la cantidad
ofrecida. En este caso, se dice que la oferta determina la cantidad ofrecida en el mercado pero la

demanda determina el precio.

p

= Después de la catastrofe

En el equilibrio sucede que QP = Q°, por lo tanto:

CQD :igs
< 240 — 30p =150
& 240 — 150 =30p

& 90 =30p
& 3=p

Y por lo tanto la cantidad de equilibrio seria:

Q" = 240 —30(3) = Q* = 240 — 90 = Q* = 150
Q"= 150

Note que, nuevamente, al tratarse de una oferta perfectamente inelastica, la cantidad de equilibrio

coincide con la cantidad ofrecida nueva.

p

EeIrCeso

> demanda

2. Suponga que tanto antes como después, se cobra un impuesto de 10 centavos por cada galén de gasolina.
;Cuanto dinero recibirfan los oferentes por galén de gasolina antes y después?

Nuevamente se procede a analizar los casos descritos:
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= Impuesto antes de la catastrofe

Un impuesto se refleja como un encarecimiento para los demandantes, por lo cual la nueva curva de
demanda que refleja el impuesto es la siguiente:

QP =240 — 30p — 10

En el equilibrio sucede que QP "= Q% por lo tanto:

QY =Q°
< 240 — 30p — 10 =180

= Impuesto después de la catastrofe

3. Suponga que, después del desastre, se suprimié el impuesto sobre la gasolina. ; Cudntos ingresos dejaria de
recaudar el Estado por suprimir el impuesto? ;Quiénes se benefician y quiénes resultan perjudicados por la
supresién del impuesto?

4. Ahora, suponga que, después del desastre, se suprime el impuesto de 10 centavos en unos Estados, pero no
en otros. Los Estados en los que se suprime representan la mitad de la demanda total. Sea p el precio de
equilibrio para los consumidores de la parte del pais en la que se suprime el impuesto. Formule una ecuacion
de la demanda total en funcién de p. Halle el precio pagado por los consumidores de los estados que suprimen
el impuesto y el precio pagado por los consumidores de los estados que no suprimen el impuesto. ;Cuanto
dinero reciben los oferentes por galén de gasolina vendido en cada estado?



Capitulo 29

Los excedentes y la eficiencia de
mercado

29.1. FEzxcedente del consumidor

Definicion 47 [Excedente del consumidor/. Definase el excedente del consumidor como la diferencia entre la
méxima disposicién de pago del consumidor y el precio efectivo pagado por dicho consumidor.

Q”’&o,,, e

Figura 29.1: El excedente del consumidor

29.2. FExcedente del productor

Definicion 48 [Excedente del consumidor]. Definase el excedente del productor como la diferencia entre el

precio recibido por el productor y el costo de produccién.
Ejemplo 57 [Impuesto y excedentes|. En un mercado perfectamente competitivo se consumen 250 unidades
a un precio de 1000 colones. La elasticidad precio de la oferta es de 0.4 y la elasticidad precio de la demanda

es de 2.
= En una situacién de equilibrio, determine el excedente del consumidor, el excedente del productor y el

excedente total.

funciones directas p
Qs = c+dP

Pp= &— Qb

funciones inversas lfQ b
Pg= == <

S d d
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_0Qp P 1000

1
— = 0 W Ay N =
=5 0, 250 2
Qs P 1000 1

= — = 04d=d- —— =d = i

S =9P Qg ’ 250 10

e Funciones de oferta y demanda directas

1
Qp =750 — 5 Pp

1
=2 — P,
Qs 50 + 20 S

e Funciones de oferta y demanda inversas

1
Pp =1500 — 2 Qb
Ps =10Qs — 1500

En el equilibrio:

Ps =Pp = P*
1
& 1500 — £ Q" =10Q" — 1500

1
& 1500 + 1500 =5Q° + 10Q°

< 3000 :w
21Q*
< 3000 = 2Q

& 6000 =21Q*
& 285,71 =Q* = P* = 1357,145

= Ahora, suponga que el gobierno estd valorando implementar o no un impuesto unitario de 200 colones. Calcule
cémo variarian todos los excedentes, cual seria el costo en bienestar y el precio que paga cada agente.
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1
Pjy =Ps +t = 1500 — £Qp = 10Qs — 1500 +200
1
1500 — 5Q* =10Q" — 1500 + 200
1
1500 — 5Q° =10Q" — 1300

1
1500 + 1300 =10Q™* + §Q*

20Q* + Q*
2
21Q*
2

2800 =

2800 =

5600 =21Q*
800 .,
3 ¢
= Pg =1166,67
= Pp =1366,67

Ahora, para ver el costo en el bienestar, habria que examinar los cambios en los excedentes:

e Excedente del consumidor

400 . 800

AEC = <323> — 62500
402500

9
—44722,22

e Excedente del productor

800 , 800 150 - 3500
AEP = [(323) + (23” — 200000
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Capitulo 30

Las imperfecciones del mercado:
impuestos, subsidios y externalidades

30.1. Impuestos

30.1.1. Impuestos de suma fija

Suponga que para el caso del mercado de la mercanciia cualquiera estudiado anteriormente, se dedecide
introducir un impuesto.

30.1.1.1. Impuesto a los demandantes

El efecto general que tienen los impuestos sobre la demanda es que la desplazan hacia la izquierda en la
misma proporcién que el monto del impuesto.

g=a—bp—t (30.1)

Note que al ser ¢ un término constante, la funcién de demanda quedard de la forma g = (a — ) + bp, lo cual
en ultima instancia corresponde a un desplazamiento hacia la izquierda de la funcién de demanda, o en otras
palabras, una reduccion de la demanda. Nétese que, como consecuencia del impuesto sobre la demanda, la

Figura 30.1: El efecto de un impuesto de suma fija sobre la demanda

cantidad y precio de equilibrio se disminuyen en comparacion al escenario en el que no hay impuesto, razén
por la cual se habla de que los impuestos generan una pérdida de eficiencia.

Ejemplo 58 [Impuesto de suma fija unitario/. Inicialmente, se introduce un impuesto de suma fija por una
unidad monetaria por cada unidad consumida que decidan adquirir las personas demandantes. ;Qué efecto
tiene esto? — Note que ahora por cada unidad comprada, los demandantes deberan pagar una unidad
adicional monetaria, por lo que en esencia, los compradores perciben que el precio de la mercancia ha subido

359
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en una unidad. De manera que ahora ha cambiado la relacién de cantidad demandada por precio, de manera
que la demanda ha cambiado de la siguiente manera:
q=12-3p—1
—12-3p—-1=142p=>10=5p=>L=p=2=p
g=1+2p

De tal manera que la cantidad de equilibrio serfa ¢ = 1+ 2(2) = g = 5 Note que ahora esta nueva situaciéon
se ve de la siguiente manera:

p

: pt

Note que la demanda original (en negro) se ha desplazada hacia la izquierda, y la nueva demanda (en rojo)
ahora interseca con la curva de oferta en un precio y cantidad de equilibrio menores que bajo el escenario
original sin impuesto.

30.1.1.2. Impuesto a los oferentes

El efecto general que tienen los impuestos sobre la oferta es que la desplazan hacia la izquierda en la
misma proporcién que el monto del impuesto.

g=c+dp+t (30.2)

Note que al ser ¢t un término constante, la funcién de oferta quedard de la forma ¢ = (a —t) + bp, lo cual en
ultima instancia corresponde a un desplazamiento hacia la izquierda de la funcién de demanda, o en otras
palabras, una reducciéon de la demanda. Nétese que, como consecuencia del impuesto sobre la demanda, la

Figura 30.2: El efecto de un impuesto de suma fija sobre la demanda
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cantidad y precio de equilibrio se disminuyen en comparacion al escenario en el que no hay impuesto, razén
por la cual se habla de que los impuestos generan una pérdida de eficiencia.

.Nota algo particular? Observe que tanto en el caso del impuesto a la demanda como en la demanda
a la oferta se generan efectos idénticos en la cantidad de equilibrio: esta se reduce con el impuesto en
comparacion a la ausencia del impuesto. Lo que sf varfa es que, con la reduccién en la demanda (impuesto a
los demandantes), al precio inicial se genera un exceso de oferta que hace la oferta disminuya inducidamente,
ocasionado una disminucién en el precio de equilibrio, mientras que con la reduccién en la oferta (impuesto
a los oferentes), al precio de equilibrio inicial se genera un exceso de demanda, lo cual hace que la demanda
aumente inducidamente, provocando que el precio de equilibrio aumente.

Asi, se puede observar que consignarle el impuesto a los demandantes o a los oferentes tiene diferencia
en el efecto sobre los precios, mientras que el efecto sobre la cantidad no varia.

Ejemplo 59 [Impuesto unitario a los oferentes/. Inicialmente, se introduce un impuesto de suma fija por
una unidad monetaria por cada unidad vendida que decidan vender las personas oferentes o productoras.
1 Qué efecto tiene esto? — Note que ahora por cada unidad vendida, los oferentes deberan pagar una unidad
adicional monetaria, por lo que en esencia, los vendedores perciben que el precio de la mercancia se ha
reducido en una unidad. De manera que ahora ha cambiado la relaciéon de cantidad demandada por precio,
de manera que la ofera ha cambiado de la siguiente manera:

q=12—-3p
—12-3p=1+2p+1=10=5p=>L=p=2=p
g=1+2p+1

De tal manera que la cantidad de equilibrio serfa ¢ = 1+ 2(2) = ¢ = 5 Note que ahora esta nueva situacién
se ve de la siguiente manera:

p

12

Es importante ver que en esta ocasion, el impuesto a los oferentes genera el mismo efecto en la cantidad
de equilibrio que un impuesto a los demandantes, sin embargo genera un efecto diferente en el precio de
equilibrio.

30.1.2. Impuestos proporcionales

Ejemplo 60 [Impuestos proporcionales a los demandantes]. Suponga que en el mercado de un servicio se
tienen las siguientes funciones de oferta y demanda:

Demanda: ¢ = 100 — p
Oferta: ¢ = 40 + 2p

De manera que se tiene la siguiente solucién de equilibrio:

qg=100—p
100-p=40+2p=60=3p=20=p
qg=40+2p
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Por ende, sabiendo el precio de equilibrio se puede proceder a averiguar la cantidad de equilibrio: ¢ =
100 — (20) = ¢ = 100 — 20 = ¢ = 80.
Ahora, un impuesto proporcional de tasa t aplicado a los demandantes se ve de la siguiente forma:

g=a+b(1+%)p (30.3)

Es importante notar, por la ecuacién, que un impuesto proporcional repercute sobre la pendiente de la curva
de demanda, siendo que la interseccién con el eje de los precios (demanda marshalliana) no se ve afectada
por un impuesto proporcional.

Por lo tanto, suponga que en el mercado anterior se impone un impuesto del 30 % por unidad consumida
a los demandantes. Este impuesto tiene el siguiente efecto:

qg=100—(1404)p
100 — (1404)p=40+2p=60=Ip+2p=60=Lp=300=17Tp= 3L =p

q=40+2p
Note que 20 > 2% y el precio bajé, ahora a encontrar la cantidad de equilibrio: ¢ = 100 — (1 +0,4)(32) =
q = % vy note que 80 > %. Note que que el efecto de un impuesto proporcional a la demanda, es el
siguiente:
p
s
p*
i 5
P d
ql* q* q
-~

Note que geométricamente un impuesto proporcional a la demanda debe tener el efecto que la pendiente
de la curva de demanda ha de aumentar, es decir, ser mas vertical, con el efecto de que se vea desplazada
hacia la izquierda, y por eso que ha de introducirse como se indicé anteriormente.

30.1.2.1. Impuestos proporcionales a los oferentes

Un impuesto proporcional aplicado a los oferentes tiene el siguiente efecto:

g=c+d(1+1t)p

Ejemplo 61 [Elasticidades e impuestos]. Considere un mercado con las siguientes funciones de oferta y
demanda:

P, =100 + 2Q
P, =1000 — Q

Calcule la elasticidad precio de la demanda y elasticidad precio de la oferta

Primero se procede a calcular las formas funcionales (es decir, las funciones) de las elasticidades. Luego,
se encuentran la cantidad y el precio de equilibrio para evaluar ese precio y cantidad en las funciones de
elasticidad encontradas. Asi:
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Figura 30.3: Un impuesto proporcional a los oferentes

e Elasticidad precio de la demanda

o, =3P
Pa,Qa dp q
De esta forma:
P; =1000 — Qg

& Qg =1000 — Py

Y la elasticidad seria:

_0Qp Py
NP4,Qa = oP, QiD
0 Py
S=—-[1000 — Py| - ————
o, | 4" 1000 = 7
B 1000 — Py
e Elasticidad precio de la oferta
dQs Ps

T]P.SWQS = dP Q

De esta forma:

P, =100 + 2Q,
P, — 100
&S Qy=""——
@ 2
Y la elasticidad seria:
0Q; Ps

nP57Qs = aP Qﬁ
0 [Ps—100 Py
== dP, 2 ’ PS—2100
@_1 2P,
2 P, —100
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Ahora, en el equilibrio debe ser el caso que:

Qi=Qi=Q% P.=Pd=P
& 100 + 2Q =1000 — Q

& 3Q =900
< Q* =300
Y por lo tanto:
P* =700

Evaluando las cantidades de equilibrio en las funciones de elasticidades encontradas se obtiene:

., e
PaQa = 1000— P, 1000—700 3
1 2P, 2(700) 1400 1400 7

1PQ: 5 "B 100  2(700 — 100) | 2(600) 1200 6
= Suponga que ahora se quiere establecer un impuesto por unidad que reduzca la cantidad transada a @ = 200

e Encuentre el impuesto por unidad

Observe que inicialmente en equilibrio se tiene:

p

700

300

Y el objetivo del impuesto es hacer que la cantidad efectivamente transada pase a ser 200 unidades en
lugar de 300. Es decir, que el resultado que se busca es lograr que:

p

Py

Sin embargo, al alterar la cantidad transada en equilibrio por una distinta, equivale a crear una dis-
torsién o diferencia entre la oferta y la demanda, por lo cual, suceden varias cosas:

o En primer lugar, surge una brecha entre lo que pagan los demandantes y lo que reciben los
oferentes. Esta diferencia la recauda o la recoge el gobierno segin se trate de un impuesto o un
subsidio.
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o En segundo lugar, la pérdida del bienestar corresponde a la cantidad de unidades que se han
dejado de producir.

o En tercer lugar hay una redistribucion de los excedentes entre los agentes que participan en el
mercado.

o Finalmente, la diferencia entre la oferta y la demanda ocasionada por esta distorsién, implica
que se puede llegar a este nuevo punto de 200 unidades transadas ya sea aplicando el impuesto
a la oferta o a la demanda, puesto que es irrelevante quién lo pague oficialmente, dado que lo
realmente importante son las elasticidades de cada agente.

Es asi que pues, para lograr reducir la cantidad transada en el mercado a 200 mediante un impuesto,
se puede realizar de dos formas:

p D

O

700]"

AT
Py

Py

Una primer manera es aplicar el impuesto a los demandantes (tal y como se observa en la imagen de la
izquierda) y una segunda manera es aplicar el impuesto a los oferentes (como se observa en la imagen
de la derecha).

o Impuesto a los demandantes

P, =1000 — Q
P, =1000—-Q — ¢

Y en el nuevo equilibrio tiene que ser que P; =P, =Q © Qq = Qs = Q:

Pg/l:Qé
& 1000 — Q — £ =100 + 2Q

Y, siendo @ = 200 se despeja t para ver cudl es el impuesto que logra alcanzar esa cantidad:

1000 — (200) — £ =100 + 2(200)
& 800 — t =100 + 400
& 800 =500 + ¢
& 800 — 500 =t

& [300 =]

o Impuesto a los oferentes

P, =100 + 2Q
Pl =P, +1t
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Y en el nuevo equilibrio tiene que ser que Py =P/ =Q < Qq = Qs = Q:

Py =P,
& 1000 — Q =100 + 2Q + ¢

Y, siendo @ = 200 se despeja t para ver cudl es el impuesto que logra alcanzar esa cantidad:

1000 — (200) =100 + 2(200) + ¢
& 800 =100 + 400 + ¢
& 800 =500 + ¢t

& 800 — 500 =t

[0 =1

e Encuentre el costo en bienestar de este impuesto

Primero hay que encontrar geométricamente cuél es el costo en bienestar en el mercado actual:

p D
Recaudaciéon

Gobierno P!
Pérdida
bienestar

200 300

-~

q q
\Pd /| mio Py,

Note que indistintamente de a quién se le cobre el impuesto, el costo o la pérdida en bienestar es igual
en ambos casos, y corresponde al tridngulo café cuya area equivale a esa pérdida. Entonces, habria que

, , . . . .y Lz — bh
encontrar P y P; para poder aplicar la férmula del drea de un tridngulo: drea = 3*.

En este caso concreto podria pensarse que la altura h equivale a 300 — 200 = 100 y la base del
tridngulo serfa P; — P, = b. Por lo cual, habria que encontrar estos datos. Las ecuaciones ya habian
sido especificadas anteriormente:

P, =100 4+ 2Q = P, = 100 + 2(200) = 500
P; =1000 — Q = P; = 1000 — 200 = 800

Por lo tanto la base del tridngulo es igual a 800 — 500 = 300 y con esto se puede proceder a estimar la
pérdida en bienestar:

) b-h
area =——

2
300100
2

@_30000
T2

<=15000
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e Determine el cambio en la porcién del impuesto que pagan los consumidores y productores si la funciéon
de oferta de mercado fuera P; = 500. Explique este resultado.

Ejercicio 110 [Demandas marshallianas e ’/.'“m,puczstml.'_-]/. Tai consume solo vino (z) y queso (y). Sus preferen-
cias pueden expresarse mediante la siguiente funcién de utilidad: U(z,y) = zy>. El precio del vino es p, el
precio del queso es py, y Tai tiene un ingreso de m ddlares.

. (2 puntos) Escribe la restriccién presupuestaria de Tai.
— La restriccién presupuestaria de Tai es

Pz +Dyy =m

. (4 puntos) Calcula la Tasa Marginal de Sustitucién (TMS) en una canasta arbitraria (x,y).
— La tasa marginal de sustitucién entre vino y queso es

oU/0ox 3 ly
TM = — = — = —— =
s oU/dy 3xy? 3z

. (4 puntos) Calcula la demanda de Tai por vino y queso como funcién de py, py, y m.
— La tasa marginal de sustitucién entre vino y queso es

3
TMS:_ﬁU/ax:_ Y :_lg
oU /0y 3zy? 3z
En el 6ptimo
x 1 x xT
TMS=Ptr o —Y P y:3p—x
Py T Y Y

Sustituyendo en la restriccién presupuestaria

1m 3m
pmx+py~3&a::m:>4pzx:m¢x:f—, Yy =—-—
Dy 4pa: 4py

. (4 puntos) Repite los apartados 2 y 3, esta vez suponiendo que las preferencias de Tai son U(z,y) = x + 3y.
— Si las preferencias son U(zx, y), entonces la TMS es constante y igual a TMS = f%. Esto significa que Tai
esta dispuesto a cambiar tres unidades de vino por una unidad de queso. Dicho de otro modo, esté dispuesto
a pagar tres veces mas por una unidad de queso que por una unidad de vino. Entonces, hay tres casos:

0 3ps > Dy % 3Pz > py
r=< € [0, pﬂ} =Py Y=1E€ {0, ;ﬂ 3Pz =Dy
. 3ps < py 0 3pe < py

Regresa a las preferencias originales dadas por U(z,y) = xy>. Supén que el gobierno impone un impuesto
al vino, de modo que si el precio del vino es p,, el consumidor debe pagar (1 + 7)p,.

. (2 puntos) ;Cudl es la nueva restriccién presupuestaria? En un grafico zy, dibuja la restriccién presupuestaria
antes y después de la implementacion del impuesto al vino.
— La nueva restriccién presupuestaria es

(14 T)psx + pyy <m

Gréficamente:

IEjercicio tomado de Gruber (2023)
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Y

6. (4 puntos) {Cudl es la nueva funcién de demanda por vino? Dibuja la curva de demanda antes y después
del impuesto y explica brevemente la diferencia entre ambas. (No necesitas usar valores especificos de m, 7,
pero asegurate de que el grafico sea cualitativamente correcto).

— La nueva curva de demanda es
m

1
rT =+ —
4 (14 7)ps

Gréficamente, el impuesto funciona como un aumento en el precio que los consumidores deben pagar por
el vino. Para cada precio p,, ahora los consumidores deben pagar (1 + 7)p,, por lo tanto, por la ley de la
demanda, la cantidad demandada serda menor a cualquier precio p,.

Y

do

d1

Regresa al caso en donde las preferencias de Tai estan dadas por U(z,y) = xy3. Suponga que Tai tiene
un cupén del 50 % de descuento en las primeras 5 botellas de vino que compra.

7. (5 puntos) Supén que pﬂ > 5. Escribe el nuevo conjunto presupuestario de Tai. Dibuja el nuevo conjunto
presupuestario en un grafico zy.

— El nuevo conjunto presupuestario es

_ %pzx—ﬁ—pyy siz<5H
%pw-5+px(x—5)+pyy siz>>5

Gréficamente:
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8. (5 puntos) Sean p, =2, p, =1y m = 40. ;Cuénto vino y queso consumird Tai?
— Suponemos que Tai consume més de 5 botellas de vino. Si consume més de 5 botellas, entonces el precio
relativo de una botella adicional de vino es igual a %T; en cambio, si consume menos de cinco botellas, el
Y

precio habria sido %i—z debido al descuento. A partir de MRS = —g—z, tenemos que y = 32—:35. Sustituyendo

en la restriccién presupuestaria:

1
=5py + p(z — 5) +py3&a: =m
2 Dy
5
4 el — SPx =
Pzl 217 m
Entonces:
1m+ 3p, 3m+ 3p,
= Y= ——
4 pa 4 py
Sustituyendo p, = 2, p, = 1 y m = 40, Tai consume:
45 135

= =11.25 = — =233,75
x 4 b b y 4 b)

30.2. Subsidios

Los subsidios suelen ser equivalentes a los impuestos de suma fija tanto para la oferta como para la
demanda, solo que su efecto neto suele ser inverso: se producen mé&s unidades de las que producirian sin
intervencion alguna.

30.2.1. Subsidio de suma fija a los demandantes

Un subsidio a los demandantes se ve de la siguiente manera:

g=a-+bp+t

Esto, siguiendo con el ejemplo del mercado de una mercancia cualquiera se veria de la siguiente manera:

30.2.2. Subsidio de suma fija a los productores
Un subsidio t a los oferentes se ve de la siguiente manera:
g=c+dp-t
Esto, siguiendo con el ejemplo del mercado de una mercancia cualquiera se veria de la siguiente manera:

Ejemplo 62 [Subsidio a las importaciones]. Considere una economia que se encuentra en equilibrio doméstico.
A partir de esta situacion, considere el siguiente escenario:
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Mercado de una mercancia cualquiera con subdidio a los d es

Figura 30.4: Un subsidio a los demandantes

Mercado de una mercancia cualguiera con subsidio a los productores

Figura 30.5: Un subsidio a los demandantes

= Encuentre el costo en bienestar de un subsidio sobre las importaciones. Indique quienes se benefician y se
perjudican con el subsidio.
El equilibrio doméstico inicialmente se ve asi:

p

Po
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Luego, considere que para que el pais sea importador, se debe cumplir que el precio internacional sea menor
al precio de equilibrio local. De este modo, los consumidores locales tendran incentivos para comprar el
producto en el extranjero.

Pdom

Pint

A partir de la situacién descrita, se pueden calcular o medir los excedentes de la siguiente manera:

e Excedente del consumidor:

EC=A+FE

e Excedente del productor:

EP=B+C+D

Y por tanto el excedente total serfa la suma de ambos excedentes:

ET =EC + EP
=A+E+B+C+D

Ahora ya se puede entrar a analizar el impacto que tendria un subsidio sobre las importaciones: un subsidio
de esta naturaleza equivaldria a decir que se abaratan las importaciones, porque parte del precio ahora lo
estaria cubriendo el emisor del subsidio, por lo cual, desde la perspectiva del consumidor esta disminuyendo
el precio internacional, y se tendria un nuevo precio internacional menor al original:
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Pinto

PInt1

Esta nueva situacion provoca una reconfiguracion de los excedentes del mercado. De esta manera se tiene:

e Excedente del consumidor:

EC=A+B+C+E+F+G+H

e Excedente del productor:

EP =D

e Excedente del gobierno:

EFG=-C—-F-G-H-1I

Y por tanto el excedente total seria la suma de todos los excedentes:

ET =EC + EP + EG
=A+B+CH+E+F+G+H+ D + C-F-G-H-1
EC EP EG
=A+B+D+E-1I

Finalmente, note que la diferencia entre los excedentes es C + I, la cual es el costo en bienestar.

30.3. Prectos minimos y mdxrimos

30.3.1. Precios minimos

Definicion 49 [Precio minimo]. Definase un precio minimo como aquel precio ”piso.? partir del cual se puede
empezar a cobrar por tranzar una determinada mercancia o servicio en un mercado. Es decir, se puede cobrar
un precio mayor a este, pero no uno menor.
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4 P
§ s
Pmin |—— —— -
v I3
Pmm R — . — H
d : ‘d
q q q 7 4

Figura 30.6: Precio minimo en dos supuestos distintos

Notese que entonces un precio minimo surtiria efectos en un mercado con un precio de equilibrio mayor
a este, de lo contrario, no surtiria efectos puesto que ya de por si el mercado tranza a un precio menor.

Note que en el caso de un precio minimo por debajo del precio de equilibrio del mercado, no surte efectos,
puesto que el ”pisoimpuesto sigue estando por debajo del precio al que normalmente se tranza en el mercado.
Sin embargo, cuando se impone un precio minimo por encima del precio de equilibrio de mercado (caso de
la derecha), se genera que al precio minimo impuesto la oferta sea mayor que la demanda, de manera que se
genera un exceso de cantidad ofrecida, mas que las que serfan producidas bajo un mercado libre.

Observe que al punto del precio maximo el costo de producciéon de una unidad adicional es mayor que
la valoracién marginal por cada unidad, de manera que se estan produciendo unidades que no se deberian
estar produciendo, traduciéndose en una pérdida de eficiencia.

30.3.2. Precios maxrimos

Definicion 50 [Precio mdzimo/. Definase un precio méximo como aquel precio ”techo.? partir del cual no
se puede empezar a cobrar més alld por tranzar una determinada mercancia o servicio en un mercado. Es
decir, se puede cobrar un precio menor a este, pero no uno mayor.

P p
N 5
pma.r B
o Pl T
Pray |—— — - e
d a
4 g q p

Figura 30.7: Precio minimo en dos supuestos distintos

Note que en el primer caso (izquierda) el precio méximo impuesto se encuentra por debajo del precio de
equilibrio del mercado, de manera que se genera que al nivel del precio maximo impuesto, la demanda sea
mayor que la oferta, de manera que en el mercado se ofertara una menor cantidad del bien o servicio tranzado
que las unidades que se generarian en un supuesto de libre mercado.

Ejercicio 111 [Equilibrio de mercado y precios nuzf;r:innxﬂ[ Considera la siguiente funciéon de demanda de
gasolina entre los residentes de Cambridge:

Qa=a+ PP, +~vF;

donde P, es el precio de la gasolina y F; es el precio de un boleto de metro de ida.

2Ejercicio tomado de Gruber (2023)
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1. (2 puntos) ;Qué signo esperarias que tenga 7 Proporciona una intuicién econémica.
— ~v deberia ser positiva porque los viajes en metro y la gasolina son sustitutos: si es méas barato tomar el
metro, entonces menos personas usaran su automévil y, por tanto, disminuird la demanda de gasolina.

2. (3 puntos) Supén que a =10, = -2, v =1,y P, = 1, y que la oferta estd dada por
Qs =10+ F,

Resuelve el precio de equilibrio P* y la cantidad de equilibrio Q*. En un gréafico zy, dibuja las curvas de
oferta y demanda, y muestra el equilibrio de mercado.
— La oferta y la demanda estdn dadas por:

Qa=11-2P,, Q,=10+ P,
En equilibrio:

1
Qd:Qs:>11—2Pg:10+Pg:>P*:§, Q= —

Pg

dg
4

3. (5 puntos) Supén que el precio del boleto de metro disminuye a P; = 0,5. Resuelve el nuevo precio de
equilibrio P*' y cantidad Q. ;,Cémo se comparan con los valores anteriores? Proporciona una intuicion
econdmica. En un grafico zy, dibuja las curvas de demanda antigua y nueva, y muestra los equilibrios
antiguo y nuevo.

— La nueva funcién de demanda es:
Qaq=10,5-2PF,

La oferta sigue siendo:
Qs =10+ P,

Dg

dyg
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En equilibrio:

Qd:Qs;»lo,5—2Pg:1o+Pg:P*’:6, Q" =

Una disminucién en el precio del boleto de metro reduce la demanda de gasolina. En el precio de equilibrio
anterior P*, hay un exceso de oferta porque la demanda ha disminuido. Por tanto, el mercado se ajusta con
una caida en el precio hasta que la demanda coincide con la oferta.

. (5 puntos) Regresa a la curva de demanda original donde P, = 1. Sup6n que la oferta disminuye a:
Qs =5+ Pg

Resuelve el nuevo precio de equilibrio P*’ y cantidad Q. ;, Coémo se comparan con P* y Q*? Proporciona una
intuicién econdémica. En un grafico xy, dibuja las curvas de oferta antigua y nueva, y muestra los equilibrios
antiguo y nuevo.

— La demanda es:

Qa=11-2P,

y la nueva oferta:

Qs:5+Pg

En equilibrio:

Qi=Qs=>11-2P,=5+P,=P* =2, Q" =7

Py

dg

a4

Una disminucién en la oferta implica que al precio de equilibrio anterior P* hay exceso de demanda. Por
tanto, el mercado se ajusta con un aumento en el precio hasta que la demanda coincide con la oferta.

. (5 puntos) Sup6n que en respuesta a la disminucién en la oferta, el gobierno impone un precio tope sobre
la gasolina. En particular, supén que el gobierno fija un tope de precio P menor que el valor de equilibrio
obtenido en el inciso 4. Bajo esta politica, jel mercado de gasolina estd en equilibrio? Si la respuesta es
negativa, muestra si hay exceso de demanda o de oferta. En un grafico xy, muestra lo que sucede en el
mercado bajo esta politica.

— Bajo esta politica, el precio estd por debajo del precio de equilibrio, por lo tanto hay exceso de demanda:
como la demanda es decreciente, entonces al precio P se tiene que Qg > Q* ; v como la oferta es creciente,
entonces a ese precio se tiene QS < Q*, por lo tanto Qg > Q.
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Pg

dg

s gyt 4d g

30.4. FExternalidades

El objetivo de las secciones anteriores ha sido dejar en evidencia que el mercado por si solo es capaz
de obtener las cantidades y precios que maximicen los excedentes del consumidor y productor. Mas alld de
esto, cualquier otra intervencién en el mercado (impuestos, subsidios, precios minimos o méximos) creardn
distorsiones que conllevardn a situaciones distintas de las que se alcanzarian bajo el libre mercado sin inter-
vencion.

Esto, sin embargo, cambia frente a la presencia de externalidades, puesto que la apariciéon de las exter-
nalidades, tanto positivas como negativas, conlleva a que haya un punto 6ptimo que es distinto al punto
de equilibrio que normalmente se produciria bajo el libre mercado, por lo cual, sin la intervencién en el
mercado, no se estaria alcanzando ese 6ptimo social. Es bajo estos escenarios, que en efecto la intervencién
es los mercados puede generar una mejoria social con respecto al punto que se encontraria bajo el mecanismo
del libre mercado.

Definicion 51 [Externalidades]. Definase externalidad como el efecto no compensado que surge a partir de
las transacciones que ocurren entre terceros y que no es asumido por ninguna de las partes involucradas
directamente en esa transaccion.

Definicion 52 [Externalidad positiva]. Definase una externalidad positiva como un efecto positivo que recae
sobre un tercero ante una transaccién u operacién llevada a cabo entre partes que no asumen el costo de
dicho efecto.

s (costo privado)

equilibrio

d’ (valor social)

d (valor privado)

qf}pﬂmﬂ q

Figura 30.8: Una externalidad positiva

Definicion 53 [Externalidad negativa/. Deffnase una externalidad negativa como un efecto negativo que recae
sobre un tercero ante una transaccién u operacién llevada a cabo entre partes que no asumen el costo de
dicho efecto.
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P §" (costo social)
s (costo privado)
optima
| e tanne
d (valor privado)
qa;:t:'ma 9 q

Figura 30.9: Una externalidad negativa
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Para concluir este capitulo, suponga un mercado como el siguiente: Ahora, supéngase que en dicho

Dollars per Unit

Quantity Produced and Consumed

Figura 30.10: Un mercado en equilibrio

mercado, hay una externalidad negativa con un costo marginal social (CMS) asociado que es mayor al
costo marginal privado del productor, de tal manera que se ve asi: Notese entonces que la presencia de

/

SMC

Dollars per Unit

Quantity Produced and Consumed

Figura 30.11: Un mercado en equilibrio pero con una externalidad negativa presente.

externalidades (positiva como negativa) lo que hace es que surja un punto éptimo distinto al punto de
equilibrio al que llegaria el mercado por si solo, porque los costos sociales no son todos incorporados en los
costos privados de la produccion.

De esta manera, mediante impuestos piguvianos (en el caso de las externalidades negativas) o subsidios
(para las externalides positivas) se podria ajustar dicho mercado para alcanzar el éptimo.
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Dallars per Unit

Quantity Produced and Consumed

Figura 30.12: Un mercado con externalidad negativa en el 6ptimo social por medio de un impuesto piguviano.
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Capitulo 31

Repaso de pre-calculo

|

31.1. Algebra

31.1.1. FoJrmulas notables
= (z4y)? =2+ 2zy +
w (2 —y)? =a? - 2zy +y?
==y = (z+y)(r—y)
2P+ = (z+y) (2 —ay +y7)
= 2? -y = (z—y)(e® +ay + )
v (z+y)3 =23+ 322y + 32y% + 32

= (z—y)’ =% =327y + 3ay° — ¢
s (z+a)(x+b) =22+ (a+b)x+ab
» (ax +b)(cx + d) = acx® + (ad + be)z + bd

31.1.2. Leyes de potencias

g’ =
mal =1
- an an _ am—i—n
- % — g™
» (an)nL — a/IL'T",
s (abe)® =a™ - b" - "
=
g "= ai
FOREIOL
L] 7{1/0,7 = anL
31.1.3. Leyes de radicales
s U % = ;Li
s Vab= /a/b

1Extraido de Sullivan, [1997|y Mena Gonzéilez y Rodriguez Ramirez, |s.f.
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31.1.4. Funciones

Definicion 5/ [Funcion/. Sean X y Y dos conjuntos no vacios de nimeros reales (si fueran complejos entonces
serfa una funcién compleja); una funcién de X en Y es una regla o correspondencia que asocia cada elemento
de X a un tnico elemento de Y. El conjunto X es el dominio de la funcién mientras que el conjunto Y es el
codominio de la funciéon. Para cada elemento z € X el elemento correspondiente y € Y es la imagen o valor
de la funcién en z. El conjunto de todas las imagenes de los elementos del dominio es el rango de la funcién.

Definicion 55 [Funcion creciente y decreciente/. Dada una funcién real f : Dy — R, si Jz1,22[C Dy tal que
a,b €]x1, x2[ donde a < b si:

f(a) < f(b) f es una funcidén estrictamente creciente en |z1, z2[.

f(a) > f(b) f es una funcién estrictamente decreciente en |z1, x2[.

Definicion 56 [Funcion positiva y funcion negatival. Dada una funcién real f : Dy — R, si Ja, b[C Dy tal que
Vo €la, b si:

f(z) <0 f esuna funcién negativa en |a, b|.

f(z) >0 f es una funcién positiva en Ja, b|.

31.2. Funcion polinomaal
Definicion 57 [Funcion polinomiall. Una funcién polinomial se define como:
f R=R;f(z) =ana™ + 12"V 4+ .+ asx® + a1z + a, (31.1)

donde ay,...,ap € R, a, # 0y los exponentes de la variable x son nimeros reales.

31.2.1. Funcién constante

Definicion 58 [Funcion constante]. Definase una funcién constante como:
f R=R;f(z) =ag (31.2)
31.2.2. Funcion lineal
Definicion 59 [Funcion lineal]. Definase una funcién lineal como:
FR=oRf(z) =a1x+ag (31.3)

con a; #0

31.2.3. Funcién cuadrdtica
Definicion 60 [Funcion cuadrdtica/. Definase una funcién cuadrética como:
f:R = R;f(x) = agx® + arz1 + ag (31.4)

con ag # 0

31.2.4. Funcion cubica

Definase una funcién cubica como:
f:R = R;f(x) = aza® + agx? + ayx + ap (31.5)

con ag # 0
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31.3. Factorizacion de polinomios

1. Comprobar siempre si existe factor comin (monomio o polinomio que estd en comun en todos los términos
del polinomio original).

2. Verificar la cantidad de términos en el polinomio.
= Binomio: verificar si es:

e Diferencia de cuadrados: determinar que cada término del binomio tenga raiz cuadrada.

-y = (@ +y)(z—vy)

e Suma-diferencia de cubos: determinar que cada término del binomio tenga raiz cibica.
2’y = (2 +y)(@® — 2y +y7)
2=y’ = (z—y) @ + 2y +97)
3. Trinomio: de la forma ax? + bz + ¢, con a,b,c € R Aa # 0.
= Trinomio cuadrado perfecto
= Inspeccién

= Férmula general
—b+ Vb? — 4ac
r-— -—»——m-——o—o0

2a
Donde b% — 4dac = A

e A > 0 = se puede factorizar; hay dos ceros distintos (z1 # x2):
az? +bx +c=a(z — x1)(x — x9)

e A =0 = se puede factorizar; hay dos ceros iguales (z1 = x3):
ax® +bx +c=a(x —x1)?

e A < 0= no se puede factorizar en los nimeros reales.
4. Polinomio en una variable: aplicar
= Divisién sintética
= Teorema del residuo (para determinar los ceros del polinomio)
= Teorema del factor (para determinar los factores del polinomio)
5. Polinomio en varias variables

= Agrupar términos con alguna caracteristica en comun.
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Capitulo 32

Repaso de cdlculo

[

32.1. Deriwvacion

32.1.1. Derivada por definicion

Definicion 61 [Derivada/. Definase la derivada de una funcién f en un ndmero a, denotada con f’(a), es:

z)— f(a
f'(a) = lim M (32.1)
Tr—ra Tr—Qa
siempre y cuando este limite exista. Nétese que si ¢ — a = h, entonces * = h+a y asf f(x) = fla+h) y
cuando x se aproxima a a, h se aproximara a 0. Entonces se puede enunciar, equivalentemente, la definificon

de una derivada como: fla+h)— f(a)
(@) = 1fm @)~ Ta)
Fla) = }lli)% ) (32.2)

32.1.2. Deriwabilidad y continuidad

[Teorema] Si una funcién f es derivable en z = ¢ entonces es continua en dicho valor. Atencién*: esto
no es cierto en sentido contrario; es decir: que una funcién sea continua en z = ¢ no significa,
necesariamente que sea derivable en dicho valor.

[Teorema] Si una funcién no es continua en x = ¢, entonces no es derivable ne dicho valor. Una funcién
f no es derivable en z = ¢ si:

La grafica tiene tangente vertical
Es discontinua

Si hay una esquina (pico) pronunciada o sutil

32.1.3. Reglas de derivacion

fl)=c=f(z)=0
fla)=z= f(z)=1
flx)=a" = f'(z) = na"!
cf (@) =cf'(z)
f@)+g(@) =f'(z)+4g
f(@) —g(x)) = f'(z)
(z)
(=)

(x) (sean f y g funciones derivables)
— ¢'(x) (sean f y g funciones derivables)
f(@)g(x)) = f'(x)g(z) + f(x)g'(x) (sean fy g funciones derivables)

5) = F(@)g ((";)(L)J;f)g @) (sean fy g funciones derivables)

X

(
(
(
(
(

gz

1Extraldo de Mena Gonzélez, 2017y Sancho Mora, 2014
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32.1.4. Derivada de funciones especficas
= [sen(x)] = cos(x)

» [tan(x)] = sec?(x)

» [cot(x)] = —csc?(x)
= [0”] = a®ln(a)

. [ZOQa(x)]/ = zlnl(a)

u [cos(x)] = —sen(z)

w [cse(x)]) = —esce(x)cot(x)

n [e7] =€

n [In(2)] =

= [ =11 = [, 5] f(x) = aresen(x) = f'(2) = 4=

w f:[-1,1] = [0,7]; f(z) = arccos(z) = f'(x) = \/%

o [R5 f(x) = arctan(z) = f(z) = H%

» f:R =)0, 7[; f(x) = arccot(z) = f'(x) = ﬁ

= f:] =00, =1JU[L,+00] = [0,7] = {T}; f(x) = arcsec(x) = f'(x) = |m\\/i:27—1
= f:] =00, —1JU[1,4+00] = [FF, 5] = {0}; f(x) = arcssc(z) = f'(x) = m\/fmlzﬁ

Definicion 62 [Regla de la cadena/. Dadas dos funciones derivables f, g, se tiene que:
[f(g(2))) = f'(g(x)) - ¢'(x) (32.3)

32.1.5. Primer y segunda derivada
32.1.5.1. Primera derivada: monotonia
Sea f una funcién derivable en I =|a, b[:

» Si f/(z) >0 paratodo z € I entonces f es creciente en I.
= Si f/(z) <0 paratodo z € I entonces f es decreciente en I.

= Si f/() =0 paratodo z € I entonces f es constante en I.

32.1.5.2. Segunda derivada: concavidad
Sea f una funcién cuya segunda derivada existe en I =]a, bl:

= Si f”(x) > 0 para todo x € I entonces la grafica de f es céncava hacia arriba (convexa) en I.

= Si f”(x) < 0 para todo x € I entonces la grifica de f es céncava hacia abajo (céncava) en I.

32.1.6. Regla de L’Hoépital

Considere dos funciones f, g derivables con ¢'(z) # 0 en un intervalo abierto I con ¢ € I (excepto
posiblemente en c). Si

s lim, . f(z) =lim,.g(z) =0
s limg . f(2) = lim, . g(x) = £00

Es decir, se tienen la forma indeterminada 8 o bien 2 entonces:

i L) _ gy L)

2oe g(z)  ame g'(@)

El teorema aplica para limites laterales o bien si x — +o0o siempre y cuando se mantenga la forma indeter-
minada.
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32.1.7. Converidad y concavidad

Definicion 63 [Funcion conveza/. Sea f una funcién univariable definida en el intervalo I. f es entonces una
funcién convexa si Va € I,b€ I, A € (0,1):

FUL=XNa+ ) < (1 =N f(a) +Af(b) (32.4)

Entonces una funcién univariable definida en un intervalo es convexa si ningin segmento lineo que une
dos puntos en la grafica nunca queda por debajo de la gréfica.

Figura 32.1: Una funcién convexa

Definicion 64 [Funcion concava/. Sea f una funcién univariable definida en el intervalo I. f es entonces una
funcién céncava si Va € I,b € I, ) € (0,1):
J(A=XNa+Ab) > (1= A)f(a) + Af(b) (32.5)

Entonces una funcién univariable definida en un intervalo es céncava si ningin segmento lineo que une
dos puntos en la grafica nunca queda por encima de la grafica.

Figura 32.2: Una funcién céncava
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32.2. Funciones en varias vartables

32.2.1. Daiferenciales

Definicion 65 [Derivada parcial]. Sea f: D C R™ — R una funcién escalar en n variables reales, de manera
tal que

Z = f(X) = f(.’IJ]_,."I)g, )In)
entonces la derivada parcial de f respecto a z; existe si y solo si existe el limite:

, L1y Tio1,Ti + R, i1, s @) — f(T1, 000y Ty
Dz‘f(X):}llli%f( 1 1 ;;1 ) — f(a )

Es decir, que si
9(@;) = f (@1, 20)= Dif (X) = ¢’ ()
Hay varias maneras de denotar la derivada parcial de f respecto a x;:

o
— o)

Dif (X) = Dy, f(X) = fo,(X) = fi( X)

Definicion 66 [Derivadas parciales de orden superior]. Sea f : D— R una funcién escalar en n variables reales
y sean mi,na, ..., n; € {1,2,...,n}. Se denota la derivada de orden k de f como:

k
o7 S A

O, .00y, 000,02, Oy, OTp, OTp, Oxp,

También se escribe:
ok f
0%, -..0Tp 30Ty, Oy,
o*f
O%p,, -0 0%, 0Ty,
ok f
Oy, .00 0Ty, Oy,
orf

O%p, -0 0%, 0Ty,

- fnl,n%ns,uwnk

- fwnl 37Tng s Tmg sy Ty

- Dnl,nz,ﬂ?nuwnk

TnyrTng s Tngs--Tny



Capitulo 33

Fundamentos matematicos

Dado que la economia es el estudio de encontrar los mejores usos posibles para los recursos escasos, la
optimizacion sujeta a restricciones serd una constante a lo largo de la formacién econémica.

33.1. Nociones bdsicas sobre la optimizacion

Suponga un contexto de teoria del consumidor donde se busca maximizar el mayor nivel de utilidad posible
sujeto a una restriccién presupuestaria dada. Para el caso de dos bienes, una restriccién presupuestaria tiene
la forma:

P1x1 + p2x2 =M

Recuerde que la funcién de utilidad no es més que una conveniente representacion matemaética de las pre-
ferencias del consumidor. En particular, lo que permite la figura de la funciéon de utilidad son dos cosas
particularmente relevante para nuestros efectos:

. Asignar un orden de relacién a las distintas posibles combinaciones de bienes que conforman una determinada
cesta de consumo (z,y).

. Introducir el instrumental matemaético para la manipulacién de las preferencias de los consumidores.

Si una funcién de utilidad lo que hace es valorar o "hacer un ranking”’de las preferencias del consumidor
(utilidad ordinal), entonces debe ser necesariamente que, ante una canasta de dos bienes, entonces: U(x, y) =
k, donde k es una constante cualquiera. Es decir, que una determinada combinacion de bienes x y y, debe
generarmente un cierto nivel determinado de utilidad, por lo que en realidad lo que tenemos con las funciones
de utilidad son niveles de utilidad, o en términos mas matematicos y formales: las funciones de utilidad son
curvas de nivel.

Es asi que entonces el problema de maximizacién del consumidor (y en general cualquier problema de
maximizacién con restricciones) se traduce en encontrar la cesta o combinacién de bienes, insumos, etc., que
genere el mayor nivel de utilidad, produccién, etc.

Es asi que, en busqueda de la funcién de utilidad con un mayor de nivel de utilidad posible, nos encontramos
con que la curva de indiferencia que representa un mayor nivel de utilidad posible, es aquella que sea
tangente a la restriccién presupuestaria.

Observe que existen dos grandes posibilidades de asequibilidad de canastas dada una restriccién: existen las
canastas asequibles y las canastas no asequibles. El problema de la maximizacién u optimizacion consisten
en alcanzar la maxima canasta asequible posible.

33.2. FEl argumento del arbitraje

Una de las maneras mas intuitivas para entender la optimalidad, es por medio de los cambios en las
situaciones iniciales. Si una persona o consumidor tiene una cierta dotacién inicial (por el momento asimase
que la dotacién es equivalente a un cierto nivel de ingreso por ahora indeterminado m) a partir de la cual
decide adquirir una determinada cesta o conjunto de consumo, preguntese: jante algiin cambio en que afecte
el estado inicial, cambiaria el consumidor sus decisiones iniciales?

391
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u3

Figura 33.1: Posibles casos de funciones utilidad alcanzables (ul y u2), inalcanzables (u3) y no 6ptimas (ul).
Figura 33.2: Posible asequibilidad dada la restriccion.

Si ante el cambio en su situacién el consumidor se percata de que ahora existe una nueva combinacién de
consumo que le otorga un mejor o diferente nivel de utilidad, entonces este consumidor deberia ajustar sus
decisiones de consumo ante las nuevas circunstancias.

Entonces, un conjunto de consumo se sabe que es 6ptimo, una vez que no sea posible encontrar otras
combinaciones de consumo que otorguen un mayor nivel de utilidad. Por lo tanto, entiéndase que el examen
o prueba de optimalidad consiste en la imposibilidad de encontrar una cesta de consumo que mejore la
utilidad actual.

De ahora en adelante, cuando se hable de cambios marginales o infinitesimales o pequenos, por ejemplo en la
variable x, se usard la notaciéon dx. Entonces, suponga la siguiente situacién: una persona consumidora tiene
unas determinadas preferencias que generan una cierta funcién de utilidad que depende de dos productos:
x y y. Ahora, esta persona adquiere entonces una combinacién de consumo inicial dada su dotacién inicial
(ingreso). Dicha combinacién de consumo (z,y), en particular, implica un consumo positivo tanto de x como
de y. Ahora, suponga que esta persona consumidora desea cambiar su comportamiento: desea redistribuir un
poco de su ingreso, para consumir mas de x, sin embargo su ingreso no ha cambiado, por lo que para poder
consumir mas de x, tendra que dejar de consumir de y.

Entonces, si se tiene un ingreso de m, se sabe que el consumo de x aumentara en % y el consumo de y

disminuiréd en ‘;—m.

Y
Ahora, dado que los consumos de los bienes de x y de cambiardn, pues entonces es asi que U(z,y) también
tiene que cambiar, jpero cuanto cambiard? Cambiara:

AU = UMgdx + UMgdy (33.1)

Sucede que entonces el cambio en la utilidad por el aumento en el consumo de x serd de UM gx - % y el
cambio en la utilidad por la reduccién en el consumo de y seria de UM gy - ‘;—m.

Y
Por lo tanto, sabiendo en cuanto cambia el consumo de x y el de y, el cambio neto en la utilidad de la persona

consumidora ha de ser el siguiente:

d d
AU:UMga:op—erUng-—m (33.2)

z Py

O en otras palabras:

UMgx 4 UMgy
Dz Dy

Por lo tanto, si el cambio neto en la utilidad total es positivo, significa que el ajuste (rellocation) en el
consumo de x y de y, trajo una mejoria para la persona en términos de utilidad, significando asi que entonces
la decision inicial no era éptima porque siempre hubo otra posible combinacién que le generaria una mejor
situacién en términos de utilidad.

De tal manera que, la inica manera en que la decisién inicial de consumo podria ser éptima, es si el cambio

AU = dm( ) (33.3)
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neto en la utilidad total es no-positiva, es decir, menor o igual que cero.
Por lo tanto:
AU <0 (33.4)

Es decir, que si la decisién de consumo inicial no fuera éptima, pequenos, infinitesimales aumentos en el
consumo de x aumentarian la utilidad total de esta persona, incentivandola pues a seguir aumentando el
consumo de x mientras deja de consumir y. Ahora, si esto es tan evidente, ;jpodria esta persona seguir
indeterminadamente aumentando su consumo de x? La respuesta es no.

Recuerde que una de las caracteristicas de las utilidades es que existen utilidades marginales decrecientes:
esto es, que al aumentar el consumo de una mercancia x, asi consecuentemente también ha de disminuir la
utilidad marginal de la siguiente unidad consumida de esa mercancia.

Por ende, este proceso de arbitraje no puede continuar indefinidamente, porque con cada unidad adicional
de x consumida, asi también es cada vez menor la utilidad que genera esa unidad adicional. Por ende,
este proceso continta hasta que los cambios en las utilidades marginales se igualen, por lo que se sabe que
necesariamente en el 6ptimo debe ser que:

UMgz UMgy
yZ Dy

(33.5)

A esta ecuacién se le conoce como la condicién de no arbitraje, e implica que en el éptimo, la persona
consumidora no ha de tener incentivos para modificar su decisién de consumo, y si recibiera una unidad
adicional de ingreso (dotacién), serfa pues indiferente entre invertirla en consumir més de uno o de otro bien.

33.3. El problema de la programacion

El problema econémico de la maximizacién consiste en hallar una distribucién de recursos escasos de
manera ajustada a unos fines determinados o concretos para un momento particular. Matematicamente, esto
se traduce a determinar o encontrar los valores de ciertas variables que estan sujetas a ciertas restricciones
de manera que se maximice la funcién dada. Este planteamiento matemético del problema econémico gene-
ralmente es conocido como el problema de la programacién matemaética.

33.3.1. Planteamiento formal del problema de programacion

El problema de la programacién es pues el de encontrar o escoger valores para n variables x1, s, ..., T,
llamadas variables instrumentos, las cuales se encuentran representadas por el siguiente vector columna:

T

)
r=| . (33.6)

Ln

conocido como vector instrumento, el cual es un vector en un espacio Euclideo de n dimensiones E™.

Este vector es asequible si y solo si satisface todas las restricciones impuestas al problema de maximizacion,
y el conjunto de todos los vectores asequibles forma un conjunto de oportunidad X, el cual a su vez, es un
subespacio de E™.

La funcién objetivo es un resumen matematico del objetivo del problema. Es una funciéon de valor real de
las variables instrumentos:

F =F(%) = F(z1, 22, ..., Ty) (33.7)

La cual, se asume, es continuamente diferenciable.
Entonces, el problema general de programacién matematica es pues entones escoger un vector
instrumento del conjunto de oportunidad X, que maximice el valor de la funcién objetivo:

max F(Z)
* . (33.8)
sujetoa x € X

donde X es un subconjunto de espacio Euclideo E™.
Generalmente, aunque esto no siempre sera asi, en los problemas de programacién clésica, las restricciones
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son tipo ecuaciones, en contraposicién a inecuaciones:

gl(l’) = g1(£E1,I2, 7:CTL) = bl
92($) = 92(xlax27 7xn) = by

gn(@) = gn(x1,22, .., Tn) = by

en donde las funciones g1 (%), g2(Z), ..., gn(Z) son funciones n dimensionales continuamente diferenciables de
las variables instrumentos, y se conocen bajo el nombre de funciones restriccion, y los pardmetros by, bo, ..., by,
son numeros reales llamados contantes de las restricciones.

Ahora, de una manera més sencilla, la expresién matricial de las restricciones puede ser escrita de forma
vectorial:

g(@) =b (33.9)
gl(.Tl,J?Q,...,.’L‘n) bl
) ) . g2(r1, T2, .0y Tp) . bo
en donde g y b son los vectores columna n dimensionales: g(¥) = . , b=
gn(x17x27~-~7xn) bn

Por lo tanto, los problemas cldsicos de programacién (maximizacién) consisten en maximizar
una funcién objetivo dada sujeta a restricciones de igualdad:

max F(Z)
x (33.10)
sujeto a ¢g(Z) =b

Todo lo visto anteriormente resume los problemas de programacién clasicos de tipo lineal, en donde las
restricciones son de tipo ecuaciones, es decir, igualdades. Sin embargo, también en comin toparse con pro-
blemas de programacién (maximizacién) no lineal, en donde ahora pueden aparecer dos nuevos tipos de
restricciones:

. Restricciones de no-negatividad
r1>0,20>0,...,2,, >0 (33.11)

Que en forma vectorial se puede representar:
>0 (33.12)

En donde 0 es un vector columna de 0’s.

. Restricciones de tipo inecuaciones

gl(l') - gl(xla'r27 7x’ﬂ) S bl
92(1;) = 92($1,I2, 7xn) S b2
(33.13)
gn(x) - g’l’b(xlax27 ,$n) S bn
Que en forma vectorial se puede representar: .
g(Z) < b (33.14)

Aqui las funciones g1 (), g2(%), ..., gn(Z) se asume que son funciones continuamente diferenciables y las cons-
tantes restriccién by, bo, ..., b, se asume que son nimeros reales dados.

Por tanto, los problemas de programacién no lineal consisten en maximizar una funcién obje-
tivo dada mediante la eleccion de variables no negativas sujetos a restricciones de desigualdad.

max F(Z)
: (33.15)
sujeto a  ¢(¥) <b, >0

Se asume que en los problemas de programacion con n variables instrumento y m restricciones, tanto el
numero de variables n, como de restricciones m, es infinito y especificamente n > m, y la diferencia n — m
es conocido como el niimero de grados de libertad del problema de maximizacién.
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33.4. Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

El método de los multiplicadores de Lagrange es uno de los métodos de resolucién de problemas de pro-
gramacién lineal més poderosos. Para introducir este método, piense en el caso més basico de maximizacion
con un grado de libertad, en donde hay dos variables y una sola restriccion:

mix F(x1,22)
1,2 (33.16)
sujeto a  g(x1,22) =b

Astimase por el momento que existe en efecto una solucién local para el problema, y dicha solucién tiene la
forma: x* = («7, %), en el cual en particular, la derivada no estd indefinida. Este supuesto es:

g
= (r* 0 33.17
(@) # (33.17)
Entonces, dado el supuesto anterior, debe ser que el diferencial total ha de ser:
9g 99
dg=——d ——dzo =0 33.18
g axl F1+ 8%2 2 ( )
Ajustando, dicha expresién queda de la forma:
9g
dxq T
-— =— 33.19
Y despejando x5 en términos de x; queda:
99
y = —55m (33.20)
2
O sea:
x9 = h(xy)
dh_ g
d.%'l %

Sabiendo este valor de s, se abre una posiblidad nueva con respecto al problema de optimizacién: plantear
el problema de optimizacion sin restriccion de la forma:

n}éx F(x1,h(x1)) (33.21)

Una condicién de primer orden para obtener un maximo local seria entonces:

dH OF OF dh
= 4+ = 7 = .22
d:z:l 8$1 8332 d.’l?l 0 (33 )

Tomando la funcién objetivo F(x1,x2), y haciendo su derivada total:

oF OF
dF = —d —d 33.23
8371 1+ 6.132 2 ( )
Tgualando el diferencial total a 0, se obtiene:
OF oF
0=—d —d 33.24
81’1 T1+ 8332 T2 ( )
Y de lo anterior, se obtiene que la pendiente de la funcién objetivo es:
oF
dy dz1
— =——= 33.25
dml contorno % ( )
Sin embargo, la pendiente de la funcién de restriccion es:
9g
d =L
&2 = -2 (33.26)
dxl restriccion Do
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Por lo tanto, una condicién de primer orden para encontrar un maximo implica entonces la tangencia en la
solucién, en la cual la pendiente del contorno (funcién objetivo) ha de ser igual a la pendiente de la funcién

de restriccién:
diCQ dxg

day day

Note que esta restriccion es una condiciéon muy similar a la idea de la condicién de no arbitraje. La pendiente
de la funcién objetivo (contorno de la funcién) es una relacién entre los cambios marginales de las variables
instrumentos en cuestion, que dependiendo del contexto, pueden interpretarse estas variables instrumento
como bienes, factores de produccion, ocio y trabajo, etc., de manera que se estd ante una valoracién subjetiva
de bienes o de insumos por parte de un agente o empresa, lo cual debe ser igual a la valoracién objetiva
(relacién de precios del mercado).

De no cumplirse esta igualdad, se estaria frente a un escenario en el cual cambiando ligeramente las canti-
dades de las variables instrumentos, se obtendria una mejora de la utilidad o de los beneficios o de lo que
sea la variable objetivo. Cuando no haya igualdad entre estas pendientes no habra igualdad entre la valo-
racién objetiva y la valoracién subjetiva de las variables instrumentos, de forma que cabria buscar mejores
posiciones o resultados vendiendo o comprando (intercambiando) la asignacién inicial (dotacién) de dichas
variables instrumentos hasta que no sea posible seguir mejorando.

Es decir, que el tnico punto o momento en el cual no habria un incentivo para cambiar la asignacion de las
variables instrumentos serd cuando las valoraciones subjetiva y objetiva sean iguales y coincidan, puesto que
toda posiblidad de ganancia ya habra sido agotada.

(33.27)

contorno restriccion

Definicion 67. Extremos con restricciones: sea f : D C R"™ — R una funcién escalar y sean g, g2, ..., gp fun-
ciones D — R funciones escalares tal que:

R:g1(X)=0Ag2(X)=0A ... Agy(X)=0

se dice que {(X) es un:
Maximo local sujeto a las restricciones R si:

f(X,+h)— f(X,) <0,donde Xo ERAXog+hERAR~O
Maéximo local estricto sujeto a las restricciones R si:

f(X,+h) - f(X,) <0,donde Xo €ERAXo+hERANRQ
Minimo local sujeto a las restricciones R si:

f(X,+h)— f(X,) > 0,donde Xo ERAXog+hERAR~O
Minimo local estricto sujeto a las restricciones R si:

f(Xy+h) = f(X,) >0,donde Xo €ERAXo+hERANRAQ

A los extremos sujetos a restricciones también se le conoce bajo el nombre de extremos condicionados,
restringidos o ligados.

Definicion 68. Multiplicadores de Lagrange: sean f, g;, g2, ..., g, funciones D CR™ — R. Se dice entonces la
funcién de Lagrange (o lagrangeano) £ : D —R asociada a f bajo las restricciones:

—

91(X) =0,92(X), ..., gp(X) (33.28)

corresponde a: . . . . .
L(X) = f(X) 4+ g1(X) + A2g2(X) + ... + +Angn (X (33.29)

donde los pardmetros A1, Ag, ..., A, son los llamados multiplicadores de Lagrange. .
Entonces, optimizar una funcién z = f(X) bajo las restricciones g1(X), g2(X), ..., gn(X) es equivalente a
optimizar la funcién de Lagrange (lagrangeano) L.

Es decir, f(X() es un punto critico crtico con restricciones entonces existen Ai, Ag, ..., \,, tales que:

of dg1 092 9, B
al'i 8:@ 3%1 (XO) ot )‘p 8%1 (XO) =0

o lo que es lo mismo, X es un punto critico condicionado si es solucién del sistema:

(Xo) + M1

(Xo) + A2
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L (X)=0
L,(X)=0
L, (X)=0
g1(X)=0
gz(X):O
gn(X) =0

33.5. Criterio de la segunda derivada con restricciones

Existen numerosos criterios que permiten clasificar los puntos criticos en un problema de maximizacién o
programacién. En particular, para el contexto econémico es fundamental comprender el criterio de la segunda
derivada.

Definicion 69. Considere el problema de optimizar z = f(X) bajo las restricciones: g1(X) = 0,g2(X) =
0,...,9p(X) =0.Y sea:

L(X) = f(X)+Mg1(X), +A202(X) + ... + +2p9,(X)

el lagrangeano correspondiente.
Suponiendo que Xg es un punto critico, entonces Xy es solucién al sistema:

2 ( 0
Lo, (X) =0
gl(X) =0
g2(X) 0
gn(X) =0

Se obtiene que:
d’L = d*f + Md?g1 + Xad?ga + ... + N\pd2g,

y las restriciones g,,(X) = 0 generan el siguiente sistema:

Va1 (Xo)-dX =0
Vg2(Xo) - dX =0

Vgp(Xo)-dX =0
entonces, después de aplicar las condiciones anteriores a d?L(Xj) se obtienen los siguientes criterios:

Si VdX ~ 0,d>L(Xo) < 0= f(Xo)es un maximo local
SiVdX =~ 0,d>L(Xo) > 0= f(Xo) es un minimo local

Si d?L£(X,) cambia de signo siendo dX ~ 0 entonces f(Xy) es un punto silla condicionado. Es decir, si
d?L(Xy) > 0 algunas veces, pero otras veces d?L < 0.

Si 3dX ~ 0, d*L(Xo) = 0, entonces no hay criterio para clasificar el punto Xo.
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33.6. Optimizacion en economia

33.7. El caso de mds de una variable de eleccion

Usualmente, la optimizacién aprendida hasta ahora, ha consistido en funciones con una tinica variable de
eleccién, es decir, con funciones de la forma y = f(x). Sin embargo, en la teoria microeconémica es necesario
dar el paso hacia formas funcionales cuyas funciones objetivos involucren dos o més variables de eleccion.
Para empezar, siempre es recomendable primero estudiar el caso méas béasico, una funcién objetivo con dos
variables de eleccién de la forma z = f(z,y), las cuales son todavia graficables. Una generalizacién al caso
de n variables de eleccién implica perder la posiblidad de graficar estas funciones, por lo que primero se
empezara viendo el caso de dos variables.

33.7.1. Valores extremos en funciones de dos variables

En las funciones de una tnica variable de eleccién, un valor extremo (méximo o minimo) usualmente es
presentado como la cima o el valle de una funcién en una grafica de dos dimensiones. Ahora, con funciones
de dos variables de eleccién de la forma z = f(x,y) se pasard a graficas de tres dimensiones.

i
il

1

Figura 33.3: En el primer diagrama el punto constituye un maximo mientras que en el segundo constituye
un minimo.

33.7.2. Condicion de primer orden

Para una funcién z = f(x,y) la condicién de primer orden necesaria para un extremo (ya sea un méximo
o un minimo) es dz = 0. Pero dado que ahora z es una funcién con miltiples variables indepedientes, dz es
ahora un diferencial total. Asi que la condicién de primer orden es

dz=10 para arbitrarios valores de dx y dy ambos distintos de cero (33.30)

Un extremo ha de ser un punto estacionario, y en un punto estacionario, dz es una aproximacién al verdadero
cambio Az, el cual debe ser cero para arbitrarios dx y dy, ambos distintos de cero. Asi, en un caso de dos
variables, el diferencial total seria

dz = fodz + f,dy (33.31)

Para poder satisfacer la condicién dz = 0 es necesario y suficiente que las dos derivadas parciales f; y f,
sean simultdneamente iguales a cero. Asi, dicha condicién se puede replantear de la siguiente manera:

Jo=Ffy=0 v B; = g—; = 0] (33.32)
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33.7.3. Condicion de segundo orden

33.7.3.1. Concavidad y convexidad
33.8. FEl Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

33.8.1. Un ejemplo en dos variables

Eponsidere un consumidor cuyas preferencias sobre canastas de bienes (z,y) € R? estdn dadas por la
funcién de utilidad de tipo Cobb-Douglas:

(z,y) = a%y'~?

conf € (0,1). Sea m el ingreso del consumidor y p,, p, los precios unitarios de los bienes x, y respectivamente.
Suponga que, por un tema de escasez, el consumidor no puede consumir méas de de T del bien x.

Plantee el problema de optimizacién del consumidor.

Escriba el Lagrangiano asociado al problema de optimizacién.

Derive las condiciones de primer orden usuales.

Plantee la condicién de holgura complementaria y analice los diferentes casos bajo los cudles esta se cumple.
Solucién

El problema del consumidor es:
méx  xfyl~?
(z,y)ER?
sujeto a  pgT +pyy =m (33.33)

r<T
Sean A\, i, € R, constantes con p > 0 (por el teorema). El lagrangiano asociado al problema es:

L(z,y, A\ p) =2y + XNm — pox — pyy) + u(@ — )

3.
oL Yyi-0
— :0(= —Ap, =0
5 ) p
oL x
—:(1-6)(=)? = Ap, =0
S (1=0C)
or :
N M — PaZ — PyY =
oL
4. La condicién de holgura complementaria es:
w(@—x) =

A partir de la cual, nace la posibilidad de analizar casos:

a) Caso: T —ax=0Ap=0
Note que esto implica que T = x. Es decir, que el consumo de x es exactamente igual al maximo que fue
impuesto por la restriccién adicional, sin embargo, dado que p = 0, la utilidad marginal por consumir
una unidad adicional de ese bien restringido es 0, entonces la restriccién no es vinculante, porque el
consumidor de todos modos ya consumia en el nuevo punto de la restriccién, y no tiene interés en
consumir mas alla de ese punto, por lo que la restriccién adicional no esta condicionando realmente al
consumidor.

1Ejemplo tomado de OrtegaBarrantes.
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b) Caso: T —x = 0 A p > 0 Note que esto implica que T = z. Es decir, que el consumo de x es exactamente
igual al maximo que fue impuesto por la restriccién adicional, sin embargo, dado que p > 0, la
utilidad marginal por consumir una unidad adicional de ese bien restringido es positiva, por lo que el
consumidor si obtendria una utilidad adicional por consumir mas de ese bien adicional, sin embargo
ya estd consumiendo lo més que puede, que es T, por lo que en este caso la restriccién si es vinculante.

¢) Caso: T —x > 0A pu=0 Note que esto implica que T > z. Es decir, que el consumo de x es menor al
maximo que fue impuesto por la restriccién adicional, de modo que a pesar de que haya una restriccion
adicional no afecta en lo absoluto a este consumidor, porque él desea consumir menos de lo que se
impuso como maximo a consumir que es T.
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Capitulo 34

Un algoritmo para los problemas de
marimizacion en economia

E] El siguiente es un somero repaso de pasos o instrucciones a seguir para encontrar los 6ptimos a un
problema de maximizacién con restriccion:

. Escoger una entrada cualquiera del vector de bienes, insumos, etc., x.

. Resolver la ecuacién: @ = %}f) para cada variable z; en términos de xy, xL(xk):j

. Evaluar z;(z)) en la restriccién del problema y resolver para zp(p, k), en donde k es el término constante
al cual estd igualada la restriccion del problema, la cual variard dependiendo del contexto del problema de

maximizacion.

1Véase Zevelev, 2017
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Capitulo 35

Funciones homogéneas y el teorema
de FEuler

35.1. Funciones homogéneas
Definicion 70 [Funciones homogéneas/. Una funcién f : R™ — R es homogéneaﬂ de grado k si:
fOx)=Mf(z)  VAER (35.1)

En otras palabras:
fOxy, Aeg, ... Azy) = A f(z1,20,...,2,) VAER (35.2)

Importante: todas las funciones lineales son homogéneas de grado 1, mas no todas las funciones homogéneas
de grado 1, son lineales. Por ejemplo: f(z,y) = /Ty es homogénea de grado 1 mas no lineal.

Por ejemplo, en economia, las funciones de beneficios y de costos derivadas de la funcién de produccién,
son homogéneas. Lo mismo pasa con las funciones de demanda derivadas de las funciones de utilidad.

Asi, por ejemplo, una funcién de la forma y = ax®, es homogénea de grado k. Una funcién de la forma
y = 2> + 322 no es homogénea. En el caso de las funciones multivariables, por ejemplo, y = amlflx§2x§3 es
homogénea de grado ki + ko + k3. Es decir: una suma de monomios de grado k, es homogénea de grado k,

mas una suma de monomios de diferentes grados no es homogénea.

Por qué son importantes las funciones homogéneas en economia? Piense, por ejemplo, en una funcién
de produccién homogénea de grado 1:

fQz1, Aza, ..., Axy) = Af(z1, 22, ..., 20)VA > 1

Si se toma A = 2, esto significaria que si la empresa duplica simultdneamente todos los insumos empleados
para producir, esto duplicaria la cantidad de produccién total generada. Si fuera el caso que A = 3, al
triplicar simultdneamente todos los insumos, el producto total final también se triplicaria. Asi, esta funcién
de produccién exhibiria retornos constantes a escala.

Pero, si la funcién de produccién fuese homogénea de grado k, con k > 1, entonces dirfamos que la funcién
exhibe rendimientos crecientes a escala, lo cual signicaria que al multiplicar por un escalar A simultdaneamente
todos los insumos de la produccién, la produccion crecerian en un factor mayor que .

Por el contrario, si la funcién es homogénea de grado k con k < 1, se dice que exhibe rendimientos decre-
cientes a escala, por lo cual, al magnificar todos los insumos simultaneamente en un factor A, la produccién
crecerfa en un factor menor que \. [Teorema de Euler| Si f : R” — R es una diferencial en x y homogénea
de grado k, entonces Vf(z) -z = kf (x).

Demostracion. Fijese x. Considere la funcién H () = f(Az). Esta es una funcién compuesta, H() = foG()),
donde G : R — R™ tal que G(\) = A\x.
Haciendo la regla de la cadena:
DH(X) = DF(G(\))DG(X)

Si se evalta la expresion anterior cuando A = 1 se obtiene que:

1Consulte Sobel, |s.f.
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DH(1) =Vf(z) - (35.3)

Por otro lado, se sabe por lo homogeneidad que H()\) = A*z. Diferenciando la expresién del lado derecho se
obtiene que:

DH(\) = kA" "1 () (35.4)

Y, evaluando A = 1 se obtiene que:
DH(1) = kf(x) (35.5)

Y, haciendo la igualacién DH (1) = DH (10 finalmente se comprueba el teorema:
Vf(x) x=kf(z) (35.6)
O

Una funcién de costos homogéa de grado 1 implica que si los costos de todos los insumos empleados en
la produccién se multiplican por un factor A, costos totales se multiplican por un factor A,

Las funciones de demanda de la persona consumidora son homogéneas de grado 0, lo cual quiere decir que,
dada una funcién de demanda que depende depende de precios e ingreso a:k(ﬁ, m), si tanto los precios como
el ingreso son multiplicados por un factor A, entonces la restriccién presupuestaria se mantiene intacta.



Parte VI

Bibliografia

407






Bibliografia

Adamson Badilla, M. (2019). Teoria Microeconémica I.

Arrow, K., Chenery, H., Minhas, B., & Solow, R. (1961). Capital-Labor Substitution and Economic Effi-
ciency. The Review of Economics and Statistics, 43(3), 225-250. |%5Curl% 7Bhttps: / /www.jstor.
org/stable/19272867origin=crossref%7D

Arrow, K., & Debreu, G. (1954). Existence of an Equilibrium for a Competitive Economy. Econometrica,
22(3), 265-290. %5Curl%7Bhttps: / /www.jstor.org/stable /1907353 7origin=crossref%7D

Berck, P., Sydsaeter, K., & Strom, A. (2005). Economist’s Mathematical Manual (4.2 ed.). Springer.

Dixit, A. K. (1990). Optimization in Economic Theory (2.2 ed.). Oxford University Press.

Gao, F. (2016). Monopoly. %5Curl%7Bhttp://www.sfu.ca/~gaofengg/monopoly.pdf%7D

Geanakoplos, J. (s.f.). Kenneth Arrow’s Contributions to General Equilibrium. |%5Curl%7Bhttps: //www.
econometricsociety.org/sites/default /files/inmemoriam /arrow_geanakoplos.pdf%7D

Hardy, G., Littlewood, J., & Pdlya, G. (1934). Inequalities. Cambridge Press University.

Intriligator, M. D. (2002). Mathematical Optimization and Economic Theory (Vol. 39). Society for Industrial
and Applied Mathematics.

Jehle, G. A.; & Remy, P. J. (2000). Advanced Microeconomic Theory (2.2 ed.). Pearson.

Levin, J., & Milgrom, P. (s.f.-a). Consumer Theory. %5Curl%7Bhttps://web.stanford.edu/~jdlevin/Econ%
20202 /Consumer%20Theory.pdf%7D

Levin, J., & Milgrom, P. (s.f.-b). Producer Theory. %5Curl%7Bhttps://web.stanford.edu/~jdlevin/Econ%
20202 /Consumer%20Theory.pdf%7D

Mankiw, N. G. (2012). Principios de Economia (6.2 ed.). Cengage Learning.

Mas Colell, A., Green, J., & Whinston, M. D. (1995). Microeconomic Theory. Oxford University Press.

Mas Colell, A., Green, J., & Whinston, M. D. (1997). Solutions Manual for Microeconomic Theory. Oxford
University Press.

Mena Gonzilez, D. (2017). Célculo I: Derivada.

Mena Gonzélez, D., & Rodriguez Ramirez, K. (s.f.). Funciones I: Precdlculo.

Miller, N. H. (2006). Monopoly. [%5Curl%7Bhttps: //nmiller.web.illinois.edu/documents/notes/notes9.pdf%
7D

Miller, R. G., & Meiners, R. E. (1997). Microeconomia (3.2 ed.). McGraw-Hill.

Monge, M. V. (2021). Leontief functions of two variables. A new perspective. Andlisis Econdmico, 36(93),
159-166. https://doi.org/\url{10.24275 /uam/azc/dcsh/ae/2021v36n93 /Monge }

Monge Alfaro, M. (19.08.2020). Demandas Marshallianas para n variables. %5Curl%7Bhttps://youtu.be/
JtmRUfkwemM%7D

Ortega Barrantes, J. A. (2022). EC3201 Laboratorio 0: Repaso de Karush Kuhn Tucker.

Robles Cordero, E. (2007). Las curvas de indiferencia de la Funcion Leontief: Manual para el dibujo de la
funcion Leontief. %5Curl%7Bhttps: / /www.dropbox.com/s/slmobr9chac8t5h /Capitulos.rar?dl=0&
file_subpath=%2FManual+para+el4+dibujo-+de+la+funci%C3%B3n+ Leontief.pdf% 7D

Robles Cordero, E. (s.f). Libro de Ejercicios Resueltos. %5Curl % 7Bhttps: / / www . dropbox . com /s /
slmobr9chac8t5h /Capitulos.rar?dl=0%7D

Romero Aguilar, R. (2019). FC3201 - Teoria Macroecondmica 2.

Sancho Mora, L. (2014). Cdlculo 1.

Sobel, J. (s.f.). Econ 205 - Slides from Lecture 10. %5Curl%7Bhttps: //econweb.ucsd.edu/~jsobel /205{10/
notes10.pdf%7D

Sullivan, M. (1997). Precdlculo (4.2 ed.). Pearson-Educacién.

Varian, H. R. (1992). Andlisis Microecondmico (3.2 ed.). Antoni Bosch.

Varian, H. R. (2010). Microeconomia Intermedia (8.* ed.). Antoni Bosch.

Vicuna, J. M. (2017). Cémo se escribe una ecuacién de demanda? — Microeconomia — Libertelia. %5Curl%
7Bhttps: / /www.youtube.com /watch?v=cfb7MZUd0R4%7D

409


%5Curl%7Bhttps://www.jstor.org/stable/1927286?origin=crossref%7D
%5Curl%7Bhttps://www.jstor.org/stable/1927286?origin=crossref%7D
%5Curl%7Bhttps://www.jstor.org/stable/1907353?origin=crossref%7D
%5Curl%7Bhttp://www.sfu.ca/~gaofengg/monopoly.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://www.econometricsociety.org/sites/default/files/inmemoriam/arrow_geanakoplos.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://www.econometricsociety.org/sites/default/files/inmemoriam/arrow_geanakoplos.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://web.stanford.edu/~jdlevin/Econ%20202/Consumer%20Theory.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://web.stanford.edu/~jdlevin/Econ%20202/Consumer%20Theory.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://web.stanford.edu/~jdlevin/Econ%20202/Consumer%20Theory.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://web.stanford.edu/~jdlevin/Econ%20202/Consumer%20Theory.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://nmiller.web.illinois.edu/documents/notes/notes9.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://nmiller.web.illinois.edu/documents/notes/notes9.pdf%7D
https://doi.org/\url{10.24275/uam/azc/dcsh/ae/2021v36n93/Monge}
%5Curl%7Bhttps://youtu.be/JtmRUfkwcmM%7D
%5Curl%7Bhttps://youtu.be/JtmRUfkwcmM%7D
%5Curl%7Bhttps://www.dropbox.com/s/slmobr9c5ac8t5h/Capitulos.rar?dl=0&file_subpath=%2FManual+para+el+dibujo+de+la+funci%C3%B3n+Leontief.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://www.dropbox.com/s/slmobr9c5ac8t5h/Capitulos.rar?dl=0&file_subpath=%2FManual+para+el+dibujo+de+la+funci%C3%B3n+Leontief.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://www.dropbox.com/s/slmobr9c5ac8t5h/Capitulos.rar?dl=0%7D
%5Curl%7Bhttps://www.dropbox.com/s/slmobr9c5ac8t5h/Capitulos.rar?dl=0%7D
%5Curl%7Bhttps://econweb.ucsd.edu/~jsobel/205f10/notes10.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://econweb.ucsd.edu/~jsobel/205f10/notes10.pdf%7D
%5Curl%7Bhttps://www.youtube.com/watch?v=cfb7MZUd0R4%7D
%5Curl%7Bhttps://www.youtube.com/watch?v=cfb7MZUd0R4%7D

410 BIBLIOGRAFIA

Violet Robinson, J. (s.f.-a). market equilibrium: economics. %5Curl%7Bhttps: //www.britannica.com/topic/
market%7D

Violet Robinson, J. (s.f.-b). market: economics. %5Curl%7Bhttps: //www.britannica.com/topic/market%7D

Zevelev, A. A. (2017). Closed Form Solutions in Economics. %5Curl % 7TBhttps: / / papers.ssrn.com /sol3 /
papers.cfm?abstract_id=2354226%7D

Zuluaga Uribe, M. (2015). Oferta y demanda: una critica a la tijera de Marshall. %5Curl % 7Bhttps: / /
www . mises . org . es / 2015 / 02 / oferta- y - demanda- una- critica- a- la- tijera- de- marshall / #: ~:
text=La%20tijera%20de%20Marshall %20es%20un%20instrumento%20demasiado%20simplificado%
2C%20r%C3%ADgido,que%20se%20entrelazan%20y%20autorregulan. % 7D

Zurita, F., & Vial, B. (2011). Microeconomia.


%5Curl%7Bhttps://www.britannica.com/topic/market%7D
%5Curl%7Bhttps://www.britannica.com/topic/market%7D
%5Curl%7Bhttps://www.britannica.com/topic/market%7D
%5Curl%7Bhttps://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=2354226%7D
%5Curl%7Bhttps://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=2354226%7D
%5Curl%7Bhttps://www.mises.org.es/2015/02/oferta-y-demanda-una-critica-a-la-tijera-de-marshall/#:~:text=La%20tijera%20de%20Marshall%20es%20un%20instrumento%20demasiado%20simplificado%2C%20r%C3%ADgido,que%20se%20entrelazan%20y%20autorregulan.%7D
%5Curl%7Bhttps://www.mises.org.es/2015/02/oferta-y-demanda-una-critica-a-la-tijera-de-marshall/#:~:text=La%20tijera%20de%20Marshall%20es%20un%20instrumento%20demasiado%20simplificado%2C%20r%C3%ADgido,que%20se%20entrelazan%20y%20autorregulan.%7D
%5Curl%7Bhttps://www.mises.org.es/2015/02/oferta-y-demanda-una-critica-a-la-tijera-de-marshall/#:~:text=La%20tijera%20de%20Marshall%20es%20un%20instrumento%20demasiado%20simplificado%2C%20r%C3%ADgido,que%20se%20entrelazan%20y%20autorregulan.%7D
%5Curl%7Bhttps://www.mises.org.es/2015/02/oferta-y-demanda-una-critica-a-la-tijera-de-marshall/#:~:text=La%20tijera%20de%20Marshall%20es%20un%20instrumento%20demasiado%20simplificado%2C%20r%C3%ADgido,que%20se%20entrelazan%20y%20autorregulan.%7D

	I Teoría del Consumidor
	Preferencias
	Preferencias y elección
	Primer abordaje: Relación de preferencias
	Segundo abordaje: Reglas de la elección


	Utilidad
	Función de utilidad
	Utilidad como una noción ordinal
	Restricción de presupuestaria
	Caso de n bienes
	Caso de dos bienes


	Maximización de utilidad sujeto a una restricción presupuestaria
	Caso de n bienes
	Caso de dos bienes
	Transformaciones monótonamente crecientes
	Función de Elasticidad de Sustitución Constante (Constant Elasticity Substitution)
	Función de Utilidad: Cobb-Douglas
	Función de Utilidad: complementos perfectos
	Función de Utilidad: sustitutos perfectos
	Funciones de utilidad cuasilineal


	El problema de minimización del gasto
	Caso de n-bienes
	Caso de 2 bienes
	Función de Elasticidad de Sustitución Constante
	Función de Utilidad: Cobb-Douglas
	Función de Utilidad: complementos perfectos
	Función de Utilidad: sustitutos perfectos

	Función de utilidad indirecta
	Teorema de la envolvente


	Efecto precio: Variación compensada y equivalente
	Abordaje según Slutsky
	Variación compensada (a la Slutsky)
	Variación equivalente (a la Slutsky)

	Abordaje según Hicks
	Variación compensada (a la Hicks)
	Variación equivalente (a la Hicks)


	Elasticidades
	Elasticidad precio (propio)
	Elasticidad precio cruzado
	Elasticidad ingreso
	Elasticidad de sustitución
	Ecuación de Slutsky
	Agregación de Engel
	Agregación de Cournot


	II Teoría de la Empresa
	Comportamiento competitivo del productor
	La función de producción
	Propiedades de la función de producción
	Un caso de dos variables
	Conjuntos de producción
	La complementariedad, la anticomplementariedad y la productividad media
	Producto marginal y producto medio
	Etapas de la función de producción
	Corto plazo y largo plazo
	La ley de los rendimientos marginales decrecientes

	La isocuanta
	El caso de dos variables
	La tasa marginal de sustitución técnica

	Maximización de la producción
	La función de costos
	Costo medio
	Costo marginal
	Propiedades de la función de costos
	Lema de Shepard
	Minimización de los costos

	Las economías de escala
	La función de beneficios
	La dualidad del problema de la empresa
	Los mercados de competencia perfecta
	El monopolio
	Ingreso marginal
	Beneficios del monopolio
	Oferta de un monopolio

	Monopsonio
	Oligopolio
	Oligopolio de Bertrand
	Oligopolio de Cournot
	Oligopolio de Stackelberg
	Cartel


	III Equilibrio General
	Equilibrio general de mercado
	El caso de dos mercados
	El caso de n mercados

	Ley de Walras
	Primer y segundo teorema del bienestar
	Una economía de intercambio
	Caja de Edgeworth

	Una economía con producción

	IV Equilibrio de Mercado
	Modelos económicos
	Equilibrio parcial de mercado: un modelo lineal
	La función de demanda
	Elasticidad de demanda
	Elasticidad precio
	Clasificación de la elasticidad precio
	Elasticidad precio para un precio fijo
	Elasticidad precio para una cantidad fija


	La función de oferta
	Elasticidad de oferta
	Elasticidad precio
	Clasificación de la elasticidad precio
	Elasticidad precio para un precio fijo
	Elasticidad precio para una cantidad fija


	El equilibrio en el mercado
	Los excedentes y la eficiencia de mercado
	Excedente del consumidor
	Excedente del productor

	Las imperfecciones del mercado: impuestos, subsidios y externalidades
	Impuestos
	Impuestos de suma fija
	Impuestos proporcionales

	Subsidios
	Subsidio de suma fija a los demandantes
	Subsidio de suma fija a los productores

	Precios mínimos y máximos
	Precios mínimos
	Precios máximos

	Externalidades


	V Apéndice Matemático
	Repaso de pre-cálculo
	Álgebra
	Fórmulas notables
	Leyes de potencias
	Leyes de radicales
	Funciones

	Función polinomial
	Función constante
	Función lineal
	Función cuadrática
	Función cúbica

	Factorización de polinomios

	Repaso de cálculo
	Derivación
	Derivada por definición
	Derivabilidad y continuidad
	Reglas de derivación
	Derivada de funciones especf́icas
	Primer y segunda derivada
	Regla de L'Hôpital
	Convexidad y concavidad

	Funciones en varias variables
	Diferenciales


	Fundamentos matemáticos
	Nociones básicas sobre la optimización
	El argumento del arbitraje
	El problema de la programación
	Planteamiento formal del problema de programación

	Método de los multiplicadores de Lagrange
	Criterio de la segunda derivada con restricciones
	Optimización en economía
	El caso de más de una variable de elección
	Valores extremos en funciones de dos variables
	Condición de primer orden
	Condición de segundo orden

	El Teorema de Karush-Kuhn-Tucker
	Un ejemplo en dos variables


	Un algoritmo para los problemas de maximización en economía
	Funciones homogéneas y el teorema de Euler
	Funciones homogéneas


	VI Bibliografía

