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A continuacién se le presentan cinco ejercicios, en cada uno de ellos responda lo que se le solicita.
No asuma que un proceso es muy obvio o que es innecesario anotarlo.

1. [12 puntos] Usando multiplicadores de Lagrange y los procedimientos vistos en clase, encuen-
tre el punto para el cual la funcién f(x,y, 2) = x4y + z alcanza el maximo sujeto a la restriccién
922 + 12y2 + 422 = 36.

Solucién. El Lagrangiano se define como:
L\ x,y,2) = x+y+z+)\(9x2+ 1297 + 42 — 36)

Para determinar los extremos de f sujetos a la restriccién dada se resuelve el siguiente sistema:

L,=0=—=1+18\z =0 (1)
L,=0=1+24\y=0 (2)
L,=0=1+8\2=0 (3)
Ly=0= 924+ 12y> + 42> - 36 =0 (4)

De las ecuaciones (1), (2) y (3) se deduce que A # 0, de lo contrario se obtendria una con-
tradiccion. Ahora bien, se despeja z, y y z para sustituir en (4), observe:
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Simplificando y resolviendo la ecuacién se tiene vhn 36 = \= TE Los criticos de L son:
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Como 922 +12y*+42? = 36 es una region cerrada y acotada, entonces el maximo de f se alcanza
en el punto que genere la imagen mayor:

f(P)=—4 y [(P) =4

Por tanto, el maximo f se alcanza en P. [ |



2. Considere el siguiente problema de maximizacion:

max f(z,y) = 2" +y* +y — 1
sujetaa 2’ +y> <1

cony >0yx > 0.
(a) [3 puntos] Plantee las condicciones de Karush-Kuhn-Tucker.

(b) [7 puntos] Resuelva el problema dado, utilizando los métodos visto en clase.

Solucién. Se define la funcién de Lagrange como:
LN zy) =2+ 9> +y—1+ M1 —2"—y°)

donde
L, =2x—2x\
Ly,=2y+1-2y\
Ly=1—2%—1?

Considerando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para maximizar, se tiene:

x>0 rx-L,=0 L, <0
y=0 y L,=0 Ly <0
A>0 A-Ly=0 Ly>0

Note que el problema dado establece que y # 0, por ende, los casos se reducen a:

(1) Siz =0,y # 0y A =0, se genera una contradicciéon dadoque L, = 0 = y = -

3
(2) Sisz,y;éOy/\;éO,entoncesdeLA:0:>y:lyLy1:0:>)\:5. Ademas, al

sustituir = 0 en L, se cumple que L, = 0. Con lo que se cumple todas las condiciones de
KKT.

(B) Siz #0,y # 0y A =0, se genera una contradiccién dado que L, = 0 = = = 0.
(4) Siz #0,y #0y A # 0, entonces L, =0 = 22(1-A) =0=>A=1ydeL, =0=
2y+1—2y\A=0=1=0, lo cual es una contradiccién.

Por tanto, el tinico punto que satisface el problema dado es (0, 1) A= |



3. Considere la siguiente integral doble:

I—// xydydx+//fxydydx+// f(z,y)dydx
Vi—a?

(a) [4 puntos] Dibuje y sombree la regién de integracion de 1.

(b) [5 puntos] Escriba I en el orden dzdy.

. : , 7
Solucién. De la primera integral se cumple 0 <2 <1ly+v1—-22<y < —,dondey = V1 —22 =

224+ y? = 1.
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Figure 1: Region de integracion de la primera integral de /.

Mientras, de la segunda integral se tiene 1 <2 <2y 0 <y < ;
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Figure 2: Region de integracion de la segunda integral de 1.

Por altimo, de la tercera integral 2 < x < - y Vr—2<y< < —,dondey=+vz-2=>¢y’=2—-2
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Figure 3: Region de integracion de la tercera integral de I.

Asi, la region de integracion de I en el orden dydx se presenta en la figura (4). De aqui, se

nota que la regién de integracion en el orden dxdy se debe dividir en tres regiones horizontales

simples. Para esto se debe calcular la interseccién entre v = 1 y y* = x — 2 que se alcanza en
3

Yy=s.

Figure 4: Region de integracion de /.

De las tres regiones de la figura (4) los limites de integracion se obtienen de la siguiente manera:
* La primera regiénes dadapor 3 <y<Ify0<az <
* Lasegundaregionesdadapor1 <y <2y0<z <y?+2
e Laterceraregionesdadapor0 <y <1ly /1—y?* <z <y*+2

Por tanto, la integral quedaria de la forma:
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4. Sea M = / / sen(z) + cos(x)dA, donde R es la region en el primer cuadrante que contiene al
R
origen, y limitada por las curvas y = cos(z), y = sen(z), y = 0. Considere el cambio de variable:
u = cos(z) —y, v =sen(x) — y.
(a) [2 puntos] Dibuje y sombree la region R.
(b) [3 puntos] Bajo el cambio de variable anterior verifique que el Jacobiano corresponde a
1

cos(z)+sen(z)
(c) [6 puntos] Calcular la integral M usando el cambio de variable dado.

Solucién. La regién de integracion viene dada por Ahora, el jacobiano es dado por:

A/l'_ y = sen(x)

X

y = cos(x)
Figure 5: Region R.
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La nueva region de integracion se obtiene observando que:

y=cos(z) = u=0
y=sen(r) = v =0

y:O:>{

También, como la region se encuentra en el primer cuadrante se tiene que y < cos(z) y y <
sen(z), donde se deduce u > 0y v > 0. Entonces, la regién de integracion en las variables uv se
ubica en el primer cuadrante y esta limitada por el circulo unitario. Luego,

M= / /R (sen(z) + cos(z)) dA
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5. [10 puntos] Utilice coordenadas cilindricas para calcular: / {ey2 / (exz / 1dz) da;} dy
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Sugerencia: Si lo requiere, puede utilizar / wedw =1
0

Solucién. Note que la integral se reescribe como

1 0 24y 5 5
/ / / e T dzdrdy
0 J—+/1—-y42J0

donde 0 < z <a2?+4y? —\/1—-9? <2<0y0<y<Lcon—/1-y?=x=2>+y* =1y
z = 2% + y*. Entonces,

ggegw
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Por ende,
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Pregunta opcional. |Una esfera de radio a y centrada en el origen, tiene un hueco cilindrico de radio
b, cuyo eje coincide con un didmetro de la esfera, y a > b. Como se muestra en la figura:

[6 puntos] Muestre que el volumen de la porcién que resta de la esfera es

3
— 2" (42 _ 122
Solucién. El ejercicio se puede resolver utilizando coordenadas esféricas o cilindricas.
Si se realiza con coordenadas cilindricas para obtener el volumen buscado, se resta el volumen

de la esfera con el volumen de la parte cilindrica. Recuerde que si la esfera tiene radio a, entonces su
3

volumen corresponde a

0<r<by0<z<+va®—r?donde

27 b va2—r2 b Va2—r2
2/ / / rdzdrdf = 47?/ / rdzdr
0 o Jo 0o Jo

. Mientras, el volumen de la parte cilindrica se contempla que 0 < 02,

b
:47r/ rva? — r2dr
0
—1 37°
=47 {— (a2—r2)g}
3 0
47

El volumen buscado corresponde a

dra® 4w 3 47 3
V' = Vesfera — Vparte cilindrica — T - ? (_ (CL2 - 62) ’ + 613) = ? (CL2 — b2) 2

Para el estudio con coordenadas esféricas se contempla que 0 < 0 <271,y ¢g < ¢ < 3 donde ¢ es
la inclinacién de la interseccion superior del cilindro con la esfera, formando el tridngulo de la figura

(6).
a? — b2 a? — b2

donde se obtiene que cos(¢p) = —— cot(¢g) = P También, bcsc(¢) < r < a donde
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Figure 6: Caption

besc(¢) es el cilindro en coordenadas esféricas. El volumen de la porcién de esfera es dado por

2r rL ra 5 31¢@
V= 2/ / / r?sen(¢)drdodf = 47T/ sen(¢) [7‘_} d¢
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— 4% (a® cos(¢g) — b* cot(eg))
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La Matemitica es el lenguaje en el que los dioses hablan con la gente.
Platén.



