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A continuación se le presentan cinco ejercicios, en cada uno de ellos responda lo que se le solicita.
No asuma que un proceso es muy obvio o que es innecesario anotarlo.

1. [6 puntos] Estudie la convergencia de una de las siguientes series utilizando criterios de con-
vergencia:
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Solución. La serie
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se puede estudiar con el criterio de comparación directa o al
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√
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Observe que
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es una p-serie divergente. Por el criterio de com-

paración directa se concluye que
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Como el lı́mite es distinto de cero y
+∞∑

n=361

1
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es una p−serie divergente entonces por el

criterio de comparación al lı́mite se concluye que
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es divergente.
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Para la serie
+∞∑
n=1

(−1)n (n!)2 2n+1

(2n− 1)
se procede a estudiar la convergencia con el criterio de la razón

tomando an =
(−1)n (n!)2 2n+1

(2n− 1)!
y an+1 =

(−1)n+1 ((n+ 1)!)2 2n+2

(2n+ 1)!
, de donde
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Con lo que se obtiene que lim
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< 1. Por tanto, por el criterio de

la razón, la serie converge. ■
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2. Considere la serie S(x) =
+∞∑
n=0

xn+3

n!(n+ 3)

(a) [6 puntos] Calcule el radio de convergencia.

(b) [2 puntos] ¿Cuál es el dominio o intervalo de convergencia? Justifique su respuesta.

(c) [1 punto] Mencione un intervalo abierto donde S ′(x) sea convergente.

(d) [4 puntos] Se sabe que
+∞∑
n=0
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n!
= x2ex y

∫
x2exdx = ex

(
x2 − 2x+ 2

)
+C. Calcule el valor

de convergencia de la serie
+∞∑
n=0
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Solución. Tome an =
1

n!(n+ 3)
y an+1 =

1

(n+ 1)!(n+ 4)
de donde
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El radio de convergencia de S es ∞. Se concluye que la serie converge en D = R. Además, un
intervalo donde S ′(x) es convergente es cualquier intervalo ]a, b[ tal que ]a, b[⊂ D.

Como
+∞∑
n=0
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n!
= x2ex, entonces

∫ x
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0
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Ası́,
+∞∑
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■
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3. [11 puntos] Considere la ecuación F

(√
x+ y2,

y2

z

)
= 0 que define implı́citamente a

z = h(x, y). Calcule
∂z

∂x
y

∂z

∂y
en términos de las derivadas parciales de F . No es necesario

simplificar.

Solución. Para calcular
∂z

∂x
y
∂z

∂y
se procede de manera implı́cita, observe:
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√
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z
, entonces
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+
2y

z
Fv
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y2

z2
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z2
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Ahora,
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4. Considere la función f(x, y, z) =
2x

2+y2+z2

ln(2)

(a) [6 puntos] Verifique que ∇f(x, y, z) =
(
x · 2x2+y2+z2+1, y · 2x2+y2+z2+1, z · 2x2+y2+z2+1

)
(b) [4 puntos] Calcule la derivada direccional en el punto P (1, 1, 1) y en la dirección v⃗ =

(0, 2, 0).

(c) [2 puntos] Calcule el valor mı́nimo de la derivada direccional en P (1, 1, 1).

(d) [1 punto] ¿Cuál es la dirección donde se alcanza el valor máximo de la derivada direc-
cional?

Solución. Note que

∂f

∂x
=

2x
2+y2+z2+1 · ln(2) · 2x

ln(2)
= 2x · 2x2+y2+z2 = x · 2x2+y2+z2+1

∂f

∂y
=

2x
2+y2+z2+1 · ln(2) · 2y

ln(2)
= 2x · 2x2+y2+z2 = y · 2x2+y2+z2+1

∂f

∂x
=

2x
2+y2+z2+1 · ln(2) · 2z

ln(2)
= 2z · 2x2+y2+z2 = z · 2x2+y2+z2+1

entonces
∇f(x, y, z) =

(
x · 2x2+y2+z2+1, y · 2x2+y2+z2+1, z · 2x2+y2+z2+1

)
Ahora, ∇f(P ) = (24, 24, 24) = (16, 16, 16) y w⃗ =

v⃗

∥v⃗∥
=

1

2
(0, 2, 0) = (0, 1, 0). Entonces,

Dw⃗f(P ) = ∇f(P ) • w⃗ = (16, 16, 16) • (0, 1, 0) = 16

El valor mı́nimo de la derivada direccional en P es

−∥∇f(P )∥ = −
√
162 + 162 + 162 = −

√
259

y el valor máximo se alcanza en la dirección ∇f(P ) = (16, 16, 16). ■
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5. Considere la función f(x, y) = x4 + y4 − (x+ y)2.

(a) [9 puntos] Calcule todos los puntos crı́ticos de f .

(b) [5 puntos] Clasifique el punto (−1,−1) utilizando el criterio de la Hessiana.

Solución. Se calcula el gradiente de f , observe:

∇f(x, y) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
=

(
4x3 − 2(x+ y), 4y3 − 2(x+ y)

)
Se debe resolver ∇f(x, y) = 0⃗; es decir,{

4x3 − 2(x+ y) = 0 ⇒ 4x3 = 2(x+ y)
4y3 − 2(x+ y) = 0 ⇒ 4y3 = 2(x+ y)

entonces x3 = y3 ⇒ x = y. De la ecuación 4x3 − 2(x+ y) = 0 se tiene

4x3 − 2(x+ y) = 0 ⇒ 4x3 − 4x = 0

⇒ 4x(x2 − 1) = 0

⇒ 4x(x− 1)(x+ 1) = 0

⇒ x = −1 ∨ x = 0 ∨ x = 1

Como x = y, entonces los puntos crı́ticos son:(0, 0), (−1,−1) y (1, 1).

Por otro lado, se calcula la matriz Hessiana, observe:

Hf (x, y) =

(
fxx fxy
fyx fyy

)
=

(
12x2 − 2x −2

−2 12y2 − 2y

)

entonces Hf (−1,−1) =

(
14 −2
−2 14

)
. Note que ∆1 = 14 > 0 y ∆2 = 192 > 0, con lo que se

concluye que Hf (−1,−1) es positiva y en (−1,−1) se alcanza un mı́nimo. ■

La Matemática es el lenguaje en el que los dioses hablan con la gente.
Platón.
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